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Introductionet préliminaire

0.1 Introduction
Les inégalités en mathématiques ont une histoire riche et ont été développées pour

répondre à divers besoins mathématiques, tout en ayant des applications importantes en
science et en technologie.

Dans notre mémoire nous nous intéressons aux inégalités de Hölder et de Minkowski
directes et inverses, pour les opérateurs d’intégrations classique (de Riemann) et fraction-
naires (de Riemann-Liouville).

L’inégalité de Hölder, attribuée au mathématicien allemand Otto Hölder au début du
XXe siècle, établit une relation entre les normes de deux fonctions dans le contexte de
l’analyse fonctionnelle et de l’intégration : sous des conditions adequates on a

‖ fg ‖L1≤‖ f ‖Lp‖ g ‖Lq .

Cette inégalité trouve des applications étendues en mathématiques appliquées, no-
tamment en analyse numérique, en traitement du signal, en traitement d’images et en
statistiques.

L’inégalité de Minkowski, nommée d’après le mathématicien allemand Hermann Min-
kowski au début du XXe siècle, établit une relation entre les normes de la somme de deux
vecteurs dans un espace vectoriel normé. Formellement elle s’écrit

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .

Cette inégalité est utilisée dans de nombreux domaines, y compris la géométrie, l’ana-
lyse fonctionnelle, la théorie de l’information et la théorie des probabilités. Elle permet de
prouver des résultats importants sur la convergence des séries, la stabilité des solutions
d’équations différentielles et d’autres applications mathématiques et physiques.

Ces inégalités, parmi d’autres, ont été développées au fil du temps pour répondre à
divers besoins mathématiques et ont trouvé des applications contemporaines étendues en
science et en technologie.

Notre mémoire est organisé comme suit :
– Une section de préliminaires va suivre où nous présentons quelques notions utiles

dans les chapitres suivants.
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– Dans un premier chapitre nous présenterons les inégalités classiques de Hölder et de
Minkowski, dans les cas discret et continue.

– Le deuxième chapitre est consacré au calculs fractionnaires utiles pour le chapitre
suivant.

– Le dernier chapitre présentera les inégalités de Hölder et de Minkowski, via les
intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville.

0.2 Préliminaire

0.2.1 Espaces de Lebesgue

Définition 0.1. Soit p ∈ IR avec 1 ≤ p ≤ ∞ . On note par Lp([a, b]) l’espace des classes
d’équivalence des fonctions de puissance p intégrables sur [a, b] :

Lp([a, b]) =

{
f : [a, b] −→ IR, fest mesurable et

∫ b

a

|f(x)|p dx <∞
}
, 1 ≤ p <∞ ,

et

L∞([a, b]) = {f : [a, b] −→ IR, f est mesurable et : ∃M ≥ 0 : |f(x)| ≤M p.p sur[a, b]} ,

on dit que f est mesurable et essentiellement bornée sur [a, b].

Remarque 1.

1. Pour p > 1 et q son conjugué
(

1
p

+ 1
q

= 1
)
, Lp([a, b]) et Lq([a, b]) sont duaux

(réflexif) .
2. Si p = 2, L2([a, b]) est dual de lui même : c’est un espace de Hilbert .

Théorème 0.1. Soit (a, b) un intervalle fini ou infni de IR .
1. pour 1 ≤ p <∞, l’espace Lp(a, b) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖Lp =

(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

.

2. L’espace L∞(a, b) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖∞ = inf {M ≥ 0 : |f(x)| ≤M p.p sur (a, b)}

0.2.2 L’inégalité Young

Théorème 0.2. Soient a, b ≥ 0 et 1 < p <∞, q son conjugué
(

1
p

+ 1
q

= 1
)
, alors

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq . (1)
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0.2.3 Théorème de Fubini

Théorème 0.3. Soit f(x, y) une fonction intégrable sur Ω = (a, b)×(c, d) ⊆ IR×IR, alors
pour p.p. x ∈ (a, b) f(x, y) est intégrable sur (c, d) et p.p. y ∈ (c, d) f(x, y) est intégrable
sur (a, b) et on a∫

Ω

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy

La Formule de Dirichlet est un cas particulier de théorème de Fubini, on a l’égalité
suivante avec comme hypothèse la convergence absolue au moins de l’une des deux inté-
grales : ∫ b

a

∫ x

a

f(x, y) dy dx =

∫ b

a

∫ b

y

f(x, y) dx dy .
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Chapitre 1

Inégalités classiques

1.1 Inégalité de Hölder
Théorème 1.1. Soient 1 < p <∞, q son conjugué et f, g : [a, b]→ R. Si f ∈ Lp(a, b) et
g ∈ Lq(a, b) alors :∫ b

a

|f(x)g(x)|dx ≤
(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

. (1.1)

Preuve 1.1. Pour 1 < p <∞
on prend a =

|f(t)|
‖ f ‖Lp

(a,b)

et b =
|g(t)|
‖ g ‖Lp

(a,b)

, d’après l’inégalité de Young (1) :

|f(t)g(t)|
‖ f ‖Lp

(a,b)
‖ g ‖Lp

(a,b)

≤ |f(t)|p

p ‖ f ‖p
Lp
(a,b)

+
|f(t)|q

q ‖ g ‖q
Lq
(a,b)

,

en intégrant par rapport à t ∈ [a, b] , on obtient

1

‖ f ‖Lp
(a,b)
‖ g ‖Lp

(a,b)

∫ b

a

|f(t)g(t)| dt ≤
∫ b

a

|f(t)|p

p ‖ f ‖p
Lp
(a,b)

dt+

∫ b

a

|g(t)|q

q ‖ g ‖q
Lq
(a,b)

dt

=
1

p ‖ f ‖p
Lp
(a,b)

∫ b

a

|f(t)|p dt+
1

q ‖ g ‖q
Lq
(a,b)

∫ b

a

|g(t)|q dt

=
1

p
+

1

q
= 1 ,

d’où ∫ b

a

|f(x)g(x)|dx ≤
(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

.

Exemple 1. Soit f(x) = x et g(x) = x2 sur l’intervalle [0, 1] avec p = 2
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calcule de ‖f‖2 :

‖f‖2 =

(∫ 1

0

|x|2 dx
) 1

2

=

(
1

3

) 1
2

=
1√
3

calcule de ‖g‖2 :

‖g‖2 =

(∫ 1

0

|x2|2 dx
) 1

2

=

(∫ 1

0

x4 dx

) 1
2

=

(
1

5

) 1
2

=
1√
5

calcule de ‖f + g‖2 :

‖f + g‖2 =

(∫ 1

0

|x+ x2|2 dx
) 1

2

.

En utilisant l’inégalité de Minkowski :

‖f + g‖2 6 ‖f‖2 + ‖g‖2 =
1√
3

+
1√
5
.

Donc, ‖f + g‖2 est bornée par la somme des normes L2 de f et g
Ce simple exemple illustre comment l’inégalité de Minkowski est utilisée pour comparer
les normes de la somme de fonctions dans l’espace LP . Elle garantit que la norme Lp
d’une somme est au plus égale à la somme des normes individuelles, ce qui est essentiel
pour démontrer des propriétés de convergence et d’approximation dans divers contextes
mathématiques et scientifiques.

1.2 Inégalité de Minkowski
Théorème 1.2. Soient 1 ≤ p <∞ et f, g : [a, b]→ R. Si f, g ∈ Lp(a, b) alors :(∫ b

a

|f(x) + g(x)|p
) 1

p

≤
(∫ b

a

|f(x)|p
) 1

p

+

(∫ b

a

|g(x)|p
) 1

p

. (1.2)

Preuve 1.2.

‖f + g‖pLp
=

∫ b

a

|f(x) + g(x)|p dx

=

∫ b

a

|f(x) + g(x)||f(x) + g(x)|p−1 dx

≤
∫ b

a

(|f(x)|+ |g(x)|)|f(x) + g(x)|p−1 dx ,

donc

‖f + g‖pLp
≤
∫ b

a

|f(x)| |f(x) + g(x)|p−1 dx+

∫ b

a

|g(x)| |f(x) + g(x)|p−1 dx .

On applique l’inégalité de Hölder aux deux intégrales à droite

‖f + g‖pLp
≤
(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p
(∫ b

a

|f(x) + g(x)|(p−1)q dx

) 1
q

+

(∫ b

a

|g(x)|p dx
) 1

p
(∫ b

a

|f(x) + g(x)|(p−1)q dx

) 1
q

,
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d’où

‖f + g‖pLp
≤

[(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

+

(∫ b

a

|g(x)|p dx
) 1

p

](∫ b

a

|f(x) + g(x)|(p−1)q dx

) 1
q

,

puisque
1

p
+

1

q
= 1 =⇒ q =

p

p− 1
=⇒ p = q(p− 1), on déduit

‖f + g‖pLp
≤

((∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

+

(∫ b

a

|g(x)|p dx
) 1

p

)(∫ b

a

|f(x) + g(x)|p dx
) 1

q

,

donc (∫ b

a

|f(x) + g(x)|p dx
)1− 1

q

≤
(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

+

(∫ b

a

|g(x)|p dx
) 1

p

,

ce qui aboutit au résultat désiré(∫ b

a

|f(x) + g(x)|p dx
) 1

p

≤
(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

+

(∫ b

a

|g(x)|p dx
) 1

p

.

Exemple 2. Considérons deux fonctions f(x) =
√
x et g(x) = 1√

1+x
définies sur l’inter-

valle [0, 1] avec p = 1
2
.

Pour f(x) =
√
x :

‖f‖2 =

(∫ 1

0

(√
x
)2

dx

) 1
2

=

(∫ 1

0

x

) 1
2

=

(
1

2

) 1
2

=
1√
2
.

Pour g(x) = 1√
1+x

:

‖g‖2 =

(∫ 1

0

(
1√

1 + x

)2

dx

) 1
2

=

(∫ 1

0

1

1 + x

) 1
2

= (ln(2))
1
2 .

L’inégalité de Hölder nous dit que pour p et q tels que 1
p

+ 1
q

= 1 (c’est-à-dire p = 2 et
q = 2), nous avons :

‖fg‖1 6 ‖f‖2‖g‖2 .

Calculons ‖fg‖1 :

‖fg‖1 =

∫ 1

0

√
x.

1√
1 + x

dx

En utilisant l’inégalité de Hölder :

‖fg‖1 6 ‖f‖2‖g‖2 =
1√
2
. (ln(2))

1
2 .

Donc, l’inégalité de Hölder permet de démontrer que la norme L1 du produit f g est bornée
par le produit des normes L2 de f et g .
Cet exemple illustre comment l’inégalité de Hölder est utilisée pour contrôler les intégrales
de produits de fonctions dans le cadre des espaces Lp, offrant ainsi des résultats importants
en analyse et en intégration.
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1.3 Inégalité inverse de Hölder
Théorème 1.3. Voir [2] Soient p > 1, 1

p
+ 1

q
= 1 et deux fonctions f, g > 0 intégrables

sur [a, b] . Si

0 < m ≤ f(x)

g(x)
≤M pour tout x ∈ [a, b] , (1.3)

alors (∫ b

a

f(x) dx

) 1
p
(∫ b

a

g(x) dx

) 1
q

≤
(
M

m

) 1
pq
∫ b

a

f
1
p (x) g

1
q (x)dx . (1.4)

Preuve 1.3. On inverse (1.3)
1

m
≥ g(x)

f(x)
≥ 1

M
,

on élève à le puissance
1

q
où q ∈ R∗+

1

m
1
q

≥ g
1
q (x)

f
1
q (x)

≥ 1

M
1
q

,

multipliant par f(x) l’inégalité précédente,on obtient

1

m
1
q

f(x) ≥ f 1− 1
q (x) g

1
q (x) ≥ 1

M
1
q

f(x) ,

d’où
1

m
1
q

f(x) ≥ f
1
p (x) g

1
q (x) ≥ 1

M
1
q

f(x) . (1.5)

On consédere la deuxième inégalité de (1.5)

f(x) ≤M
1
q f

1
p (x) g

1
q (x) , (1.6)

en intégrant sur [a, b] , il résulte(∫ b

a

f(x) dx

) 1
p

≤M
1
pq

(∫ b

a

f
1
p (x)g

1
q (x) dx

) 1
P

. (1.7)

Maintenant, suite à l’hypothèse (1.3), on a

m
1
p ≤ f

1
p (x) g−

1
p (x) ≤M

1
p ,

on multiplie par g(x) l’inégalité précédente, il en résulte que

m
1
p g(x) ≤ f

1
p (x) g1− 1

p (x) ≤M
1
p g(x) , (1.8)

on consédere la première inégalité de (1.8)

g(x) ≤
(

1

m

) 1
p

f
1
p (x) g

1
q (x) ,
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d’où par intégration(∫ b

a

g(x) dx

) 1
q

≤
(

1

m

) 1
pq
(∫ b

a

f
1
p (x) g

1
q (x) dx

) 1
q

. (1.9)

En multipliant les inégalités (1.7) et (1.9), on obtient(∫ b

a

f(x) dx

) 1
p
(∫ b

a

g(x) dx

) 1
q

≤
(
M

m

) 1
pq
(∫ b

a

f
1
p (x) g

1
q (x) dx

) 1
p

+ 1
q

,

d’où le résultat (1.4) requis.

Corollaire 1.1. voir [2] Soient p > 1, 1
p

+ 1
q

= 1 et deux fonctions f, g > 0 intégrables
sur [a, b]. Si

0 < m ≤ fp−1(x)

g(x)
≤M , (1.10)

alors (∫ b

a

fp(x) dx

) 1
p
(∫ b

a

gq(x) dx

) 1
q

≤
(
M

m

) 1
p
∫ b

a

f(x) g(x) dx . (1.11)

Preuve 1.4. Puisque
1

p
+

1

q
= 1 , alors p− 1 =

p

q
, donc (1.10) devient

m ≤ f(x)
p
q

g(x)
≤M , (1.12)

d’où
mq ≤ f(x)p

g(x)q
≤M q ,

on applique alors le théorème (1.3) avec mq = m′ et M q = M ′

(∫ b

a

fp(x) dx

) 1
p
(∫ b

a

gq(x) dx

) 1
q

≤
(
M ′

m′

) 1
pq
∫ b

a

f(x) g(x) dx ,

en remarquant que
(
M ′

m′

) 1
pq

=

(
M
m

) 1
p

, on obtient le résultat désiré (1.11).

Corollaire 1.2. voir [2] Soient p > 1, 1
p

+ 1
q

= 1 et deux fonctions f, g > 0 intégrables sur
[a, b]. Si

0 < m ≤ f(x)

gq−1(x)
≤M , (1.13)

alors (∫ b

a

fp(x) dx

) 1
q
(∫ b

a

gq(x) dx

) 1
q

≤
(
M

m

) 1
q
∫ b

a

f(x) g(x) dx . (1.14)
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Preuve 1.5. Puisque
1

p
+

1

q
= 1 , alors q − 1 =

q

p
, donc (1.13) devient

m ≤ f(x)

g
q
p (x)

≤M , (1.15)

d’où
mp ≤ fp(x)

gq(x)
≤Mp ,

on applique alors le théorème (1.3) avec mp = m′ et Mp = M ′

(∫ b

a

fp(x) dx

) 1
p
(∫ b

a

gq(x) dx

) 1
q

≤
(
M ′

m′

) 1
pq
∫ b

a

f(x) g(x)dx ,

en remarquant que
(
M ′

m′

) 1
pq

=
(
M
m

) 1
q on obtient le résultat désiré (1.14).

1.4 Inégalité inverse de Minkowski
Théorème 1.4. voir [4] Soient p > 1 et deux fonctions f, g > 0 intégrables sur [a, b],
satisfaisants

∀x ∈ [a, b] : 0 < m ≤ f(x)

g(x)
≤M , (1.16)

alors (∫ b

a

fp(x) dx

) 1
p

+

(∫ b

a

gp(x) dx

) 1
p

≤ c

(∫ b

a

(f(x) + g(x))p dx

) 1
p

, (1.17)

Avec c =
M(m+ 1) +M + 1

(m+ 1)(M + 1)
.

Preuve 1.6. De (1.16) on déduit f(x) ≤M g(x) d’où

f(x) +M f(x) ≤M g(x) +M f(x) ,

en élevant à la puissance p

(M + 1)p fp(x) ≤Mp (f + g)p(x) ,

en intégrant sur [a, b], on obtient∫ b

a

fp(x) dx ≤ Mp

(M + 1)p

∫ b

a

(f + g)p(x) dx ,

d’où (∫ b

a

fp(x) dx

) 1
p

≤ M

M + 1

(∫ b

a

(f + g)p(x) dx

) 1
p

. (1.18)
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D’autre part, de (1.16) on a g(x) ≤ 1

m
f(x) d’où

g(x) +
1

m
g(x) ≤ 1

m
f(x) +

1

m
g(x) ,

donc
gp(x)

(
1 +

1

m

)p
≤
(

1

m

)p
(f + g)p (x) ,

en intégrant sur [a, b], on obtient(
m+ 1

m

)p ∫ b

a

gp(x)dx ≤
(

1

m

)p ∫ b

a

(f + g)p(x) dx ,

d’où (∫ b

a

gp(x) dx

) 1
p

≤ 1

m+ 1

(∫ b

a

(f + g)p(x) dx

) 1
p

. (1.19)

En additionnant (1.18) et (1.19), on obtient (1.17) avec

c =
M

M + 1
+

1

m+ 1
=
Mm+M +M + 1

(M + 1)(m+ 1)
=
M(m+ 1) + (M + 1)

(M + 1)(m+ 1)
.

Corollaire 1.3. voir [6] Soient p > 1 et deux fonctions f, g > 0 intégrables sur [a, b],
satisfaisants

0 < a ≤ f(x) ≤ A , (1.20)

et
0 < b ≤ g(x) ≤ B , (1.21)

alors (∫ b

a

fp(x) dx

) 1
p

+

(∫ b

a

gp(x) dx

) 1
p

≤ c

(∫ b

a

(f + g)p(x)dx

) 1
p

, (1.22)

avec c =
A(a+B) +B(A+ b)

(A+ b)(a+B)
.

Preuve 1.7. On inverse (1.21)

1

B
≤ 1

g(x)
≤ 1

b
, (1.23)

on multiplie (1.23) avec (1.20)
a

B
≤ f(x)

g(x)
≤ A

b
. (1.24)
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On applique maintenant le théorème (1.4) avec m =
a

B
et M =

A

b(∫ b

a

fp(x) dx

) 1
p

+

(∫ b

a

gp(x) dx

) 1
p

≤ c

(∫ b

a

(f + g)p(x) dx

) 1
p

, (1.25)

avec

c =
M(m+ 1) +M + 1

(m+ 1)(M + 1)
=

A

b

( a
B

+ 1
)

+
A

b(A
b

+ 1
)( a

B
+ 1
) =

A

b
+

(a+B)

B
+
B(A+ b)

bB
(A+ b)

b
+

(a+B)

B

=
A(a+B) +B(A+ b)

(A+ b) + (a+B)
.
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Chapitre 2

Calcul Fractionnaire

2.1 les fonctions spéciales

2.1.1 Fonction Gamma

Définition 2.1. [5] Soit x > 0, la fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale
suivante :

Γ(x) =

∫ +∞

0

e−t tx−1 dt . (2.1)

Exemple 3. Voici les images de la fonction Gamma pour quelques valeurs réelles parti-
culières

Γ(1) =

∫ +∞

0

e−xx1−1dx = 1 , Γ

(
1

2

)
=
√
π.

13



Proposition 2.1. [5] Pour tout x > 0 , et pour tout n ∈ IN∗ on a :

Γ(x+ 1) = x Γ(x) . (2.2)

Preuve 2.1. 1. Par une intégration par partie , on obtient

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

txe−t dt

=
[
− tx e−t

]t=+∞

t=0
+ x

∫ +∞

0

e−t tx−1 dt

= x Γ(x) .

Proposition 2.2. [5]
Γ(n) = (n− 1)! (2.3)

Preuve 2.2. L’identité (2.2) appliquée à Γ(1) = 1 , on déduit

Γ(2) = 1 Γ(1) = 1 = 1! ,

Γ(3) = 2 Γ(2) = 2× 1! = 2! ,

Γ(4) = 3 Γ(3) = 32! = 3! ,

Par récurrence on obtient visiblement

Γ(n) = (n− 1)! .

2.1.2 Fonction Bêta

Définition 2.2. voir [5] Soient x, y > 0 , la fonction Bêta est définie par :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt .

Les fonctions Gamma et Bêta sont reliées par la relation suivante.

Proposition 2.3. [5] Pour tout x, y > 0 on a

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (2.4)

Preuve : Soient x, y > 0, alors

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

tx−1
1 e−t1ty−1

2 e−t2dt1dt2 =

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

ty−1
2 e−(t1+t2)dt2

)
tx−1
1 dt1 ,

avec le changement de variable
s = t1 + t2,
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on aura

Γ(x)Γ(y) =

∫ +∞

0

(∫ +∞

t1

(s− t1)y−1 e−sds

)
tx−1
1 dt1

=

∫ +∞

0

e−sds

∫ t1

0

(s− t1)y−1 tx−1
1 dt1 .

Posons z =
t1
s

alors

Γ(x)Γ(y) =

∫ +∞

0

e−sds

(∫ 1

0

(z s)x−1 (s− z s)y−1 sdr

)

=

∫ +∞

0

e−sds

(
sx−1+y−1+1

∫ 1

0

(z )x−1 (1− z )y−1 dz

)

=

∫ +∞

0

e−sds
(
sx+y−1 B(x, y)

)

= B(x, y)

∫ +∞

0

s(x+y)−1e−s ds

= B(x, y) Γ(x+ y) ,

ce qui donne le résultat désiré

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Proposition 2.4. [5]
B(x, y) = B(y, x) symétrie (2.5)

Preuve 2.3.

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt

On utilise le changement de variable Y = 1− t d’où t = 1− Y et dy = −dY

B(x, y) =

∫ 0

1

(1− Y )x−1Y y−1 (−dY )

=

∫ 1

0

Y y−1(1− Y )x−1 dY = B(y, x)

15



2.2 Intégrales d’ordre entier
Premier opérateur Ja+ : Soit f ∈ L1([a, b]), on considère l’intégrale

J1
a+f(x) =

∫ x

a

f(t) dt .

On peut integrer successivement n−fois, en appliquant le théorème de Fubini on a

J2
a+f(s) =

∫ x

a

J1
a+f(s)ds =

∫ x

a

(∫ s

a

f(t) dt

)
ds

=

∫ x

a

∫ s

a

f(t) dt,ds =

∫ x

a

∫ x

t

f(t) ds dt

=

∫ x

a

f(t)

(∫ x

t

ds

)
dt =

∫ x

a

(x− t)f(t) dt ,

donc
J2
a+f(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t) dt .

On intègre encore une fois :∫ x

a

J2
a+f(s) ds =

∫ x

a

(∫ s

a

(s− t) f(t) dt

)
ds =

∫ x

a

∫ s

a

(s− t)f(t) dt ds

=

∫ x

a

∫ x

t

(s− t)f(t) ds dt =

∫ x

a

(∫ x

t

(s− t)f(t) ds

)
dt

=

∫ x

a

f(t)

(∫ x

t

(s− t) ds
)
dt =

∫ x

a

f(t)

([
1

2
(s− t)2

]x
t

)
dt

=
1

2

∫ x

a

(x− t)2f(t) dt ,

donc
J3
a+f(x) =

1

2

∫ x

a

(x− t)2f(t) dt .

Encore une intégration, on obtient∫ x

a

J3
a+ f(s) ds =

∫ x

a

(
1

2

∫ s

a

(s− t)2 f(t) dt

)
ds =

1

2

∫ x

a

∫ s

a

(s− t)2 f(t) dt ds

=
1

2

∫ x

a

∫ x

t

(s− t)2 f(t) ds dt =
1

2

∫ x

a

(∫ x

t

(s− t)2 f(t) ds

)
dt

=
1

2

∫ x

a

f(t)

(∫ x

t

(s− t)2 ds

)
dt =

1

2

∫ x

a

f(t)

([
1

3
(s− t)3

]x
t

)
dt ,
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c’est-à-dire

J4
a+ f(x) =

1

3
× 1

2

∫ x

a

(x− t)3f(t),dt =
1

3!

∫ x

a

(x− t)3f(t) dt .

Cela suggère plus généralement la n-ème intégral :

Jna+ f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t) dt . (n ∈ IN∗) (2.6)

Preuve par récurrence : Supposons (2.6) vraie, montrons que

Jn+1
a+ f(x) =

1

n!

∫ x

a

(x− t)nf(t) dt .

En intégrant dans (2.6) on aura

∫ x

a

Jna+ f(s) ds =

∫ x

a

(
1

(n− 1)!

∫ s

a

(s− t)n−1f(t) dt

)
ds =

1

(n− 1)!

∫ x

a

∫ s

a

(s− t)n−1f(t) dt ds

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

∫ x

t

(s− t)n−1f(t) ds dt =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(∫ x

t

(s− t)n−1f(t) ds

)
dt

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

f(t)

(∫ x

t

(s− t)n−1 ds

)
dt =

1

(n− 1)!

∫ x

a

f(t)

([
1

n
(s− t)n

]x
t

)
dt

=
1

(n− 1)!
× 1

n

∫ x

a

(x− t)nf(t) dt =
1

n!

∫ x

a

(x− t)nf(t) dt

= Jn+1
a+ f(x) .

Deuxième opérateur Jb− : Soit f ∈ L1([a, b]), en considérant l’intégrale

J1
b−f(x) =

∫ b

x

f(t) dt ,

on peut faire un travail analogue. On applique le théorème de Fubini∫ b

x

J1
b−f(s)ds =

∫ b

x

(∫ b

s

f(t) dt

)
ds =

∫ b

x

∫ b

s

f(t) dt,ds

=

∫ b

x

∫ t

x

f(t) ds dt =

∫ b

x

(∫ t

x

f(t) ds

)
dt

=

∫ b

x

f(t)

(∫ t

x

ds

)
dt =

∫ b

x

(t− x)f(t) dt
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alors

J2
b−f(x) =

∫ b

x

(t− x)f(t) dt .

Une deuxième intégration donne :∫ b

x

J2
b−f(s) ds =

∫ b

x

(∫ b

s

(t− s) f(t) dt

)
ds =

∫ b

x

∫ b

s

(t− s)f(t) dt ds

=

∫ b

x

∫ t

x

(t− s)f(t) ds dt =

∫ b

x

(∫ t

x

(t− s)f(t) ds

)
dt

=

∫ b

x

f(t)

(∫ t

x

(t− s) ds
)
dt =

∫ b

x

f(t)

([
1

2
(t− s)2

]t
x

)
dt

=
1

2

∫ b

x

(t− x)2f(t) dt ,

donc

J3
b−f(x) =

1

2

∫ b

x

(t− x)2f(t) dt .

Une autre intégration pour confirmer :∫ b

x

J3 f(s) ds =

∫ b

x

(
1

2

∫ b

s

(t− s)2 f(t) dt

)
ds =

1

2

∫ b

x

∫ b

s

(t− s)2 f(t) dt ds

=
1

2

∫ b

x

∫ t

x

(t− s)2 f(t) ds dt =
1

2

∫ b

x

(∫ t

x

(t− s)2 f(t) ds

)
dt

=
1

2

∫ b

x

f(t)

(∫ t

x

(t− s)2 ds

)
dt =

1

2

∫ b

x

f(t)

([
1

3
(t− s)3

]x
t

)
dt ,

on obtient

J4
b− f(x) =

1

3
× 1

2

∫ b

x

(t− x)3f(t),dt =
1

3!

∫ b

x

(t− x)3f(t) dt .

Plus généralement on espère avoir :

Jnb− f(x) =
1

(n− 1)!

∫ b

x

(t− x)n−1f(t) dt . (n ∈ IN) (2.7)

Preuve par récurrence : Supposons (2.7) vraie, montrons que

Jn+1
b− f(x) =

1

n!

∫ b

x

(t− x)nf(t) dt .
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On intégré Jnb− f sur [x, b] :∫ b

x

Jnb− f(s) ds =

∫ b

x

(
1

(n− 1)!

∫ b

s

(t− s)n−1f(t) dt

)
ds =

1

(n− 1)!

∫ b

x

∫ b

s

(t− s)n−1f(t) dt ds

=
1

(n− 1)!

∫ b

x

∫ t

x

(t− s)n−1f(t) ds dt =
1

(n− 1)!

∫ b

x

(∫ t

x

(t− s)n−1f(t) ds

)
dt

=
1

(n− 1)!

∫ b

x

f(t)

(∫ t

x

(t− s)n−1 ds

)
dt =

1

(n− 1)!

∫ x

b

f(t)

([
1

n
(t− s)n

]t
x

)
dt

=
1

(n− 1)!
× 1

n

∫ b

x

(t− x)nf(t) dt =
1

n!

∫ b

x

(t− x)nf(t) dt

= Jn+1
b− f(x) .

2.3 Intégrales d’ordre fractionnaire
Les formules (2.6) et (2.7) suggèrent les définitions suivantes pour des intégrations

d’ordre réels positifs.

Définition 2.3. [3][1] Soit f ∈ L1[a, b], les opérateurs fractionnaires gauche (respectivement
droite ) de Riemann-Liouville d’ordre α > 0, notées Jαa+ (respectivement Jαb−), sont définies
par

(Jαa+f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt , a < x ≤ b

et

(Jαb−f)(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt , a ≤ x < b ,

où Γ(α) est la fonction gamma d’Euler.

Remarque 2.
Pour α = 0 on pose J0

a+f(x) = f(x) et J0
b−f(x) = f(x).

Pour α = 1 on obtient l’intégrale de Riemann (classique).

2.4 Propriétés des opérateurs de Riemann-Liouville

2.4.1 Propriété de semi-Groupe

Théorème 2.1. [3][1] Soient f une fonction intégrable sur [a, b], α et β deux nombres
réels strictement positifs, alors on a pour tout x ∈ [a, b]

Jαa+
[
Jβa+f(x)

]
= Jα+β

a+ f(x) = Jαa+
[
Jβa+f(x)

]
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Preuve 2.4.

Jαa+(Jβa+f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(Jβa+f)(s) ds

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1

(
1

Γ(β)

∫ x

a

(s− t)β−1 f(t) dt

)
ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ s

a

(x− s)α−1(s− t)β−1 f(t) dt ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)

[∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1 ds

]
dt . (2.8)

En effectuant le changement de variable

s = t+ (x− t)τ alors ds = (x− t)dτ ,

on a
s = t⇒ t+ (x− t)τ = t⇒ τ = 0

s = x⇒ t+ (x− t)τ = x⇒ τ = 1

alors∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1 ds =

∫ 1

0

[x− (t+ (x− t)τ)]α−1 [t+ (x− t)τ − t]β−1 (x− t)dτ

=

∫ 1

0

[(x− t)(1− τ)]α−1 [(x− t)τ ]β−1 (x− t)dτ

= (x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− τ)α−1 τβ−1 dτ

= (x− t)α+β−1 B(α, β) .

En remplaçant dans (2.8), on obtient

Jαa+(Jβa+f)(x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)
[
(x− t)α+β−1 B(α, β)

]
dt

=
B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− t)α+β−1 f(t) dt

=
1

Γ(α + β)

∫ x

a

(x− t)α+β−1 f(t) dt

= Jα+β
a+ f(x) .

La deuxième égalité est une conséquence de la commutativité de l’addition : α + β =
β + α .
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2.5 Propriété de la bornitude
Théorème 2.2. Si f ∈ L1([a, b]), alors pour tout α > 0

Jαa+f ∈ L1([a, b]), Jαb−f ∈ L1([a, b]),

de plus les opérateurs d’intégrations Jαa+ et Jαb− sont bornés, plus précisément on a

‖ Jαa+f ‖L1([a,b])≤ C ‖ f ‖L1([a,b]) et ‖ Jαb−f ‖L1([a,b])≤ C ‖ f ‖L1([a,b]) ,

avec C =
(b− a)α

Γ(α + 1)
.

Preuve 2.5. soit f ∈ L1([a, b]), alors

‖ Jαa+f ‖L1([a,b]) =

∫ b

a

∣∣∣Jαa+f(x)
∣∣∣ dx

=
1

Γ(α)

∫ b

a

∣∣∣ ∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt
∣∣∣ dx

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a

(x− t)α−1
∣∣f(t)

∣∣ dt dx,
en utilisant le Théorème de Fubini, on obtient

‖ Jαa+f ‖L1([a,b]) ≤
1

Γ(α)

∫ b

a

∫ b

t

(x− t)α−1|f(t)| dx dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ b

t

(x− t)α−1 dx dt

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
(

1

α

[
(x− t)α

]b
t

)
dx

=
1

αΓ(α)

∫ b

a

|f(t)| (b− t)α dt,

on utilise la propriété (2.2) de la fonction Gamma et la décroissance de la fonction t →
(b− t)α, on aura

‖ Jαa+f ‖L1([a,b]) ≤
1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|| (b− t)α dt

≤ (b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|dt

=
(b− a)α

Γ(α + 1)
‖ f ‖L1([a,b]) .
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De la même façon,

‖ Jαb−f ‖L1([a,b]) =

∫ b

a

|Iαa+f(x)|dx

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|
∫ x

a

(t− x)α−1f(t)dt|dx

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ b

x

(t− x)α−1|f(t)|dtdx

en utilisant le Théorème de Fubini, on obtient

‖ Jαb−f ‖L1([a,b]) =
1

Γ(α)

∫ b

a

(

∫ t

a

(t− x)α−1|f(t)|dx)dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|(
∫ t

a

(t− x)α−1dx)dt

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|( 1

α
[−(t− x)α]bt)dx

=
1

αΓ(α)

∫ b

a

|f(t)|(t− a)αdt

=
1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|(t− a)αdt

on utilise la propriété (2.2) de la fonction Gamma et la décroissance de la fonction t →
(b− t)α, on aura

‖ Jαb−f ‖L1([a,b]) ≤
1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|(b− a)αdt

=
(b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|dt

=
(b− a)α

Γ(α + 1)
‖ f ‖L1([a,b]) .

on déduit que les opérateur Jαa+f et Jαb−f sont bornés de l’espace L1([a, b]) vers lui même .

Remarque 3. Pour f ∈ Lp([a, b]) on a

‖ Jαa+f ‖L1([a,b])≤ C ‖ f ‖L1([a,b])<∞ et ‖ Jαb−f ‖L1([a,b])≤ C ‖ f ‖L1([a,b])<∞ ,

on déduit que pour tout α > 0 on a Jαa+f, J
α
b−f ∈ L1([a, b]) ; c’est à dire que les opérateurs

Jαa+ et Jαb− sont bien définie pour tous α > 0.
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Chapitre 3

Inégalités au sens fractionnaire

3.1 inégalité de Hölder
Théorème 3.1. Soient p, q > 1, 1

p
+ 1

q
= 1 et f ,g deux fonctions positives intégrables,

α > 0 alors
Jαa+(f · g)(x) ≤ (Jαa+f

p(x))
1
p (Jαa+g

q(x))
1
q . (3.1)

Preuve 3.1. on a

Jαa+f g(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t) g(t) dt , (3.2)

puisque 1
p

+ 1
q

= 1, alors

Jαa+fg(x) =

∫ x

a

(
(x− t)α−1

Γ(α)

) 1
p

+ 1
q

f(t) g(t) dt

=

∫ x

a

(
(x− t)α−1

Γ(α)

) 1
p
(

(x− t)α−1

Γ(α)

) 1
q

f(t) g(t) dt ,

on applique l’inégalité de Hölder classique

Jαa+f g(x) ≤

(∫ x

a

(
(x− t)α−1

Γ(α)

)
fp(t) dt

) 1
p
(∫ x

a

(
(x− t)α−1

Γ(α)

)
gq(t) dt

) 1
q

,

donc
Jαa+f g(x) ≤ (Jαa+f

p(x))
1
p (Jαa+g

q(x))
1
q .

3.2 Inégalité de Minkowski
Théorème 3.2. Soient p, q > 1 tels que 1

p
+ 1
q

= 1, α > 0 et f , g deux fonctions intégrables
sur [a, b], alors (

Jαa+(f + g)p(x)
) 1

p ≤
(
Jαa+f

p(x)
) 1

p
+
(
Jαa+g

p(x)
) 1

p
.
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Preuve 3.2.

Jαa+(f + g)p(x) =

∫ x

a

(x− t)α−1

Γ(α)
|f + g|p(t)dt

=

∫ x

a

(x− t)α−1

Γ(α)
|f + g||f + g|p−1(t)dt

≤
∫ x

a

(x− t)α−1

Γ(α)
(|f |+ |g|)|f + g|p−1(t) dt ,

donc

Jαa+(f + g)p(x) ≤
∫ x

a

(
(x− t)α−1

Γ(α)

) 1
p

+ 1
q

|f | |f + g|p−1(t)dt

+

∫ x

a

(
(x− t)α−1

Γ(α)

) 1
p

+ 1
q

|g| |f + g|p−1(t)dt .

On applique l’inégalité de Hölder aux deux intégrales

Jαa+(f + g)p(x) ≤
(∫ x

a

(x− t)α−1

Γ(α)
|f |p(t)

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1

Γ(α)
(|f + g|p−1)q(t)

) 1
q

+
(∫ x

a

(x− t)α−1

Γ(α)
|g|p(t)

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1

Γ(α)
(|f + g|p−1)q(t)

) 1
q
,

d’où

Jαa+(f + g)p(x) ≤

((
Jαa+f

p(x)
) 1

p
+
(
Jαa+g

p(x)
) 1

p

)(
Jαa+(f + g)p(x)

) 1
q

,

on déduit (
Jαa+(f + g)p(x)

)1− 1
q ≤

(
Jαa+f

p(x)
) 1

p
+
(
Jαa+g

p(x)
) 1

p
,

c’est à dire (
Jαa+(f + g)p(x)

) 1
p ≤

(
Jαa+f

p(x)
) 1

p
+
(
Jαa+g

p(x)
) 1

p
.

3.3 inégalité inverse de Hölder
Théorème 3.3. Soient p, q > 1 tels que 1

p
+ 1
q

= 1, α > 0 et f , g deux fonctions intégrables
sur [a, b]. Si

0 < m ≤ f(x)

g(x)
≤M pour tout x ∈ [a, b] , (3.3)

alors (
Jαa+f(t)

) 1
p
(
Jαa+g(t)

) 1
q ≤

(M
m

) 1
pq
Jαa+

(
f

1
p · g

1
q

)
(t) . (3.4)
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Preuve 3.3. On inverse (3.3)
1

m
≥ g(x)

f(x)
≥ 1

M
,

en élevant à le puissance 1
q
où q ∈ R∗+

1

m
1
q

≥ g
1
q (x)

f
1
q (x)

≥ 1

M
1
q

,

multipliant par f(x) l’inégalité précédente,on obtient

1

m
1
q

f(x) ≥ f 1− 1
q (x) g

1
q (x) ≥ 1

M
1
q

f(x) ,

d’où
1

m
1
q

f(x) ≥ f
1
p (x) g

1
q (x) ≥ 1

M
1
q

f(x) ,

ce qui donne
f(x) ≤M

1
q f

1
p (x) g

1
q (x) (3.5)

On multiplie (3.5) par
(x− t)α−1

Γ(α)
puis on intègre par rapport à x ,on obtient

(
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t) dt

) 1
p

≤M
1
pq

(
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f
1
p (t) g

1
q (t) dt

) 1
p

,

et donc [
Jαa+f(t)

] 1
p

≤M
1
pq

[
Jαa+f(t)

1
p g(t)

1
q

] 1
p

. (3.6)

Maintenant, suite à l’hypothèse (3.3),on a

m
1
p ≤ f

1
p (x) g−

1
P (x) ≤M

1
p ,

on multiplie par g(x) l’inégalité précédente, on résulte que

m
1
p g(x) ≤ f

1
p (x) g1− 1

p ≤M
1
p g(x) ,

donc
g(x) ≤

( 1

m

) 1
p
f

1
p (x) g

1
q (x) , (3.7)

On multiplie (3.7) par
(x− t)α−1

Γ(α)
puis on intègre par rapport à x, on obtient

(
1

Γ(α)

∫ b

x

(x− t)α−1g(t) dt

) 1
q

≤
(

1

m

) 1
pq
(

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f
1
p (t) g

1
q (t) dt

) 1
q

,

25



finalement, on en déduit que

[
Jαa+g(t)

] 1
q ≤

(
1

m

) 1
pq [
Jαa+f

1
p (t) g

1
q (t)
] 1

q
. (3.8)

En multipliant les inégalités (3.6) et (3.8), on obtient

(
Jαa+f(t)

) 1
p
(
Jαa+g(t)

) 1
q ≤

(M
m

) 1
pq(

Jαa+f
1
p (t) g

1
q (t)
)
, (3.9)

d’où le résultat (1.4) requis.

Corollaire 3.1. Soient p > 1, 1
p

+ 1
q

= 1 et deux fonctions f, g > 0 intégrables sur [a, b],
α > 0. Si

0 < m <
fp−1(x)

g(x)
< M , (3.10)

alors (
Jαa+f(t)

) 1
p
(
Jαa+g(t)

) 1
q ≤

(M
m

) 1
p
(
Jαa+(f · g)(t)

)
. (3.11)

Preuve 3.4. Puisque
1

p
+

1

q
= 1 , alors p− 1 =

p

q
, donc (3.10) devient

m ≤ f(x)
p
q

g(x)
≤M , (3.12)

d’où
mq <

fp(x)

gq(x)
≤M q ,

on applique alors le théorème (3.3) avec mq = m′ et M q = M ′

(
Jαa+f(t)

) 1
p
(
Jαa+g(t)

) 1
q ≤

(M ′

m′

) 1
pq
(
Jαa+(f · g)(t)

)
.

en remarquant que
(
M ′

m′

) 1
pq

=
(
M
m

) 1
p , on obtient le résultat désiré (3.11).

Corollaire 3.2. Soient p > 1, 1
p

+ 1
q

= 1 et deux fonctions f, g > 0 intégrables sur [a, b] ,
α > 0. Si

0 < m ≤ f(x)

gq−1(x)
≤M (3.13)

alors (
Jαa+f(t)

) 1
p
(
Jαa+g(t)

) 1
q ≤

(M
m

) 1
q
(
Jαa+(f · g)(t)

)
. (3.14)
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Preuve 3.5. Puisque
1

p
+

1

q
= 1 , alors q − 1 =

q

p
, donc (3.13) devient

m ≤ f(x)

g
q
p (x)

≤M ,

d’où
mp <

fp(x)

gq(x)
≤Mp ,

on applique alors le théorème (3.3) avec mp = m′ et Mp = M ′

(
Jαa+f(t)

) 1
p
(
Jαa+g(t)

) 1
q ≤

(M ′

m′

) 1
pq
(
Jαa+(f · g)(t)

)
.

en remarquant que
(
M ′

m′

) 1
pq

=
(
M
m

) 1
q on obtient le résultat désiré (3.14).

3.4 Inégalité inverse de Minkowski
Théorème 3.4. Voir [7] Soit α > 0, p > 1 et soit f ,g deux fonctions strictement positives
sur . Si

0 < m ≤ f(x)

g(x)
≤M , x ∈ [a, b] (3.15)

alors [
Jαa+f

p(t)
] 1

p
+
[
Jαa+g

p(t)
] 1

p ≤ 1 +M(m+ 2)

(m+ 1)(M + 1)

[
Jαa+(f + g)p(t)

] 1
p
. (3.16)

Preuve 3.6. De (3.15) on déduit f(x) ≤M g(x) d’où

f(x) +M f(x) ≤M g(x) +M f(x) ,

en élevant à le puissance p

(M + 1)p fp(x) ≤Mp (f + g)p(x) , (3.17)

on multiplie (3.17) par
(x− t)α−1

Γ(α)
puis en intégrant sur [a, b], on obtient

(M + 1)p

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1fp(t) dt ≤ Mp

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 (f + g)p(t)dt ,

c’est à dire
Jαa+f

p(x) ≤ Mp

(M + 1)p
Jαa+(f + g)p(x) ,

donc [
Jαa+f

p(x)
] 1

p ≤ M

M + 1

[
Jαa+(f + g)p(x)

] 1
p
. (3.18)
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D’autre part, de (3.15) on a g(x) ≤ 1

m
f(x) d’où

g(x) +
1

m
g(x) ≤ 1

m
f(x) +

1

m
g(x) ,

donc
gp(x)

(
1 +

1

m

)p
≤
(

1

m

)p
(f + g)p (x) , (3.19)

on multiplie (3.19) par
(x− t)α−1

Γ(α)
puis en intégrant sur [a, b], on obtient

(
1

m

)p
(m+ 1)p

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 gp(t) dt ≤ 1

Γ(α)

(
1

m

)p ∫ x

a

(x− t)α−1 (f + g)p(t) dt ,

d’où
Jαa+g

p(x) ≤
(

1

m+ 1

)p
Jαa+(f + g)p(x) ,

donc [
Jαa+g

p(x)
] 1

p ≤ 1

m+ 1

[
Jαa+(f + g)p(x)

] 1
p
. (3.20)

On additionnent (3.18) et (3.20) on obtient (3.16) .

Corollaire 3.3. Soient p > 1 et deux fonctions f, g > 0 intégrables sur [a, b],α > 0
satisfaisants

0 < a ≤ f(x) ≤ A , (3.21)

et
0 < b ≤ g(x) ≤ B , (3.22)

alors [
Jαa+f

p(x)
] 1

p
+
[
Jαa+g

p(x)
] 1

p ≤ c
[
Jαa+(f + g)p(x)

] 1
p
, (3.23)

avec c =
A(a+B) +B(A+ b)

(A+ b)(a+B)
.

Preuve 3.7. On inverse (3.22)

1

B
≤ 1

g(x)
≤ 1

b
, (3.24)

on multiplie (3.24) avec (1.20)
a

B
≤ f(x)

g(x)
≤ A

b
. (3.25)

On applique maintenant le théorème (3.4) avec m =
a

B
et M =

A

b[
Jαa+f

p(x)
] 1

p
+
[
Jαa+g

p(x)
] 1

p ≤ c
[
Jαa+(f + g)p(x)

] 1
p
, (3.26)
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avec

c =
M(m+ 1) +M + 1

(m+ 1)(M + 1)

=

A

b

( a
B

+ 1
)

+
A

b(A
b

+ 1
)( a

B
+ 1
)

=

A

b
+

(a+B)

B
+
B(A+ b)

bB
(A+ b)

b
+

(a+B)

B

=
A(a+B) +B(A+ b)

(A+ b) + (a+B)
.
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Conclusion

Les inégalités de Hölder et de Minkowski sont deux outils fondamentaux en analyse
fonctionnelle et en théorie de l’intégration, largement utilisés dans divers domaines des
mathématiques et de leurs applications.
L’application des inégalités de Hölder et de Minkowski dans le contexte du calcul fraction-
naire offre des perspectives intéressantes. Le calcul fractionnaire généralise les opérations
dérivées et intégrales pour des ordres non entiers, offrant ainsi une approche plus flexible
pour modéliser des phénomènes complexes.
Ces inégalités constituent des outils puissants pour analyser les propriétés des fonctions,
des espaces vectoriels normés et des espaces de mesure. Leur compréhension et leur appli-
cation sont cruciales pour de nombreux résultats et théorèmes fondamentaux dans divers
domaines des mathématiques .
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Annexe

Otto Hölder : était un mathématicien allemand né le 22 décembre 1859 à Stuttgart
et décédé le 29 août 1937 à Leipzig. Il a contribué à plusieurs domaines des mathéma-
tiques, notamment l’analyse réelle et fonctionnelle, la théorie des nombres, la théorie des
groupes, la géométrie et la théorie des fonctions. Sa contribution la plus célèbre est peut-
être l’inégalité de Hölder, qui établit une relation entre les normes de deux fonctions dans
un espace de mesure.L’inégalité inverse de Hölder a été explorée par un certain nombre
de scientifiques à travers des articles récents.

Guido Fubini : était un mathématicien italien né le 19 janvier 1879 à Venise et dé-
cédé le 6 juin 1943 à New York. Il est surtout connu pour ses contributions importantes
en analyse mathématique, notamment dans le domaine de l’intégration. Sa contribution
la plus célèbre est le théorème de Fubini. a également travaillé sur d’autres sujets en ma-
thématiques, tels que la théorie des fonctions de variable réelle et complexe, la théorie de
la mesure et l’analyse harmonique.

Hermann Minkowski : était un mathématicien allemand né le 22 juin 1864 à Alek-
sotas, et décédé le 12 janvier 1909 à Göttingen, en Allemagne. Il a apporté d’importantes
contributions à divers domaines des mathématiques, notamment la géométrie, la physique
mathématique et la théorie de la relativité. En plus de ses contributions à la relativité
restreinte, Minkowski a également travaillé sur la théorie des nombres, la géométrie diffé-
rentielle, la théorie des fonctions et d’autres domaines des mathématiques.
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