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Introduction Générale

Dans ce travail, nous avons étudié des modèles de compétition de deux
espèces mi- crobiennes sur un seul nutriment dans un chémostat (appareil
de culture en laboratoire de micro-organismes). L’objectif est de montrer
la coexistence des espèces par divers mécanismes pour affirmer la biodiver-
sité que l’on trouve dans les écosystèmes aquatiques et terrestres ainsi que
dans les bioréacteurs. Le modèle de base du chémostat prédit que la coexis-
tence de deux ou plusieurs espèces microbiennes en compétition pour un
seul nutriment n’est pas possible. Seules les espèces ayant le plus faible seuil
de croissance survivent. Ces espèces consomment moins de substrat que les
autres pour atteindre l’état d’équilibre . Ce résultat est connu sous le nom
de Principe d’Exclusion Compétitive . Ce pendant, ce principe contredit la
grande biodiversité que l’on trouve dans la nature. Le mémoire est structuré
comme suit :
Dans le chapitre un, nous introduisons le modèle mathématique de la crois-
sance d’une seule espèce de micro-organismes sur une ressource. Les pro-
priétés de ce modèle sont analysées pour les trois plus importantes classes
de taux de croissance rencontrés en biotechnologie ; à savoir ceux limités ou
inhibés par un substrat. Ensuite, nous introduisons en particulier le modèle
mathématique de n espèces en compétition sur une seule ressource dans un
chémostat.
Dans le chapitre deux et trois, nous nous intéressons à l’analyse d’un modéle
mathématique de compétition, en chimie, entre deux espèces microbiennes
pour un même substrat en présence d’un inhibiteur interne, où un concur-
rent produit une toxine mortelle pour l’autre concurrent (inhibition allélopa-
thique).
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Chapitre 1

Compétiton dans le chémostat

1.1 Introduction

Un chémostat est un type particulier de bioréacteur, qui est un récipient
fermé dans lequel des réactions biologiques ont lieu. On peut le comparer ré-
actions chimiques bien connus. Dans un chémostat, des micro-organismes(tels
que le phytoplancton, le zooplancton et les bactéries) sont placés en présence
d’un élément limitant et d’autres élémants en quantités non limitées. En sur-
veillant les changements de l’élément limitant, tout en maintenant tous les
autres facteurs constants, on peut déterminer l’effet de cet élément sur les
organismes cultivés. Un chémostat est un modéle d’écosystéme controle avec
précision, ce qui nous permet d’étudier de manière précise les relations entre
les éléments et les organismes vivants. Il a été utilisé pour la premiére fois en
1950 pour étudier les bactéries, puis pour étudier le phytoplancton en 1956.

1.2 Modéle du chémotat simple

La modélisation du chémostat simple doit prendre en compte deux as-
pects : la composante physique qui implique les flux de matière dus à la
circulation de liquide, et la composante biologique qui englobe les processus
biologiques qui se déroulent. À l’intérieur du chémostat, nous utilisons S(t)

11



CHAPITRE 1. COMPÉTITON DANS LE CHÉMOSTAT 12

Figure 1.1 – schéma d’un chémostat en mode continu. le nutriment entre à
un taux D et une concentration S0, Les organismes x et le substrat S effluent
au même taux D

pour la concentration de substrat et x(t) pour celle des micro-organismes à
l’instant t (respectivement, S et x lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible).

La partie physique

aucun organisme n’entre dans la chambre du réacteur par le flux. La seule
variation de la biomasse des organismes est due à la sortie, qui se produit au
même taux D que l’entrée. Ainsi, nous avons :

dx

dt
= −Dx

Pour le substrat, nous prenons en compte le substrat entrant dans le chémo-
statà un taux de dilution D et à une concentration S0, ainsi que la quantitée
de substrat présente dans la cuve, qui est vidée par dilution. Par conséquent,
nous avons :

dx

dt
= DS0 −DS
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La partie biologique

les micro-organismes consomment le substrat pour leur croissance. Nous
désignons par f(S) le taux de croissance ou la fonction de croissance spéci-
fique des micro-organismes correspondant à la consommation d’une quantité
S de substrat. Ainsi, nous pouvons écrire :

dx

dt
= f(S)x

La consommation de substrat par les microorganismes diminue la quantité
de substrat à un taux σ(S), appelé taux d’absorption, décrit par l’équation
différentielle

dS

dt
= −σ(S)x

En combinant les aspects physiques et biologiques, on obtient le modèle
à une espèce de microorganismes :





dS

dt
= (S0 − S)D − σ(S)x

dx

dt
= (f(S)−D)x

Le rapport :

γ(S) :=
f(S)

σ(S)

décrit le rendement de conversion du substrat S en biomasse x. On sup-
pose que γ est constant, donc le taux de croissance est proportionnel au
taux d’absorption. Cette constante de proportionnalité γ est appelée taux de
conversion ou rendement de croissance. Le modèle s’écrit donc :





dS

dt
= (S0 − S)D − f(S)

γ
x

dx

dt
= (f(S)−D)x

(1.1)

À ce stade, deux hypothèses sont faites concernant la fonction f :
1. La fonction f : R+ → R+est localement lipschitzienne.



CHAPITRE 1. COMPÉTITON DANS LE CHÉMOSTAT 14

2. f(0) = 0 et f(S) > 0 pour tout S > 0.
La première assure l’existence et l’unicité de solutions, tandis que la deuxième
garantit qu’en l’absence de substrat, il n’y a pas de croissance. Dans la litté-
rature, plusieurs classes de taux de croissance vérifiant ces hvpothèses sont
mentionnées.

1.3 Taux de croissance

En étudiant les aspects quantitatifs de la croissance des cultures bacté-
riennes en fonction de la concentration du substrat limitant, plusieurs mo-
dèles cinétiques sont utilisés dans la littérature. Parmi eux :
1. La fonction de type Holling I :

f(S) = αS

avec α un réel strictement positif.
2. La loi de Monod :

f(S) =
mS

K + S

où m est le taux de croissance maximal et K est la constante de Michaelis-
Menten (ou de demi-saturation).
3. La loi de Haldane :

f(S) =
mS

K + S + S2/KI

avec m et K respectivement le taux de croissance maximal et la constante
de demisaturation en absence d’inhibition, et KI la constante d’inhibition.
4. La loi de Holling type III :

f(S) =
mS2

K + S2

oùm est le taux de croissance maximal et K la constante de demi-saturation.
Le seuil de croissance, ou "break-even concentration" en anglais, est noté
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Figure 1.2 – Taux de croissance (a) : de type Monod ; (b) : de type Haldane ;
(c) : de type Holling III.

λ lorsque la fonction f est de type Monod ou Holling III et que l’équation
f(S) = D admet une solution. Pour la loi de Haldane, si l’équation f(S) = D

admet deux solutions, elles sont notées λ et µ, avec λ < µ.

1.4 Propriétes mathématiques du modéle

Dans cette section, nous examinons les propriétés mathématiques du mo-
dèle. Nous supposons que la fonction S 7→ f(S) est continue, possède une
dérivée continue, est positive et nulle en 0. Tout d’abord, nous considérons
qu’elle est croissante, puis nous introduisons la possibilité de phénomènes
d’inhibition en la supposant croissante puis décroissante.
• Sans perte de généralité, nous pouvons toujours supposer que le taux
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de rendement est égal à 1(γ = 1). Ainsi, nous examinons le système suivant :





dS

dt
= (S0 − S)D − f(S)x

dx

dt
= (f(S)−D)x

(1.2)

• Les théorèmes d’existence et d’unicité s’appliquent. Comme nous supposons
que µ possède une dérivée continue, le second membre 1.2 de l’équation a
des dérivées partielles continues, ce qui permet l’application du théorème
d’existence et d’unicité des solutions.
• L’axe horizontal est invariant. En effet, on peut facilement vérifier que

pour toute valeur initiale de S(0) , la fonction

t 7→ (S(t), x(t)) =
(
S0 +

(
S(0)− S0

)
e−Dt, 0

)

est une solution de 1.2.
• Les solutions restent positives. Les systèmes biologiques du type du

chémostat sont des systèmes dont les variables d’état sont positives. Il est
important de vérifier que pour des conditions initiales positives ou nulles, le
systéme 1.2 reste positif ou nul. Pour cela il suffit de constater que :

S = 0 =⇒ dS

dt
= DS0 > 0

et donc aucune trajectoire ne peut quitter l’orthan positif R+2 en traversant
le demi-axe vertical. Comme le demi-axe horizontal est une trajectoire et que
deux trajectoires ne peuvent pas se traverser à cause de l’unicite des solutions
aucune trajectoire ne peut quitter l’orthan positif R+2 en traversant le demi-
axe horizontal.
• L’ensemble Ω = {(S, x) ∈ R2 : S ≥ 0, x ≥ 0, S + x = S0} est attracteur

positif invariant de toutes les solutions du système 1.2. Considérons la quan-
tité, z = S + x. Dérivons :

dz

dt
=
dS

dt
+
dx

dt
= (S0 − S)D − f(S)x+ f(S)x−Dx
dz

dt
= D (S0 − S)−Dx = D (S0 − z)
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Ainsi,

z(t) = S0 + (z(0)− S0) e−Dt et limt→+∞ z(t) = S0 (1.3)

Lorsque z ≤ max(S0, z(0)) pour tout (S, x) dans R2
+, alors tous les trajectoires

du système 1.2 sont bornées. De plus, l’ensemble Ω agit comme un attrac-
teur pour toutes les trajectoires dans R2

+. Sur cet ensemble, nous pouvons
remplacer S par S0− x dans la deuxième équation de 1.2, ce qui nous donne
l’équation différentielle suivante pour x :

dx

dt
= [f(S0 − x)−D]x (1.4)

Le comportement de la solution du système 1.2 est déterminé de la même
manière que celui du système réduit1.4.

- Les équilibres (ou régimes permanents, ou états stationnaires ...) sont
obtenus lorsque {

0 = (S0 − S)D − f(S)x
0 = (f(S)−D)x

(1.5)

De la deuxième équation, on déduit

x = 0 ou f(S) = D.

Il existe toujours la solution (S0, 0) connue sous le nom de solution de
"lessivage". Les autres solutions sont :

(S∗, x∗)

où S∗ est une valeur de S telle que f(S∗) = D et x∗ = S0 − S∗.
Pour continuer la discussion sur les équilibres, il est nécessaire d’obtenir

des informations sur la fonction f. Pour cela, nous ferons des hypothèses sur
la fonction f(S) et examinerons le cas où il n’y a pas d’inhibition par le
substrat, c’est-à-dire que la fonction f(S) est croissante, et celui où il y a
inhibition, c’est-à-dire que la fonction f(S) est croissante puis décroissante.
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1.4.1 La fonction f et monotone et bornée

Nous supposons que la fonction f appartient à la classe C1 et satisfait les
conditions suivantes :

(H1) : f est définie pour S ≥ 0 et bornée.

(H2) : f(0) = 0 et f ′(S) > 0 pour tout S ≥ 0.
Cette fonction est appelée "Monod" comme illustré dans la figure 1.2(a).
La bornitude reflète le fait que la cellule ne peut pas absorber plus qu’une
certaine quantité de nutriments. Quant à la croissance positive des fonctions,
cela signifie que la cellule ne perd pas de masse en cas de privation de nour-
riture. Par conséquent, il n’y a pas d’échanges cellule-environnement.

Les équilibres

Les équilibres sont les couples (S∗, x∗) pour lesquels les dérivées partielles
sont nulles.
• L’équilibre de lessivage.

E0 (S0, 0) .

• L’équilibre strictement positif : Lorsque D < limS→+∞ f(S), nous no-
tons par λ(D) la solution unique de l’équation f(S) = D ; sinon, nous posons
λ = +∞. Si λ < S0, alors le système 1.2 admet un deuxième équilibre. Par
exemple, à l’état stationnaire où λ tel que f(λ) = D, la première équation
s’écrit

0 =
(
S0 − λ

)
D −Dx

On en déduit donc que
x∗ = S0 − λ

qui est bien positif car λ < S0. Le régime permanent correspondant est
l’équilibre strictement positif

E1

(
λ, S0 − λ

)
.
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Stabilité locale des équilibres

Nous savons qu’un équilibre est localement exponentiellement stable (LES)
si les parties réelles des valeurs propres de la matrice jacobienne en ce point
sont strictement négatives.
La matrice jacobienne du système 1.2 en E∗ est égale à

J =

[
−D − f ′ (S∗)x∗ −f (S∗)

f ′ (S∗)x∗ f(S)−D

]

• La matrice jacobienne en E0 (S0, 0) est

J (E0) =

[
−D −f (S0)

0 f (S0)−D

]

Les deux valeurs propres sont −D et f (S0)−D. Ainsi, l’équilibre E0 est
localement exponentiellement stable (LES) si et seulement si D > f (S0).
• Supposons que l’équilibre E1 existe, c’est-à-dire λ < S0. La matrice

jacobienne en E1 (λ, S0 − λ) est

J (E1) =

[
−D − (S0 − λ) f ′(λ) −D

(S0 − λ) f ′(λ) 0

]

La trace est strictement négatif et le déterminant strictement positif, donc les
valeurs propres ont toutes deux une partie réelle strictement négative. On en
déduit que E1 est localement asymptotiquement stable : cet équilibre attire
toutes les solutions voisines. En réalité, il attire toutes les solutions positives.
Ces résultats sont résumés dans le tableau 1.1 :

E0 E1

λ > S0 LES N’existe pas
λ < S0 Instable LES

Table 1.1 – - Les équilibres et leur nature dans le cas f de "type Monod".
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1.4.2 La fonction f n’est pas monotone

Si la fonction f est croissante pour les petites valeurs de S, qu’elle atteint
son maximum pour S = S̄ puis qu’elle décroit vers 0 pour S > S̄, on dit qu’il
y a inhibition par le substrat.

Dans ce cas l’équation f(S) = D peut avoir 0,1 ou 2 solutions. Nous
supposons maintenant que la fonction f est de classe C1 satisfait les conditions
suivantes :

(H1) : f est définie pour S ≥ 0 et positive.
(H2) : f(0) = 0.
(H3) : il existe S̄ tel que f ′(S) > 0 pour tout 0 ≤ S < S̄ et f ′(S) < 0

pour tout S > S̄.
Cette fonction est appelée de type "Haldane"(voir Fig. 1.2(b)). Comme exemple
de telle fonction on a la fonction de Haldane qui est :

f(S) =
mS

K + S + S2/KI

où m, k et k1 sont des constantes positives. Lorsque la constante d’inhibition
K1 tend vers l’infini, la fonction de Haldane tend vers la fonction de Monod.
Dans le cas ou D < f(S), l’equation f(S) = D possede deux solutions que
nous notons λ et µ avec λ < µ. Si D > f(S) on pose λ = +∞.

Les équilibres

Comme dans le cas précédent, les équilibres sont les couples (S∗, x∗) pour
lesquels les dérivées sont nulles.
• L’équilibre de lessivage.

E0 (S0, 0) .

• Les équilibres strictement positifs. Si λ < S0, on a l’équilibre :

E1 (λ, S0 − λ) .
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Si µ < S0, on a de plus l’équilibre :

Ē1 (µ, S0 − µ) .

Stabilité locale des équilibres

La matrice jacobienne est la même que dans le cas f monotone. On a
pour les trois équilibres :

J (E0) =

[
−D −f (S0)

0 f (S0)−D

]

J (E1) =

[
−D − (S0 − λ) f ′(λ) −D

(S0 − λ) f ′(λ) 0

]

J
(
Ē1

)
=

[
−D − (S0 − µ) f ′(µ) −D

(S0 − µ) f ′(µ) 0

]

La différence entre J(E1) et J(Ē1) réside dans le fait que dans le premier
cas, f ′(λ) > 0, tandis que dans le deuxième cas, f ′(µ) < 0, ce qui change la
nature des équilibres. II faut maintenant distinguer trois cas :

- Si S0 < λ, le système possède un seul équilibre : le lessivage E0(S
0, 0),

qui est globalement asymptotiquement stable.
- Si λ < S0 < µ, le système possède deux équilibres : le lessivage E0(S

0, 0),
qui est instable, et l’équilibre E1(λ, S

0 − λ), qui est globalement asymptoti-
quement stable (voir Fig 1.3).

- Si µ < S0, le système possède trois éuilibres : le lessivage E0(S
0, 0), qui

est localement asymptotiquement stable, l’équilibre E1(λ, S
0 λ), qui est loca-

lement asymptotiquement stable également, ainsi que l’équilibre Ē1(µ, S
0 −

µ), qui est instable : il s’agit d’un point de selle dont les séparatrices stables
divisent le quadrant positif en deux régions qui sont les bassins d’attraction
de chacun des équilibres E0 et E1 ; on dit qu’il y a bistabilitêz.

Ces résultats sont résumês dans le tableau 1.2 :
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E0 E1 E1

λ > S0 LES N’existe pas Nexiste pas
λ < S0 < µ Instable LES Nexiste pas
µ < S0 LES LES Instable

Table 1.2 – -Les équilibres et leur nature dans le cas f de "type Haldane".

Figure 1.3 – Diagramme opératoire du système (1.2) où f de type Monod
puis de type Haldane

Le diagramme opératoire

Maintenant, l’objectif est de décrire les diagrammes opératoires. Le dia-
gramme opératoire que nous examinons montre comment le modèle se com-
porte lorsque nous modifions les paramètres de contrôle D et S0 dans le
système 1.2. Nous avons observé que le comportement asymptotique du mo-
dèle dépend des relations entre S0, λ(D) et µ(D) résumées dans les tableaux
1.1 et 1.2 . Ainsi, nous pouvons présenter les différentes possibilités de stabi-
lité du point d’équilibre dans l’espace des paramètres (D,S0). Sur la Figure
1.3, les diagrammes opératoires sont représentés dans le cas où la fonction f
est de type Monod puis Haldane.
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1.4.3 Compétition dans le chémostat

Dans cette section, nous examinons la compétition entre plusieurs es-
pèces de microorganismes dans un chémostat, où ils rivalisent pour une res-
source limitante nécessaire à leur croissance. Nous proposons une générali-
sation multi-espèces du modèle de chemostat présenté précédemment, dont
l’expression est la suivante :





dS

dt
= (S0 − S)D −∑n

i=1 fi(S)xi
dxi
dt

= (fi(S)−D)xi, i = 1 · · ·n
(1.6)

Les xi(t) désignent la concentration de l’espèce i et n est le nombre d’espèces.
La fonction fi(S) représente le taux de croissance de l’espèce i. Comme pré-
cédemment, nous supposons, sans perte de généralité, que les coefficients de
rendement γi sont égaux à 1. La question posée est la suivante : Deux espèces
(ou plus) dépendant d’une même ressource peuventelles cohabiter Si c’est le
cas, on parle de coexistence, sinon, c’est-à-dire si une seule des espèces per-
siste tandis que les autres s’éteignent, on parle d’exclusion. Dans le cadre du
chémostat, la ressource est bien entendu le substrat. La notion de coexistence
peut se définir en termes de permanence. Nous considérons deux espèces x
et y en compètition pour le substrat S. Les équations du modèle s’écrivent :





dS

dt
= (S0 − S)D − f1(S)x− f2(S)y

dx

dt
= (f1(S)−D)x

dy

dt
= (f2(S)−D) y

(1.7)

Nous commencons tout d’abord par déterminer les équilibres du système 1.7

dans l’orthant positif.

Le cas des fonctions de croissance monotones

Nous assumons ici que toutes les fonctions fi sont strictement croissantes.
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Existence des points d’équilibre

Nous réitérons la définition du seuil de croissance introduite précédem-
ment.

Définition

Pour l’espèce i, le seuil de croissance λi(D) à une concentration S (s’il
existe) est défini par l’équation fi(S) = D, oùD est le taux de dilution fixé. Si
aucune solution à cette équation n’existe, on conventionne que λi(D) = +∞.
Comme la fonction fi est strictement croissante pour i = 1, 2, alors nous
notons par

λ1(D) = f−11 (D) et λ2(D) = f−12 (D).

Supposons que (H1) et (H2) soient satisfaites. Le système 1.7 possède les
points d’équilibre suivants :
• Le lessivage, E0(S

0, 0, 0), qui existe toujours.
• L’équilibre d’extinction de y, E1(λ1, S

0−λ1, 0), qui existe si et seulement
si λ1 < S0.
• L’équilibre d’extinction de x, E2(λ2, 0, S

0−λ2), qui existe si et seulement
si λ2 < S0.

Stabilité locale des équilibres

Dans la suite, nous envisageons d’étudier la stabilité locale des points
d’équilibre du système 1.7. Nous supposons alors que tous les points d’équi-
libre sont hyperboliques, c’est-à-dire, leur stabilité est déterminée par leur
linéarisation.

- À l’équilibre de lessivage E0, La matrice Jacobienne du système 1.7 est
égale à

J (E0) =



−D −f1 (S0) −f2 (S0)

0 f1 (S0)−D 0
0 0 f2 (S0)−D
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La structure triangulaire de cette matrice donne les valeurs propres sur la
diagonale. Ainsi, l’équilibre E0 est localement exponentiellement stable si et
seulement si f1(S

0) < D et f2(S
0) < D, ce qui est équivalent à λ1 > S0 et

λ2 > S0.
• Supposons que l’équilibre E1 existe, c’est-à-dire λ1 < S0. À l’équilibre

E1, la matrice Jacobienne du système 1.7 est égale à

J (E1) =



−D − (S0 − λ1) f ′1 (λ1) −D −f2 (λ1)

(S0 − λ1) f ′1 (λ1) 0 0
0 0 f2 (λ1)−D




Cette matrice est décomposée en blocs, où la sous-matrice 2×2 constituée par
les deux premières lignes et les deux premières colonnes correspond à celle du
modèle du chémostat simple pour l’équilibre de nonlessivage de l’espèce 1. Les
deux valeurs propres de cette sous-matrice sont strictement négatives selon
l’étude précédente, et l’autre valeur propre est f2(λ1)−D. Ainsi, l’équilibre
E1 est localement exponentiellement stable si et seulement si f2(λ1) < D, ce
qui équivaut à λ1 < λ2.
• De même, on peut facilement vérifier que l’équilibre E2, sous la condi-

tion d’existence λ2 < S0, est localement exponentiellement stable lorsque
λ2 < λ1. Le Tableau suivant résume tous les résultats sur l’existence et la
stabilité locale des équilibres de 1.7, Ceci nous permet d’énoncer un résultat

Equilibres Existence L.E.S
E0 Toujours λ1 > S0et λ2 > S0

E1 λ1 < S0 λ1 < λ2
E2 λ2 < S0 λ2 < λ1

Table 1.3 – - Existence et stabilité locale des équilibres du système 1.7.

mathématique sur l’exclusion compétitive a l’équilibre.

Proposition 1. Sous les hypothèses (H1) et (H2), lorsque les seuils de
croissance λi(D), i = 1, 2 sont distincts, on observe ce qui suit :
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- Si λ1 > S0 et λ2 > S0, l’ équilibre de lessivage E0est le seul équilibre du
système 1.7 qui soit localement exponentiellement stable.

- Si λ1 < λ2 < S0, alors l’équilibre E1 est localement exponentiellement
stable tandis que les autres équilibres sont instables.

- Si λ2 < λ1 < S0, alors l’équilibre E2 est localement exponentiellement
stable tandis que les autres équilibres sont instables.

Diagramme opératoire

Comme nous l’avons mentionné précédemment, nous considérons le dia-
gramme opératoire qui résume les déférentes possibilités d’équilibres stables
dans le plan opératoire (D,S0). Sur la fig 1.4, on définit trois régions :
- Dans la région J1, le lessivage E0 est le seul équilibre du système puisque
l’on a f1 (S0) < D et f2 (S0) < D. De plus, cet équilibre est stable.
- Dans la région J2∪J3, E2 est le seul équilibre stable puisque l’on a λ2(D) <

λ1(D) et lorsque E1 existe, il est instable.
- Dans la région J4∪J5, E1 est le seul équilibre stable puisque l’on a λ1(D) <

λ2(D). Le tableau 1.4 montre l’existence et la stabilité des équilibres E0, E1

et E2 dans les régions du diagramme opératoire de fig1.4.

Regions E0 E1 E2

J1 S
J2 I S
J3 I I S
J4 I S I
J5 I S

Table 1.4 – - L’existence et stabilité des équilibres dans les régions du dia-
gramme opératoire de la Fig 1.4 .
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Figure 1.4 – Diagramme opératoire du système 1.7 où les fonctions f1 et f2
sont monotones.

1.4.4 Le cas des fonctions de croissance non monotones

Nous étudions le modèle 1.7 en tenant compte de fonctions de croissance
plus générales. Nous considérons que les taux de croissance non monotones
sont strictement croissants puis strictement décroissants. Plus précisément,
les taux de croissance fi, pour i = 1, 2, satisfont l’hypothèse suivante :

(H1) : Pour chaque i = 1, 2, la fonction fi est positive avec fi(0) = 0.
(H2) : Pour chaque i = 1, 2, il existe S̄i tel que f ′i(S) > 0 pour tout
0 ≤ S < S̄i et f ′i(S) < 0 pour tout S > S̄i.

De plus, l’équation fi(S) = D a deux solutions positives λi et µi avec λi < µi.

Existence des points d’équilibre

Sous les hypothèses (H1) et (H2), les équilibres du système sont donc
le lessivage E0 et les équilibres pour lesquels fi (S∗) = D. Il existe deux cas
pour atteindre l’égalité fi (S∗) = D : les équilibres Ei lorsque λi < S0 et les
équilibres Ēi lorsque les variables Si et xi sont µi et S0−µi, respectivement,
lorsque µi < S0.

Ainsi, le système 1.7 admet les points d’équilibre suivants :
- Le lessivage E0(S

0, 0, 0), qui existe toujours.
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- L’équilibre E1 (λ1, S
0 − λ1, 0), qui existe si et seulement si λ1 < S0.

- L’équilibre Ē1 (µ1, S
0 − µ1, 0), qui existe si et seulement si µ1 < S0.

- L’équilibre E2 (λ2, 0, S
0 − λ2), qui existe si et seulement si λ2 < S0.

- L’équilibre Ē2(µ2, 0, S
0 − µ2 ), qui existe si et seulement si µ2 < S0.

Stabilité locale des équilibres

Stabilité locale des points d’équilibre E0, E1 et E2 reste la même que
dans la section précédente. Dans la suite, nous étudions la stabilité locale des
points d’équilibre Ē1 (µ1, S

0 − µ1, 0) et Ē2 (µ2, 0, S
0 − µ2) lorsqu’ils existent,

dans le cas où les taux de croissance fi sont non monotones. L’étude de la
stabilité locale de Ē2 est similaire à celle de Ē1.

La matrice jacobienne en Ē1est égale à :

J
(
Ē1

)
=



−D − (S0 − µ1)f

′
1(µ1) −D −f2(µ1)

(S0 − µ1)f
′
1(µ1) 0 0

0 0 f2(µ1)−D




On peut facilement vérifier que − (S0− µ1) f
′
1 (µ1) est une valeur propre

strictement positive, donc l’équilibre Ē1 (lorsqu’il existe) ne peut pas être
stable. La stabilité locale des équilibres du système 1.7 est donnée par le
résultat suivant.

Proposition 2. Supposons que (H1) et (H2) sont satisfaites. Lorsque les
valeurs λ1(D) ou µ1(D) ne coïncidaient pas avec les valeurs λ2(D) ou µ2(D)

ou S0, alors on a :
- Si f1 (S0) < D et f2 (S0) < D, alors le lessivage E0 est LES.
- L’équilibre E1 (lorsqu’il existe) est LES si et seulement si f2 (λ1) < D,

c’est-à-dire λ1 < λ2 ou λ1 > µ2.
- L’équilibre E2 (lorsqu’il existe) est LES si et seulement si f1 (λ2) < D,

c’est-à-dire λ2 < λ1 ou λ2 > µ1.
- Les équilibres Ē1 et Ē2 lorsqu’ils existent, sont toujours instables. Re-

marquons que l’équilibre E2 est stable lorsque λ2 > µ1. Ainsi, nous retrou-
vons que l’équilibre E1 correspondant au plus petit lambda ( λ1 < λ2 ) est
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stable. Cependant, contrairement au cas où les fonctions fi sont monotones,
il est possible d’obtenir la stabilité des deux équilibres E1 et E2 lorsque λ2 /∈
]λ1, µ1[. Cette situation signifie que l’union ]λ1, µ1[∪]λ2, µ2[ n’est pas simple-
ment un intervalle mais plutôt l’union de deux intervalles disjoints (voir Fig
1.5(b)). De manière analogue au cas des fonctions monotones, nous avons la
proposition suivante.

Proposition 3. Soit l’ensemble

ξ
(
S0, D

)
=
]
λ1, µ1[∪]λ2, µ2[∩]0, S0[

- Le lessivage E0 est LES lorsque S0 /∈ ξ (S0, D)

- Lorsque ξ (S0, D) est non vide, il s’ecrit comme union de deux intervalles
disjoints :

ξ
(
S0, D

)
=
[
λ1,min

(
µ1, S

0
)

[∪]λ2,min
(
µ2, S

0
)

[.

Alors le systeme 1.7 admet deux equilibres E1 et E2 localement exponen-
tiellement stables.

- Lorsque ξ(S0, D) n’est pas vide, elle est exprimée sous forme d’un seul
intervalle :

ξ(S0, D) =]λi,min(µi, S
0)[, i = 1, 2.

Alors, le système 1.7 possède des équilibres localement exponentiellement stables
Ei. Il est important de noter que lorsque le système possède plusieurs équi-
libres stables, l’équilibre atteint par les trajectoires du système dépend de la
condition initiale. Comme précédemment, nous examinons le diagramme opé-
ratoire qui résume l’existence et la stabilité des équilibres dans le plan opéra-
toire (D,S0). Sur la Fig. 1.6, trois régions sont définies :
• Dans la région J1, l’équilibre de lessivage E0 est le seul équilibre du

système car f1(S
0) < D et f2(S

0) < D. De plus, cet équilibre est stable.
• Dans la région J2, E2 est le seul équilibre stable car f1(λ2(D)) < D.
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Figure 1.5 – Exemple où les intervalles ]λ1, µ1[ et ]λ2, µ2[ peuvent (a) : ne
pas être disjoints ; (b) : être disjoints.

• Dans la région J4 U J5 U J6, E1 est le seul équilibre stable car λ1(D) <

λ2 (D).
• Dans la région J7, les équilibres E1 et E2 sont localement exponentiel-

lement stables puisque λ1(D) < λ2 (D) et λ2(D) > µ1(D). Il y a donc une
bistabilité avec deux bassins d’attraction.
• Dans la région J3, les équilibres E0 et E1 sont localement exponentiel-

lement stables. II y a donc une bistabilité avec deux bassins d’attraction.
Le tableau 1.5 montre l’existence et la stabilité des équilibres E0, E1 et E2

dans les régions du diagramme opératoire de la Fig 3.

Regions E0 E1 Ē1 E2

J1 S
J2 I S
J3 I S I S
J4 I S I I
J5 I S I
J6 I S
J7 S S

Table 1.5 – - L’existence et stabilité des équilib dans les régions du dia-
gramme opératoire de fig 3 .
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S0

f1

f2D
J1 J2

J3

J4

J5

J7

J6

Figure 1.6 – Diagramme opératoire du système1.7 ou la
fonction f1 est non monotone.



Chapitre 2

La compétition dans le chémostat
avec inhibiteur interne létal

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’analyse d’un modèle mathé-
matique pour la compétition, dans un chémostat, entre deux espèces micro-
biennes pour une seule substrat en présence d’un inhibiteur interne, où l’un
des deux concurrents produit une toxine qui est mortel pour l’autre concur-
rent (inhibition allélopathique). Ce modèle généralise celui proposé par Hsu
et Waltman [17] où les taux de croissance spécifiques sont de Monod. Nous
en étudions le comportement asymptotique local des équilibres, et les bifur-
cations selon le taux de dilution et la concentration à l’entrée du chémostat.
Le modède s’écrit





S ′ = (S0 − S)D − f1(S)x− f2(S)y
x′ = [f1(S)−D − γp]x
y′ = [(1− k)f2(S)−D]y
p′ = kf2(S)y −Dp.

(2.1)

avec S(0) ≥ 0, x(0) > 0, y(0) > 0 et p(0) ≥ 0. Ici S(t) désigne la concentra-
tion du substrat à l’instant t (nutriment), x(t) et y(t) sont les concentrations
des compétiteurs et p(t) est la concentration de l’inhibiteur. S0 est la concen-

32
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tration du substrat à l’entrée du chémostat, D est le taux de dilution dans
le chémostat. k est la proportion de la croissance allouée à la production de
toxine. La quantité f(p) représente le degré d’inhibition de p sur le taux de
croissance de x. Les fonctions fi, i = 1, 2, représentent les taux de croissance
des compétiteurs.

Ce modèle a été étudié par Hsu et Waltman [17] dans le cas où les fonc-
tions f1 et f2 sont tous les deuxs de type Monod, C’est-à-dire pour S ≥ 0,

f1(S) =
m1S

a1 + S
et f2(S) =

m2S

a2 + S
, (2.2)

où µ, mi, ai, i = 1, 2 sont des paramètres constants positifs.
Ici, à l’exception des deux paramètres opératoires (ou de contrôle), qui

sont le taux de dilutionD et le substrat entrant S0, tous les autres paramètres
sont des paramètres biologiques qui dépendent des organismes, des substrats
et l’inhibiteur considéré.

2.1.1 Hypothèses sur le modèle

Dans ce travail, nous considérons le modèle général (2.1) sans restreindre
au cas particulier des fonctions de croissance fi de type de Monod (2.2). Nous
considérons des fonctions plus générales. Nous supposons seulement que les
fonctions f1 et f2 dans le système (2.1) sont de classe C1 satisfont la condition
suivante :

(H1) f1(0) = 0, f1(+∞) = m1 et f ′1(S) > 0 pour tout S ≥ 0.
Ce hypothèse est satisfaite notamment par les fonctions de croissance sui-
vantes :

f1(S) =
m1S

a1 + S
et f2(S) =

m2S

a2 + S
,

où m1, m2 désignent les taux de croissance maximaux des concurrents ; a1,
a2 désignent les constantes de Michaelis-Menten (ou demi-saturation).
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Lorsque l’équation fi(S) = D, i = 1, 2 a une solution, elle est unique et
nous définissons alors le seuil de rentabilité comme :

λi(D) = f−1i (D), i = 1, 2, (2.3)

sinon, on met λi = +∞. Nos résultats pourront alors être appliqués pour
n’importe quel taux de croissance monotone.

Maintenant, définissons la fonction g par

g(S) = f1(S)−D − γk
(
S0 − S

)
, pour S ∈ (0, S0).

En utilisant (H1), pour tout S ∈ (0, S0) nous avons g′(S) > 0, g(0) =

−D − γkS0 < 0 et g(S0) = f1(S
0) − D. Par conséquent, lorsque λ1 < S0,

l’équation g(S) = 0 admet une solution unique que nous notons λ̂(D,S0) :

g
(
λ̂
)

= 0. (2.4)

Puisque g(λ1) = −γk (S0 − λ1) < 0 nous avons

λ1(D) < λ̂(D,S0). (2.5)

S

(a)

f1

λ1 λ̂

D

f1(λ̂)

m

Figure 2.1 – Fonction de croissance et définitions des concentrations d’équi-
libre : f1 de type Monod.



CHAPITRE 2. CHÉMOSTAT AVEC INHIBITEUR INTERNE 35

2.2 Existence et stabilité des équilibres

2.2.1 Existence des équilibres

Les points d’équilibre du système (2.1) sont les solutions de l’ensemble
des équations





0 = (S0 − S)D − f1(S)x− f2(S)y
0 = [f1(S)−D − γp]x
0 = [(1− k)f2(S)−D]y
0 = kf2(S)y −Dp.

(2.6)

La deuxième équation est équivalente à

x = 0 ou f1(S)−D − γp = 0,

et de la troisième équation de (2.6), on déduit que

y = 0 or (1− k)f2(S) = D.

Par conséquent, outre l’équilibre de lessivage E0 = (S0, 0, 0, 0) où les deux
populations sont lessivées, qui existe toujours, le système (2.1) présente les
types d’équilibres suivants :

– E1 : x > 0 et y = 0, où l’espèce y est disparue tandis que l’espèce x
survit.

– E2 : x = 0 et y > 0, où l’espèce x est disparue tandis que l’espèce y
survit.

– Ec : x > 0 et y > 0, où les deux espèces sont maintenues.
L’existence d’équilibres du système (2.1) est énoncée par le résultat suivant :

Proposition 4. Le système (2.1) possède au plus quatre équilibres :
– L’équilibre de lessivage E0 = (S0, 0, 0, 0), qui existe toujours.
– L’équilibre E1 = (λ1, S

0 − λ1, 0, 0) d’extinction de l’espèce y. Cet équi-
libre existe si et seulement si λ1 < S0.

– L’équilibre E2 = (λ2, 0, (S
0 − λ2)(1 − k), (S0 − λ2)k) d’extinction de

l’espèce x. Cet équilibre existe si et seulement si λ2 < S0.
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– L’équilibre de coexistence Ec =(λ2, xc, yc, pc), où pc, yc et xc sont donnés
par

pc =
f1(λ2)−D

γ
, yc =

1− k
k

pc, xc =
D

f1(λ2)

(
S0 − λ2 −

yc
1− k

)
.

(2.7)
Cet équilibre existe si et seulement si λ2(D)<S0 and λ1(D)<λ2(D)<

λ̂(D,S0).

Démonstration. Les équilibres de (2.1) sont les soulitions de l’ensemble des
équation (2.6).

– A l’équilibre E0, on a x = 0 et y = 0. De la première et quatrième
équation de 2.6, il s’ensuit que S = S0 et p = 0. Ainsi l’équilibre de
lessivage E0 = (S0, 0, 0, 0) existe toujours.

– Les composantes S = S1, x = x1 et p = p1 de l’équilibre E1 sont les
solutions de 2.6 avec x > 0 et y = 0 ; soit p1 = 0 et

(S0 − S)D = f1(S1)x1 (2.8)

f1(S1) = D. (2.9)

Par conséquent, d’après 2.9, nous avons S1 = λ1 . Ensuite, en utilisant
2.8 on en déduit que x1 = S0 − λ1. Cet équilibre existe si seulement si
x1 > 0 ; c’est λ1 < S0

– Les composantes S = S2, y = y2 et p = p2 de l’équilibre E2 sont les
solutions de 2.6 avec x = 0 et y > 0 ; c’est

(S0 − S2)D = f2(S2)y2 (2.10)

(1− k)f2(S2) = D (2.11)

kf2(S2)y2 = Dp2. (2.12)
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L’équation (2.11) a une solution positive λ2. De (2.10), on en déduit
que

y2 = (S0 − λ2)(1− k). (2.13)

En conséquence des équation (2.11), (2.12) et (2.13), nous avons

p2 = k(S0 − λ2). (2.14)

Ainsi, on peut conclure que l’équilibre E2 existe si seulement si y2 > 0,
et p2 > 0 ; c’est λ2 < S0.

– Les composantes de Ec = (Sc, xc, yc, pc), un équilibre positive de (2.1),
sont les solutions de (2.6) avec x > 0 et y > 0. Donc (1−k)f2(Sc) = D ;
soit Sc = λ2 et

(S0 − Sc)D = f1(Sc)xc + f2(Sc)yc (2.15)

f1(Sc)−D = γpc (2.16)

kf2(Sc)yc = Dpc. (2.17)

De 2.16 nous avons pc = 1
γ
(f1(Sc) − D), de 2.17 nous avons yc =

1−k
γk

(f1(Sc)−D) et de 2.15 nous avons xc =
D

f1(Sc)

(
S0−Sc−

1

1− kyc
)

Donc pc, yc et xc, sont donné par ??. par conséquence, un équilibre
positif Ec du système (2.6), s’il existe, est unique.
Etudions les conditions d’existence de Ec. Notons d’abord que

f1(λ2)xc +
D

1− kyc = D(S0 − λ2) > 0⇐⇒ λ2 < S0. (2.18)

De plus, on a

yc > 0⇐⇒ f1(λ2) > D ⇐⇒ λ2 > λ1 (2.19)

xc > 0⇐⇒ S0 − λ2 −
1

1− kyc > 0⇐⇒ f1(λ2) < D + γk(S0 − λ2)
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⇐⇒ g(λ2) < 0⇐⇒ λ2 < λ̂. (2.20)

A partir de 2.18, 2.19 et 2.20, nous concuons finalement que Ec existe
si seulement si λ2(D) < S0 et λ1(D) < λ2(D) < λ̂(D,S0).

2.2.2 Stabilité asymptotique locale des équilibres

La stabilité asymptotique locale des équilibres du système (2.1) est dé-
terminée par le signe de la partie réelle des valeurs propres de la matrice
jacobienne correspondante ou par le critère de Routh-Hurwitz (dans le cas
de Ec).

Pour l’étude de la stabilité des équilibres, il convient d’utiliser le change-
ment de variable

Γ = p− ky

1− k
dans le système (2.1) qui révèle la structure en cascade du système. Puisque
Γ′ = −DΓ, le système (2.1) peut alors être remplacé par





Γ′ = −DΓ
S ′ = (S0 − S)D − f1(S)x− f2(S)y

x′ =

[
f1(S)−D − γ

(
Γ +

k

1− ky
)]

x

y′ = [(1− k)f2(S)−D]y.

(2.21)

La matrice jacobienne de linéarisation du système (2.21) à l’équilibre E∗ =

(0, S∗, x∗, y∗) prend la forme triangulaire

J =

[
−D 0
A M

]
,

où M est la matrice carrée

M =



m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 0 m33


 , (2.22)
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avec

m11 = −D − x∗f ′1(S∗)− y∗f ′2(S∗), m12 = −f1(S∗), m13 = −f2(S∗),

m21 = x∗f ′1(S
∗), m22 = f1(S

∗)−D − kγ

1− ky
∗, m23 = − kγ

1− kx
∗

m31 = (1− k)y∗f ′2(S
∗), m33 = (1− k)f2(S

∗)−D.

Par conséquent, les valeurs propres de J sont−D, ainsi que les valeurs propres
de la matriceM . Par conséquent, le point d’équilibre E∗ est LES (localement
exponentiellement stable) si et seulement si les valeurs propres de M sont
de parties réelles strictement négatives. La stabilité locale des équilibres du
système (2.1) est donnée par le résultat suivant.

Proposition 5. La stabilité des équilibres du système (2.1) est la suivante :
– L’équilibre E0 est LES si et seulement si f1(S0) < D et (1−k)f2(S

0) <

D.
– L’équilibre E1, s’il existe, a au moins une variété stable en trois dimen-
sions et est LES si et seulement si (1− k)f2(λ1) < D.

– L’équilibre E2, s’il existe, a au moins une variété stable en trois dimen-
sions et est LES si et seulement si λ2(D) < λ̂(D,S0).

– L’équilibre Ec est instable dès qu’il existe.

Démonstration. – A l’équilibre de lessivage E0, la matrice M définie par
2.22 est

M0 =



−D −f1(S0) −f2(S0)

0 f1(S
0)−D 0

0 0 (1− k)f2(S
0)−D


 ,

Les valeurs propres de M0 sont : −D, f1(S0) − D et (1 − k)f2(S
0) −

D. Alors, l’équilibre E0 est LES si seulement si f1(S0) < D et (1 −
k)f2(S

0) < D.
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– Supposons que l’équilibre E1, existe ; c’est-à-dire λ1 < S0. En E1, la
matrice M définie par 2.22 est

M1 =



−D − (S0 − λ1)f ′1(λ1) −D −f2(S0)

(S0 − λ1)f ′1(λ1) 0 − kγ

1− k (S0 − λ1)
0 0 (1− k)f2(λ1)−D


 ,

Les valeurs propres de M1 sont : −D,−(S0 − λ1)f
′
1(λ1) < 0 et (1 −

k)f2(λ1)−D. Puisque E1 a trois valeurs propres négatives, il a au moins
une variété stable tridimensionnelle. De plus, E1 est LES si seulement
si (1− k)f2(λ1) < D, ou de manièté équivalente, λ1 < λ2.

– Supposons que les équilibres E2 existe ; soit λ2 < S0. En E2 la matrice
M définie par 2.22 est

M2 =



−D − y2f ′2(λ2) −f1(λ2) −D

0 f(λ2)−D −
kγ

1− ky2 0

(1− k)y2f
′
2(λ2) 0 0


 ,

Alors, f1(λ2)−D −
kγ

1− ky2 est valeur propre de M2. Les deux autres
valeurs propres de M2 sont les valeurs propres de matrice

A =

[
−D − y2f ′2(λ2) −D
(1− k)y2f

′
2(λ2) 0

]
.

On a det(A) > 0 et tr(A) < 0 puisque f ′2(λ2) > 0. Ainsi, les deux
valeurs propres de A ont des parties réelles négatives. Par conséquence,
E2 est LES si seulement si f1(λ2) < D + γk(S0 − λ2), ou de manière
équivalente, λ2 < λ̂.

– En Ec, la matrice M définie par 2.22 prend la forme

Mc =



m11 m12 m13

m21 0 m23

m31 0 0


 , (2.23)

où

m11 = −D − xcf ′1(λ2)− ycf ′2(λ2), m12 = −f1(λ2), m13 = − D

1− k ,
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m21 = xcf
′
1(λ2), m23 = − kγ

1− kxc, m31 = (1− k)ycf
′
2(λ2).

On a det(Mc) = m12m23m31 > 0 car f ′2(λ2) > 0. Ainsi, Ec est instable.
puisque tr(Mc) = m11 < 0, Ec est instable avec une variété stable
bidimensionnelle.

Nous résumons les résultats sur l’existence et la stabilité locale des équi-
libres du système (2.1), donnés par les propositions 4 et 5, dans le tableau
2.1.

Équilibre Existence Stabilité locale
E0 Toujours f1(S

0)<D & (1−k)f2(S0)<D
E1 λ1 < S0 (1− k)f2(λ1) < D
E2 λ2 < S0 f1(λ2) < D + γk(S0 − λ2)
Ec λ2<S

0 & D<f1(λ2)<D+γk(S0−λ2) Instable dès qu’il existe

Table 2.1 – Existence et stabilité des équilibres du système (2.1).

Supposons que λ1 < S0 et λ2 < S0 pour rendre le problème intéressant.
Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres de (2.1) données par
les propositions 4 et 5 dépendent des positions relatives des nombres réels
λ1, λ2, λ̂. On peut distinguer trois cas, selon les positions relatives de ces
nombres. Ces cas sont résumés dans le tableau 2.2.

2.2.3 Construction du diagramme opératoire

L’effet des conditions opératoires sur le comportement asymptotique du
système peut être résumé à l’aide du diagramme opératoire. Le diagramme
opératoire comporte les paramètres opératoires D et S0 comme ses coor-
données et les différentes régions qui y sont définies correspondent à des
dynamiques qualitativement différentes. Nous allons déterminer les régions
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Condition Equilibres et nature
E1 E2 Ec

λ1 < λ̂ < λ2 S U
λ1 < λ2 < λ̂ S S U
λ2 < λ1 < λ̂ U S

Table 2.2 – Existence et stabilité des équilibres du système (2.1) lorsque
λ1 < S0 et λ2 < S0. La lettre S (resp. U) signifie stable (resp. instable) et
aucune lettre signifie que l’équilibre n’existe pas.

D’existence et de stabilité dans le plan opératoire (D,S0), voir fig. 2.2. Les
délimitations des régions dans le diagramme opératoire sont les endroits où se
produisent des bifurcations. Pour construire le diagramme opératoire du sys-
tème, il faut calculer ces limites. Ces frontières sont définies par les formules
(2.24), (2.25), (2.26) et (2.27) ci-dessous.

Soit Γ1 la courbe de l’équation D = f1(S
0) :

Γ1 :=
{

(D,S0) : D = f1(S
0)
}
. (2.24)

D’après le tableau 2.1, la courbe Γ1 est la frontière pour laquelle E1 existe
(la courbe en rouge sur la figure 2.2.

Soit Γ2 la courbe de l’équation D = (1− k)f2(S
0) :

Γ2 :=
{

(D,S0) : D = (1− k)f2(S
0)
}
. (2.25)

D’après le Tableau 2.1, la courbe Γ2 est la frontière pour laquelle E2 existe
(la courbe en bleu sur la Figure 2.2.

La ligne horizontale Γ3 définie par

Γ3 :=
{

(D,S0) : D = (1− k)f2(λ1(D)), D < f1(S
0)
}

(2.26)

est la frontière à laquelle E1 est stable. La courbe

Γ4 :=
{

(D,S0) : f1(λ2) = D + γk(S0 − λ2), D < f2(S
0)
}

(2.27)
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est la frontière à laquelle E2 est stable. Les courbes Γ3 et Γ4 sont les frontières
pour lesquelles E1 et E2 sont instables et en même temps Ec existe (les
courbes en noir et en magenta sur la figure 2.2). Les courbes Γi, i = 1, 2, 3, 4,
se coupent au point (D∗, S

0
∗) avec λ1(D∗) = λ2(D∗) et S0

∗ = λ2(D∗), voir fig.
2.2.

Par conséquent, les courbes Γ1, Γ2, Γ3 et Γ4 séparent le plan opératoire
(D,S0) au plus en six régions distinctes, comme illustré sur la fig. 2.2 ci-
dessous, étiquetées J1, J2, J3, J4, J5 et J6.

Notons que pour tracer les diagrammes opératoires, on doit choisir les
fonctions fi, i = 1, 2, et fixer les valeurs des paramètres biologiques. Nous
illustrons cela dans la section suivante pour divers exemples.

2.3 Exemples

Dans cette section, nous considérons le modèle général (2.1) avec des
fonctions de croissance fi, i = 1, 2, de Monod

fi(S) =
miS

(ai + S)
, i = 1, 2. (2.28)

Nous allons montrer l’utilité de nos résultats sur la construction du dia-
gramme opératoire correspondant à un ensemble de paramètres biologiques
qui ne sont pas tirés de la littérature existante, et qui sont choisis en raison
de leurs propriétés intéressantes. Nous limitons notre attention à (2.1) où fi,
i = 1, 2 sont donnés par (2.28). Dans ce cas, les seuils de croissance λ1(D) et
λ2(D) définis par (2.29) sont donnés explicitement par :

λ1(D) =
a1D

m1 −D
et λ2(D) =

a2D

m2(1− k)−D. (2.29)

D’autre part, la solution D∗ de l’équation λ1(D) = λ2(D) qui est utilisée
dans Ec est simplement :

D∗ =
a1m2 − a1m2k − a2m1

a1 − a2
(2.30)
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Si nous voulons tracer le diagramme opératoire, nous devons fixer les valeurs
des paramètres biologiques. Pour les simulations numériques, nous allons
utiliser les valeurs nominales du tableau 2.3.

Paramètres m1 m2 a1 a2 k γ1
Unités h−1 h−1 gl−1 gl−1

Cas (a) 1.5 2.5 1.2 4 0.2 0.3
Cas (b) 2.5 1.5 4 1.2 0.2 0.3

Table 2.3 – Les valeurs des paramètres pour les cas (a), (b) de la fig. 2.2.

2.3.1 Diagramme opératoire : Les courbe Γ1 et Γ2 se
coupent

Ce cas correspond aux valeurs des paramètres données dans le tableau
2.3, Cas (a) et (b). Nous voyons dans le tableau 2.1 que les courbes Γ1 et
Γ2 du diagramme opératoire, données par (2.24) et (2.25), sont les frontières
pour lesquelles E1 et E2 existent, respectivement. En plus de ces courbes,
nous traçons aussi sur le diagramme opératoire de la Fig. 2.2, les courbes Γ3

et Γ4. D’après le Tableau 2.1, la région d’existence de Ec existe entre ces deux
courbes, c’est à dire la régions J2, de sorte que Ec est instable dans cette
région (voir Fig. 2.2). Dans la région J2, le système présente une bi-stabilité
de E1 et E2. Par conséquent, les courbes Γ1, Γ2, Γ3 et Γ4 séparent le plan
opératoire (D,S0) au plus en six régions distinctes, comme illustré sur la fig.
2.2, étiquetées J1, J2, J3, J4, J5 et J6. Le diagramme opératoire est illustré
dans la fig. 2.2. D’après le tableau 2.1, on déduit le résultat suivant :

Proposition 6. Le Tableau 2.4 montre l’existence et la stabilité des équilibres
E0, E1, E2 et Ec dans les régions du diagramme opératoire de la fig. 2.2.
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S0

D

(a)

J2

J6

J4

J5J1

↼ J3

Γ3

Γ2

Γ4

Γ1

S0

D

(b)

J2

J3

J5

J4

J1

↼ J6

Γ3

Γ2

Γ1

Γ4

Figure 2.2 – Diagramme opératoire du système (2.1) où fi sont donnés par
(2.28). L’apparition de la région de bistabilité J4. Les paramètres biologiques
utilisés pour construire les Figs. 2.1(a,b) sont les mêmes, sauf que les valeurs
de mi et ai ont été inversées.

Regions E0 E1 E2 Ec

J1 S
J2 I S S I
J3 I S
J4 I S I
J5 I S I
J6 I S

Table 2.4 – Existence et stabilité des équilibres dans les régions du dia-
gramme opératoire de la Fig. 2.2.



Chapitre 3

La compétition dans le chémostat
avec allélopathie et l’inhibition
par le substrat

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’analyse d’un modèle mathé-
matique pour la compétition, dans un chémostat, entre deux espèces mi-
crobiennes pour une seule substrat en présence d’un inhibiteur interne. Où
l’un des concurrents produit une toxine (agent allélopathique) contre l’autre
concurrent, et est lui-même inhibé par le substrat. Ce modède proposé à
l’origine dans [18] s’écrit





S ′ = (S0 − S)D − f(p)f1(S)
x

γ1
− f2(S)

y

γ2
x′ = [f(p)f1(S)−D]x
y′ = [(1− k)f2(S)−D]y
p′ = kf2(S)y −Dp.

(3.1)

Avec S(0) ≥ 0, x(0) > 0, y(0) > 0 et p(0) ≥ 0. Ici S(t) désigne la concentra-
tion du substrat à l’instant t (nutriment), x(t) et y(t) sont les concentrations
des compétiteurs et p(t) est la concentration de l’inhibiteur. S0 est la concen-
tration du substrat à l’entrée du chémostat, D est le taux de dilution dans le

46
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chémostat. Les constantes γi, i = 1, 2 sont les coefficients de rendement. k est
la proportion de la croissance allouée à la production de toxine. La quantité
f(p) représente le degré d’inhibition de p sur le taux de croissance de x. Les
fonctions fi, i = 1, 2, représentent les taux de croissance des compétiteurs.

Ce modèle a été étudié par Hsu et Waltman [18] dans le cas où f(p) =

e−µp, p ≥ 0, et les fonctions f1 et f2 sont tous les deuxs de type Monod,
C’est-à-dire pour S ≥ 0,

f1(S) =
m1S

a1 + S
et f2(S) =

m2S

a2 + S
, (3.2)

où µ, mi, ai, i = 1, 2 sont des paramètres constants positifs.
Ici, à l’exception des deux paramètres opératoires (ou de contrôle), qui

sont le taux de dilutionD et le substrat entrant S0, tous les autres paramètres
sont des paramètres biologiques qui dépendent des organismes, des substrats
considéré.

3.2 Hypothèses sur le modèle

Dans ce travail, nous considérons le modèle général (3.1) sans restreindre
au cas particulier de la fonction f , les fonctions de croissance fi de type de
monod (3.2). Nous considérons des fonctions plus générales. Nous supposons
seulement que les fonctions f , fi, i = 1, 2 dans le système (3.1) sont de classe
C1 satisfont les conditions suivantes :

(H1) : f1(0) = 0, f1(+∞) = m1 et f ′1(S) > 0 pour tout S ≥ 0.
(H2) : f2(0) = 0, f2(+∞) = 0 et il existe Sm > 0 tel que f ′2(S) > 0

pour 0 ≤ S < Sm et f ′2(S) < 0 pour S > Sm.
(H3) : f(0) = 1, f(p) ≥ 0 et f ′(p) < 0.
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S

(a)

f1

λ1 λ̂

D

f1(λ̂)

m

S

(b)

(1− k)f2

λ2 µ2Sm
2

D

Figure 3.1 – Fonction de croissance et définitions des seuils de rentabilité
(a) : f1 de type Monod ; (b) : f2 de type Haldane.

Ces hypothèses sont satisfaites notamment par les fonctions de croissance
suivantes :

f(p) = e−µp, f1(S) =
m1S

a1 + S
et f2(S) =

m2S

a2 + S + S2

K

, (3.3)

où m1, m2 désignent les taux de croissance maximaux des concurrents ; a1,
a2 désignent les constantes de Michaelis-Menten (ou demi-saturation) ; le
paramètre K mesure l’effet d’inhibition, et µ représente le degré de sensibilité
de p sur x.

Lorsque l’équation f1(S) = D a une solution, elle est unique et nous
définissons alors le seuil de rentabilité comme :

λ1(D) = f−11 (D). (3.4)

Sinon, on met λ1 = +∞.
Si D < (1 − k)f2(S

m), on note λ2(D) < µ2(D) les racines de l’équation
(1 − k)f2(S) = D. Si D = (1 − k)f2(S

m), cette équation n’a qu’une seule
solution et on pose λ2(D) = µ2(D). Si D > (1−k)f2(S

m), cette équation n’a
pas de solution et on pose λ2(D) = +∞. Nos résultats pourront alors être
appliqués pour n’importe quel taux de croissance monotone.
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Pour étudier le comportement asymptotique local du système (3.1), il
est pratique d’utiliser les changements de variable Σ = S + x + y + p et
Γ = p − cy qui révèlent la structure en cascade. Écrit dans les variables
(Σ,Γ, x, y), system (3.1) devient





Σ′ = −D(Σ− S0)
Γ′ = −DΓ
x′ = [f(Γ + cy)f1(Σ− Γ− x− (1 + c)y)−D]x

y′ = [(1− k)f2(Σ− Γ− x− (1 + c)y)−D]y.

(3.5)

Ainsi, le système du quatrième ordre (3.5) peut être réduit (pour la sta-
bilité locale) au système bidimensionnel qui est simplement la projection sur
le plan (x, y),

{
x′ = [f(cy)f1(S

0 − x− (1 + c)y)−D]x

y′ = [(1− k)f2(S
0 − x− (1 + c)y)−D]y,

(3.6)

avec Σ = S0 et Γ = 0.

3.3 Existence et stabilité des équilibres

3.3.1 Existence des points d’équilibre

Les équilibres du système (3.6) sont donnés par les solutions du système
suivant : {

0 = [f (cy) f1 (S0 − x− (1 + c)y)−D]x
0 = [(1− k)f2 (S0 − x− (1 + c)y)−D] y.

(3.7)

Un équilibre existe si et seulement si toutes ses composantes sont positives.
Cela prédit quatre équilibres possibles, étiquetés ci-dessous :

– E0(x = 0, y = 0) : le lessivage de deux espèces qui existe toujours.
– E1(x>0, y=0) : où l’espèce y est disparue tandis que l’espèce x survit.
– E2(x=0, y>0) : où l’espèce x est disparue tandis que l’espèce y survit.
– Ec(x > 0, y > 0) : où les deux espèces sont maintenues.

L’existence des équilibres du système (3.6) est énoncée par le résultat suivant :



CHAPITRE 3. COMPÉTITION AVEC L’ALLÉLOPATHIE 50

Proposition 7. Supposons que (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. Le
système (3.6) admet les points d’équilibre suivants :

– L’équilibre de lessivage E0 = (0, 0) d’extinction des deux organismes,
qui existe toujours.

– L’équilibre E1 = (S0 − λ1, 0) d’extinction de l’espèce y. E1 existe si et
seulement si λ1 < S0.

– L’équilibre E1
2 = (0, (S0−λ2)(1−k)) d’extinction de l’espèce x. E1

2 existe
si et seulement si λ2 < S0.

– L’équilibre E2
2 = (0, (S0−µ2)(1−k)) d’extinction de l’espèce x. E2

2 existe
si et seulement si µ2 < S0.

– L’équilibre positif E1
c = (xc1 , yc1), où yc1 et xc1 sont donnés par

yc1 =
1− k
k

f−1
(

D

f1(λ2)

)
et xc1 = S0 − λ2 − (1 + c)yc1 . (3.8)

E1
c existe si et seulement si λ1 < S0 et S0 > F1(D), avec

F1(D) = λ2(D) +
1

k
f−1

(
D

f1(λ2)

)
.

– L’équilibre positif E2
c = (xc2 , yc2), où yc2 et xc2 sont donnés par

yc2 =
1− k
k

f−1
(

D

f1(µ2)

)
and xc2 = S0 − µ2 − (1 + c)yc2 . (3.9)

E2
c existe si et seulement si λ1 < S0 et S0 > F2(D), avec

F2(D) = µ2(D) +
1

k
f−1

(
D

f1(µ2)

)
.

Démonstration. Les équilibres de 3.6 sont les solutions de l’ensemble de
l’équation 3.7.

– Notons d’abord que si x = 0 et y = 0 on obtient l’équilibre de lessivage
E = (0, 0) qui existe toujours.

– Si y = 0 et x > 0 alors à partir de la première équation de (3.7), nous
avons f1(S0−x) = D, ou de manière équivalente S0−x = λ1 où λ1 est
donné par (3.4). Ainsi, x = S0−λ1 Cet équilibre existe si et seulement
si x1 > 0 ; c’est-à-dire ; λ1 < S0.
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– Si y > 0 et x = 0 alors à partir de la deuxième équation de (3.7), nous
avons

(1− k)f2(S
0 − (1 + c)y2) = D

où c =
k

1− k . D’après l’hypothèse (H2) l’équation (1− k)f2(S) = D a

deux solutions positives S1 = λ2 et S2 = µ2 (avec λ2 6 µ2) ou pas de
solution et on met alors λ2 = +∞ et µ2 = +∞. II s’ensuit que

y12 = (S0 − λ2)(1− k) et y22 = (S0 − µ2)(1− k)

Ainsi, on peut conclure que l’équilibre E1
2 existe si et seulement si y12 >

0 ; c’est-à-dire a λ2 < S0 et E2
2 existe si et seulement si y22 > 0 ; c’est-à-

dire µ2 < S0

– Si y > 0 et x > 0 alors à partir de la deuxième équation de (3.7), nous
avons

S0 − xc1 − (1 + c)yc1 = λ2 ou S0 − xc2 − (1 + c) = µ2

et de la première équation, on obtient

yc1 =
1− k
k

f−1
( D

f1(λ2)

)
ou yc2 =

1− k
k

f−1
( D

f1(µ2)

)

Donc ycj et xcj sont donnés par (3.8) et (3.9). Ainsi, un équilibre stric-
tement positif Ej

c , j = 1, 2 du système (3.6), s’il existe, est unique. Étu-
dions les conditions d’existence de l’équilibre strictement positif Ej

c . En
utilisant le fait que f est décroissante et f(0) = 1 (hypothese (H3))
on a

ycj > 0⇐⇒ D < f1(S
j)⇐⇒ λ1 < Sj (3.10)

et
xcj > 0 ⇐⇒ S0 − Sj − (1 + c)ycj > 0

⇐⇒ S0 > Sj + 1
K
f−1( D

f1(Sj)
)

⇐⇒ S0 > Fj(D).

(3.11)

À partir de 3.11 et 3.10 nous concluons finalment que Ej
c exicte si et

seulment si λ1 < S0 et S0 > Fj(D).
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3.4 Stabilité asymptotique locale des équilibres

Dans la suite, on se propose d’étudier la stabilité asymptotique locale des
points d’équilibre du système (3.6). Nous supposons alors que tous les points
d’équilibre sont hyperboliques, c’est-à-dire, que leur stabilité est déterminée
par linéarisation en trouvant les valeurs propres des matrices jacobiennes
associées.

Soit M la matrice jacobienne de (3.6) à E∗ = (x∗, y∗), qui est donnée par

M =

[
m11 m12

m21 m22

]
, (3.12)

avec

m11 = −f (cy∗) f ′1
(
S0 − x∗ − (1 + c)y∗

)
x∗+f (cy∗) f1

(
S0 − x∗ − (1 + c)y∗

)
−D,

m12 = cf ′ (cy∗) f1
(
S0−x∗−(1 + c)y∗

)
x∗−(1+c)f (cy∗) f ′1

(
S0−x∗−(1 + c)y∗

)
x∗,

m21 = −(1− k)f ′2
(
S0 − x∗ − (1 + c)y∗

)
y∗,

m22 = −f ′2
(
S0 − x∗ − (1 + c)y∗

)
y∗ + (1− k)f2

(
S0 − x∗ − (1 + c)y∗

)
−D,

Par conséquent, le point d’équilibre E∗ est LES (localement exponentielle-
ment stable) si et seulement si les valeurs propres deM sont de parties réelles
négatives. La stabilité locale des équilibres du système (3.6) est donnée par
le résultat suivant.

Proposition 8. Supposons que les hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont
satisfaites. Alors, la stabilité locale des équilibres de (3.6) est donnée par

– E0 est LES si et seulement si f1(S0) < D et (1− k)f2(S
0) < D.

– E1 est LES si et seulement si (1− k)f2(λ1) < D.
– E1

2 est LES si et seulement si f (k(S0 − λ2)) f1(λ2) < D, i.e. S0 >

F1(D).
– E2

2 est instable dès qu’il existe.
– E1

c est instable dès qu’il existe.
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– E2
c est LES si et seulement si F3(D,S

0) = Df ′1(µ2)xc2+f1(µ2)f
′
2(µ2)yc2 >

0.

Démonstration. – À l’équilibre de lavage E0, la matrice M définie par
(3.12) est

M0 =

[
f1(S

0)−D 0
0 (1− k)f2(S

0)−D

]
.

Les valeurs propres de M0 sont : f1(S0)−D et (1−k)f2(S)−D. Alors,
l’équilibre E0 est LES si et seulement si f1(S0) < D et (1−k)f2(S) < D.

– Supposons que l’équilibre E1, existe ; c’est-à-dire λ1 < S0. En E1, la
matrice M définie par (3.12) est

M1 =

[
−(S0 − λ1)f ′1(λ1) (cf ′(0)f1(λ1)− (1 + c)f ′1(λ1))(S

0 − λ1)
0 (1− k)f2(λ1)−D.

]

Les valeurs propres deM1 sont : −(S0−λ1)f ′1 < 0 et (1−k)f2(λ1)−D.
Par conséquent, E1, est LES si et seulement si (1 − k)f2(λ1) < D, ou
de manière équivalente, λ1 < λ2 ou λ1 > µ2.

– Supposons que les équilibres Ej
2, j = 1, 2 existent ; c’est-à-dire λ2 < S0

et µ2 < S0. En Ej
2 le la matrice M définie par (3.12) est

M2 =

[
f(k(S0 − Sj))f1(Sj)−D 0

−(1− k)yj2f
′
2(S

j) −yj2f ′2(Sj)

]
,

les valeurs propres de M2 sont : −yj2f ′2(Sj) et f(k(S0−Sj))f1(Sj)−D.
En E1

2 , on a −yj2f ′2(Sj) < 0 car f ′2(S1) = f ′2(λ2) > 0. Par conséquent,
E1

2 est LES si et seulement si f(k(S0 − λ2))f1(λ2) < D. À E2
2 , nous

avons −yj2f ′2(Sj) > 0 car f ′2(S2) = f ′2(µ2) < 0. Ainsi, E2
2 est instable.

En Ej
c , la matrice M définie par (3.12) prend la forme

M =

[
m11 m12

m21 m22

]
, (3.13)

où
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m11 = −f(cycj)f
′
1(S

j)xcj ,

m12 = cf ′(cycj)f1(S
j)xcj − (1 + c)f(cycj)f

′
1(S

j)xcj ,

m21 = −(1− k)f ′2(S
j)ycj et m22 = −f ′2(Sj)ycj .

À E1
c , nous avons

det(Mc) = kf ′2(S
1)f ′2(cyc1)f1(S

1)xc1yc1 < 0

car f ′2(S1) = f ′2(λ2) > 0. Ainsi, E1
c est instable.

À E2
c , nous avons

det(Mc) = kf ′2(S
2)f ′2(cyc2)f1(S

2)xc2yc2 > 0

car f ′2(S2) = f ′2(µ2) < 0. Donc E2
c est LES si et seulement si

tr(Mc) = −f(cyc2)f
′
1(µ2)xc2 − f ′2(µ2)yc2 < 0

ou de manière équivalente,

Df ′1(µ2)xc2 + f1(µ2)f
′
2(µ2)yc2 > 0.

Les résultats des propositions 7 et 8 sont résumés dans le tableau 3.1.

Table 3.1 – Existence et stabilité des équilibres du système
(3.6).
Équilibres Condition d’existence Condition de stabilité
E0 Toujours f1(S

0)<D & (1−k)f2(S
0)<D

E1 S0 > λ1(D) (1− k)f2(λ1) < D
E1

2 S0 > λ2(D) S0 > F1(D)
E2

2 S0 > µ2(D) Instable dès qu’il existe.
E1
c λ1 < S0 & S0 > F1(D) Instable dès qu’il existe.

E2
c µ2 < S0 & S0 > F2(D) F3(D,S

0) > 0
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Si nous supposons que l’équation f1(S)= (1− k)f2(S) admet au plus une
solution positive S=S>0 , alors les fonctions F1, F2 et F3 sont définies sur
Ic1 , Ic2 et Jc, respectivement, où

Ic1 = {D : λ1(D) ≤ λ2(D)} Ic2 = {D : λ1(D) ≤ µ2(D)} . (3.14)

Jc = {(D,S0) : D ∈ Ic2 , S0 > F2(D)} . (3.15)

Pour simplifier, nous supposons qu’il n’existe qu’un seul point d’intersection.
Le cas de plusieurs intersections peut être traité de la même manière.

On définit la fonction F5 par

F5(D) = µ2(D) +
1

k
f−1

(
D

f1(µ2)

)[
1− (1− k)f1(µ2)f

′
2(µ2)

Df ′1(µ2)

]
. (3.16)

Lorsque S < Sm, nous avons F2(D) < F5(D) pour 0 < D < f2(S
m) et

l’égalité est valable pour D = f2(S
m). Lorsque S > Sm, nous avons F2(D) <

F5(D) pour 0 < D < D et de l’hypothèse (H3), il s’ensuit que F2(D) =

F5(D) = µ2(D). Nous avons les résultats suivants.

Lemma 1. L’équivalence suivante est vérifiée :

F3(D,S
0) > 0⇐⇒ S0 > F5(D).

Démonstration.

3.5 Construction du diagramme opératoire

L’effet des conditions opératoires sur le comportement asymptotique du
système peut être résumé à l’aide du diagramme opératoire. Le diagramme
opératoire comporte les paramètres opératoires D et S0 comme ses coor-
données et les différentes régions qui y sont définies correspondent à des
dynamiques qualitativement différentes. Nous allons déterminer les régions
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d’existence et de stabilité dans le plan opératoire (D,S0), voir Fig. 3.2. Les
délimitations des régions dans le diagramme opératoire sont les endroits où
se produisent des bifurcations. Pour construire le diagramme opératoire du
système, il faut calculer ces limites.

Tout d’abord, à partir du tableau 3.1 et du Lemme 1, on définit dans le
tableau 3.2 les courbes Γi, i = 1...9 qui délimitent les différentes régions du
plan (D,S0).

Table 3.2 – Définitions des courbes Γi, i = 1...9, Dans le Dia-
gramme opératoire.

Γ1 = {(D,S0) : S0 = λ1(D)} E1 existe
Γ2 = {(D,S0) : S0 = λ2(D)} E1

2 existe
Γ3 = {(D,S0) : S0 = µ2(D)} E2

2 existe
Γ4 = {(D,S0) : λ1(D) = λ2(D), S0 > λ1(D)} E1 stable

E1
c existe

Γ5 = {(D,S0) : λ1(D) = µ2(D), S0 > λ1(D)} E1 est instable
E2
c existe

Γ6 = {(D,S0) : S0 = F1(D), S0 > λ2(D)} E1
2 est stable

E1
c existe

Γ7 = {(D,S0) : S0 = F2(D), S0 > µ2(D)} E2
c existe

Γ8 = {(D,S0) : S0 = F5(D)} est E2
c est stable

Γ9 = {(D,S0) : λ2(D) = µ2(D), S0 > λ2(D)} Ligne D = f2(S
m)

Notons que la courbe de la fonction D = (1 − k)f2(S
0) est simplement

l’union des graphiques des fonctions S0 = λ2(D) et S0 = µ2(D), donc

Γ2 ∪ Γ3 =
{

(D,S0) : D = (1− k)f2(S
0)
}
.

On note également que λ2(D) < µ2(D) pour 0 < D < f2(S
m) et l’égalité

est valable pour D = f2(S
m). De même, nous avons F1(D) < F2(D) pour

0 < D < f2(S
m) et l’égalité est valable pour D = f2(S

m).
Par conséquent, les courbes Γi, i = 1...9, séparent le plan opératoire

(D,S0) en au plus quinze régions, comme l’illustre la figure 3.2, étiquetée Jk,
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k = 0...14, et défini dans le tableau 3.3. Ces régions du plan des paramètres
opératoires (D,S0) correspondent à différents comportements du système
(3.6).

Le tableau 3.4 montre l’existence et la stabilité des équilibres E0, E1, E1
2 ,

E2
2 , E1

c et E2
c dans les régions Jk, k = 0...14, du diagramme opératoire de la

figure 3.2.

Table 3.3 – Définitions des régions Jk, k = 0...14, dans les
diagrammes opératoires des figures 3.2 et 3.3.
Région Définition

J0 S0 < λ1(D) et S0 < λ2(D)
J1 S0 < λ1(D) et λ2(D) < S0 < µ2(D)
J2 S0 < λ1(D) et S0 > µ2(D)

J3 S0 > λ1(D) et S0 < λ2(D)
J4 S0 > λ1(D), λ2(D) < S0 < µ2(D) et S0 < F1(D)
J5 S0 > λ1(D), λ2(D) < S0 < µ2(D), S0 > F1(D) et λ1 < λ2
J6 S0 > λ1(D), λ2(D) < S0 < µ2(D), S0 > F1(D) et λ2 < λ1
J7 S0 > λ1(D), S0 > µ2(D) et S0 < F1(D)
J8 S0 > λ1(D), S0 > µ2(D), F1(D) < S0 < F2(D) et λ1 < λ2
J9 S0 > λ1(D), S0 > µ2(D), F1(D) < S0 < F2(D) et λ2 < λ1
J10 S0 > λ1(D), S0 > µ2(D) et λ1 > µ2

J11 S0 > λ1(D), S0 > µ2(D), S0>F2(D), S0<F5(D) et λ2 < λ1
J12 S0 > λ1(D), S0 > µ2(D), S0>F2(D), S0>F5(D) et λ2 < λ1
J13 S0 > λ1(D), S0 > µ2(D), S0>F2(D), S0<F5(D) et λ1 < λ2
J14 S0 > λ1(D), S0 > µ2(D), S0>F2(D), S0>F5(D) et λ1 < λ2

3.6 Simulations numériques.

Dans cette section, nous considérons le modèle (3.6) avec f , f1 et f2
donnés par (3.3) et les valeurs des paramètres biologiques fournies dans le
tableau 3.5 qui ont été utilisés pour tracer le diagramme opératoire de la
figure 3.3.
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S0

Γ5

Γ7

Γ2 ∪ Γ3

Γ8

Γ9

Γ1
D

J0

J1

J2

J3

J9J6

J11

J10

J12

(a)

S0

Γ4

Γ6

Γ7

Γ2 ∪ Γ3

Γ8

Γ9

Γ1
D

J0

J1

J7

J8
J4

J3

J9

J5

J6

J13

J11

J14

J12

(b)

Figure 3.2 – Diagrammes opératoires illustratifs dans le plan (S0, D) : (a)
cas S > Sm, (b) cas S < Sm. Les courbes Γi, i = 0 · · · 9, définies dans
Table 3.2, séparent le plan opératoire (D,S0) en quinze régions étiquetées
Jk, k = 0...14. L’existence et la stabilité des équilibres E0, E1, Ej

2 et Ej
c dans

les régions J0, J1,....,J14 de ces diagrammes sont présentés par le tableau
3.4.

Table 3.4 – Existence et stabilité des équilibres dans les régions
des diagrammes opératoires des figures 3.2 et 3.3. La lettre S
(resp. U) signifie stable (resp. instable). S’il n’y a pas de symbole,
cela signifie que le point d’équilibre n’existe pas dans ce cas
Région J0 J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J10 J11 J12 J13 J14

E0 S U S U U U U U U U U U U U U
E1 S S S U S S U S U U S S
E1

2 S S U S S U S S S S S S S
E2

2 U U U U U U U U U
E1
c U U U U

E2
c U S U S

Table 3.5 – Valeurs des paramètres biologiques utilisées pour
le modèle (3.6)
Paramètres m1 m2 a1 a2 K k µ Figs
Valeurs 1.1 4.0 1.6 1.0 0.5 0.2 0.6 3.3, 3.4, 3.5
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J3

J2

J1

J0

J10

J12

J11

J9J6

S0

D
(a)

J12

J11

Dcrit

Dlpc

S0

D
(b)

Figure 3.3 – (a) : Diagramme opératoire avec paramètres biologiques dans le
tableau 3.5. (b) : Un zoom du diagramme opératoire à proximité des régions
J11 et J12.

Afin de montrer que l’équilibre de coexistence E2
c peut changer de stabilité

par une bifurcation de Hopf avec émergence d’un cycle limite stable par le
passage de la région J12 à J11, tous les paramètres biologiques ont été fixés.
Considérons également S0 = 9, 34 et changeons D, de haut en bas, pour
obtenir les comportements suivants.

3.6.1 Apparition du cycle limite

Nous choisissons d’abord (S0, D) = (9.34, 0.502) ∈ J12. Dans ce cas, la
figure 3.5(a) illustre la bi-stabilité de E2

c et E1
2 qui sont LES (voir tableau

3.4). Si on change la valeur de D de J12 à J11 (en diminuant D), alors E2
c est

déstabilisé lors du croisement de la courbe Γ8 (la courbe verte), qui donne
lieu à un cycle limite par une bifurcation de Hopf.

Pour mieux illustrer le changement de stabilité de l’équilibre positif E2
c ,

nous avons dessiné les variations des valeurs propres de la matrice jacobienne
M du système (3.6). En effet, la matrice jacobienne du système en E2

c a une
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paire de valeurs propres complexes conjuguées

λj(D) = α(D)± iβ(D), j = 1, 2.

En diminuant le paramètre de contrôle D, cette paire traverse l’axe ima-
ginaire à la valeur critique D = Dcrit = F−15 (S0 = 9.34) ≈ 0.501253 du
demi-plan négatif au demi-plan positif (voir Figure 3.4), c’est-à-dire qu’il de-
vient purement imaginaire pour Dcrit tel que α(Dcrit) = 0, avec β(Dcrit) 6= 0.

La condition de transversalité
dα

dD
(Dcrit) 6= 0,

est clairement satisfait (cela ressort clairement de la figure 3.4(b)). Le pre-
mier coefficient de Lyapunov a été calculé à l’aide de Matcont et est négatif
l1(Dcrit) = −3, 75783196× 10−3, donc la bifurcation est super-critique et un
cycle limite stable unique (voir Figure 3.5(b)) bifurque à partir de l’équi-
libre E2

c .

3.6.2 Apparition d’une bifurcation hétéroclinique

Au fur et à mesure que nous descendons dans J11 (en gardant S0 = 9, 34

fixe), nous avons une bi-stabilité de E1
2 et un cycle limite qui est né de la

bifurcation de Hopf. Le cycle limite s’agrandit (voir Figure 3.6(a)) jusqu’à ce
que la valeur D = Dhom ≈ 0.49982707 (voir Figure 3.3(b)) soit atteinte là
où il disparaît (voir Figure 3.6(b)) via une bifurcation hétéroclinique lorsqu’il
entre en collision avec une orbite hétéroclinique reliant E0, E1 et E2

2 .
Afin d’illustrer l’apparition du cycle limite et de comprendre ce qui se

passe lorsque le cycle limite disparaît via une bifurcation hétéroclinique lorsque
D varie, nous représentons dans la figure 3.7 le diagramme de bifurcation à
un paramètre pour le système (3.6) lorsque tous les autres paramètres sont
fixes.

L’ensemble ω limite projeté en coordonnée x ou y selon le paramètre
opératoire D montre que les cycles limites sont nés à Dcrit ≈ 0, 501253.
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α(D)

β(D)
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D

α(D)

Dcrit

(b)

Figure 3.4 – Bifurcation de Hopf supercritique : (a) Variation d’une paire
de valeurs propres complexes conjuguées. (b) Variation de la partie réelle
correspondante en fonction de D montrant que son changement de signe à
D = Dcrit ≈ 0, 501253.

Lorsqu’on agrandit, on observe plus clairement l’apparition du cycle limite
puis la disparition via l’orbite hétéroclinique aux points selles E0, E1 et E2

2

à D = Dhet ≈ 0.49982707 (voir Figure 3.7).
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Figure 3.5 – (a) : (S0, D) = (9.34, 0.502) ∈ J12. Dans ce cas nous avons une
bi-stabilité de E2

c et E1
2 . (b) : (S0, D) = (9, 34, 0, 5) ∈ J11. Dans ce cas E2

c

perd sa stabilité à travers une bifurcation de Hopf supercritique (voir Figure
3.4) créant un cycle limite stable. Les paramètres biologiques sont donnés
dans le Tableau 3.5. Nous utilisons les codes couleurs ; Vert : conditions ini-
tiales, Rouge : attracteurs locaux et Bleu : équilibres instables.
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Figure 3.6 – Bifurcation homoclinique (a) : (S0,D)=(9.34, 0.4998275). Après
la bifurcation de Hopf, le cycle limite s’agrandit. (b) : (S0, D) = (9, 34, 0, 499).
Le cycle limite perd sa stabilité (par bifurcation homoclinique) et le seul
attracteur restant est E1

2 . Les paramètres biologiques sont donnés dans le
Tableau 3.5.
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Figure 3.7 – Projections du ω-limite définie dans les variables {x, y} pour
D ∈ [0.499, 0.502] et S0 = 9.34, ce qui révèle l’émergence d’un cycle limite
à travers une bifurcation de Hopf et sa disparition par bifurcation hétérocli-
nique. La ligne rouge est pour des équilibres stables (Bleu quand instable).
H : Hopf bifurcation.
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