L

; A\ 3 3 3 ’ ~— A\
I d 6*““ REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE 2N

¢ Yy Ministére de L’enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique \ \55‘ ly
Vet ¢ N ! ¢

g\t UNIVERSITE IBN KHALDOUN TIARET g\t

IBN KHALDOUN FACULTE DE MATHEMATIQUES ET DE L'INFORMATIQUES IBN KHALDOUN
UNIVERSITY UNIVERSITY

Département de Mathématiques

MEMOIRE MASTER

Présenter en vue de I’obtention du diplome de master
Spécialité :
« Mathématique »

Option :

« Analyse fonctionnelle et équation différentielle »

Présenté Par :
HENNIA Hicham & BEN MESROUF M'Hamed Aimane

Sous L’intitulé :

Opérateur de Psi-Hilfer et ses Applications

Soutenu publiquement le 06 / juin / 2024
a Tiaret devant le jury composé de :

Mr. BENALLOU Mohamed MCB U. Ibn Khaldoun Tiaret Président
Mr. BEDDANI Hamid MCA Esgee d’Oran Examinateur
Mr. BEDDANI Moustafa MCA E.N.S de Mostaganem  Encadreur
Mr. BENIA Kheir eddine MCA U. Ibn Khaldoun Tiaret Co-encadreur

Année universitaire : 2023/2024



Remerciements

Nous aimerions en premier lieu remercier notre dieu" Allah" qui nous a donnée la volonté et la
courage pour la réalisation de ce travail.

Nous exprimons nos reconnaissance a notre encadreur Mr. BEDDANI Moustafa, pour ses
multiples conseils et pour toutes les heures qu’il a consacré a diriger cette recherche dés le
début a la fin de ce travail.

Nous remercions également le membre de jury Mr. BEDDANI Hamid et Mr. BENALLOU
Mohamed d’avoir consacré de leur temps pour 1’évaluation notre modeste travail.

Nous adressons nos sincéres remerciements a tous nos familles et en particulier & nos parents
qui étaient toujours la quand nous en avions besoin , nos professeurs dés la primaire jusqua
I'université , nos amies , nos proches. en fin , nous remercions tous ceux qui nous ont aidé de
prés ou de loin a I’élaboration de ce travail.

***Merci***



Table des matiéres

Table des matiéres 1
1 Préliminaires 5
1.1 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville. . . . . . . .. .. ... ... .. ... 5
1.2 Dérivée fractionnaire de W-Hilfer . . . . . . . . . ... .. ... ... .. ..... 6
1.2.1  Propriétés de l'intégrale fractionnaire de ¥—Riemann- Liouville . . . . . 7
1.2.2  Propriétés de la dérivée fractionnaire de W—Riemann-Liouville . . . . . . 9
1.2.3  Propriété de la de dérivée fractionnaire de ¥ Hilfer . . . . . . . . . .. .. 12

2 Equation Différentielle Fractionnaire nonlinéaire comportant la dérivée de
v —Hifer 13
2.1 Préliminaires . . . . . ... e 13
2.2 Equation intégrale . . . . . . . . ... ... 13
2.3 Existence et unicité de la solution . . . . . . ... .. ... L. 15
3 Equation différentielle fractionnaire hybride non linéaire de ¥—Hilfer 19
3.1 Existence de solution . . . . . . . ... 19
3.2 Estimation sur la dérivé de W—Hilfer . . . .. ... ... .. ... ... ..... 23
3.3 Inégalités différentielles hybrides avec la dérivée W-Hilfer . . . . . ... ... .. 25
3.4 Solution maximale et minimale . . . . . . .. . ... ... ... .. 28
3.5 Théorémes de comparaison . . . . . . . . ... 31
3.6 Unicité de la solution . . . . . . . . . . . . ... 32
Bibliographie 35



Introduction

Le calcul différentiel fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel, son histoire

remontait au 17 iéme siécle, grace a la réponse de G. W. Leibniz concernant la question de
I’hopital, posée sur possibilité de voir une dérivée d’ordre 1/2. Deux décennies aprés, nombreuses
applications ont été développées en utilisant ce concept, voir [3]
Equations différentielles apparaissent comme une description naturelle de nombreux phénomeénes
d’évolution dans le monde réel. La majorité des processus dans les sciences appliquées sont
représentés par des équations différentielles. Cependant, la situation est différente dans certains
phénoménes physiques subissant des changements brusques au cours de leur évolution comme
les systémes mécaniques avec impact, les systémes biologiques, la dynamique des populations,
les désastres naturels, etc. voir par exemple [2]

De nombreuses définitions des dérivées fractionnaires ont été introduites. Elles ont des carac-
téristiques différentes dans la résolution des équations différentielles, les plus utilisable sont, la
Riemann-Liouville, de Caputo, de Hilfer, la dérivée d’ordre variable et la dérivée conditionnelle,
voir par exemple |11, 3] .

Les théorémes du point fixe sont les outils mathématiques de base, montrant ’existence des
solutions de divers types d’équations différentielles ordinaires ou fractionnaires. La théorie du
point fixe est trés important dans I’analyse non linéaire puisque elle fournit les outils nécessaires
pour avoir le résultat d’existence de nombreux problémes non linéaires voir [10].

Le savant Dhage a élaboré son théoréme du point fixe qui affirme que dans un convexe
borné, toute application qui se met sous la forme d’un produit de deux applications; I'une est
contractante et ’autre est compacte admet un point fixe. Ce théoréme est trés efficace dans la
résolution des équations différentielles non linéaires hybrides.



L’objectif principal de ce mémoire est I’étude du résultat d’existence de certaines équations
différentielles fractionnaires.

Dans le premier chapitre nous présentons quelques notions préliminaires nécessaires pour
la bonne compréhension de ce mémoire. il sera consacré aux éléments de base sur le calcul
fractionnaire ( intégrales fractionnaires de ¥— Riemann-Liouville, dérivées fractionnaires de
¥ —Riemann-Liouville et dérivées fractionnaires de W—Hilfer et leurs propriétés) et théorémes
de point fixe ( théoréme de Banach, théoréme de Dage).

Deuxiéme chapitre. Dans ce chapitre, on s’intéresse 4 étudier le résultats d’existence d’une
équation différentielle fractionnaire avec condition initiale de la forme suivante :

HDTVy(t) = f(t,y(t)), t € (a,],n >0, 0 < v,
Tiy(@) = ya, C=n+v(1—1).

on DZf’\II (resp. J;;C’\p ) est la dérivée fractionnaires de W—Hilfer (resp. 'intégrale fractionnaire
de W—RL), f € C(J xR,R) et y, € R.

Troisiéme chapitre. Ce chapitre consacré a 1’étude de l'existence de solutions, solutions
maximales et solutions minimales d’une éuation différentielle fractionnaire hybrides avec condi-

tion initiale de la forme suivante

H R\ y(t) _ _
5 || = atevo). ces-.1)

(W(t) — (0)' *y(t)]i=0 = yo € R.

ol HDgf’\I’ est la dérivée fractionnaires de W—Hilfer, f, g € C(J x R,R) avec f(t,x) # 0 pour
tout (t,z) € J x Ret y, € R, ¥ € CL([0,T],R) vérifie ¥'(t) > 0 pour tout t € J.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on va donner quelques définitions et théorémes sur le calcule fractionnaires
et 'analyse fonctionnel notamment la dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville de Caputo et
de Hilfer et leurs propriétés et les espaces fonctionnels.

1.1 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.1. [12] Soit a € R, la fonction gamma est définie par

F(a):/ sYte5ds.
0

Théoréme 1.1. [12] La fonction gamma T'(.) satisfait les propriétés suivantes :
(i1) T(a+1) = oI'(a),
(i) T(1) = 1.

Preuve 1. On preuve l'aziome (i1), on a :

oo oo oo
F(a + 1) — / S(OH’l)*le*S — / % 5ds = [_SaefS]go + a/ Saflefs — ar(a).
0 0 0

Montrons maintenant l'aziome (iz), on a :

(1) = / sl le™5%ds = [—e ] = 1.
0

Définition 1.2. [12] Soient o, 8 € Ry, alors la fonction B(a, 3) est définie par

1
B(a, 8) = / s¥71(1 — )P ds.
0
Remarque 1.1. Soient o, § € Ry, nous avons la propriété suivante
L'(a)l(8)
Fa+p8)’
Définition 1.3. [3/ Soit b une fonction intégrable définie sur [a,b], alors l'intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville d’ordre n >0 (n € R)4
de la fonction by est donnée par

1 t —5)1tp(s)ds
TLb0) = 5 [ (6= nepis

Définition 1.4. Soient n € Ry = (0,00) et m € N tel que m = [n] + 1 et soit b une fonction
intégrable définie sur [a,b], alors la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre n de la
fonction b est donnée par

B(aaﬁ) =

m
A"

RLDZ+h(t) = dtimja—i- (t)
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1.2 Dérivée fractionnaire de V-Hilfer

Dans cette partie, on va présenter certains notations et résultats sur la dérivée fractionnaire
de ¥—Hilfer. Soit A = [a,b] (0 < a < b) un intervalle borné et soit ¥ : A — R une fonction
croissante vérifiant W'(¢) % 0 pour tout ¢t € A, considérons I'espace Cy g (A, R) défini sur A par

Cow(AR) = {b: (a,8] = R| (Z() — ¥(a))"h(-) € C(AR)},0< o < 1,

avec la norme

160 = max [(#(t) — ¥(a))7H()] -

Définition 1.5. [2/ Soit b une fonction définie sur [a,b], alors lintégrale fractionnaire de ¥
Riemann-Liouville d’ordre n > 0 (n € R) de la fonction b est donnée par

I (t) = F(ln) / W (s)(W(t) — (s))" 1 (s)ds. (1.1)

Définition 1.6. [2/ Soitm—1<n<m,¥ € C™[a,b],¥'(t) #0,t € [a,b] et h € C[a,b], alors la

dérivée fractionnaire ¥-Riemann-liouville de la fonction b d’ordre n est définie par

L d\" .
RLpyn,¥ m—n,¥
D2 = (gigp ) b0
Définition 1.7. [6] Soient m —1 <n <m, ¥ € C™[a,b], ¥'(t) #0, t € [a,b] et h € C™[a,b]
alors la dérivée fractionnaire ¥ -Caputo de la fonction b d’ordre n est définie par :

— 1 d\™
D0 = T (i) 0

Définition 1.8. [5] Soit m —1 < n < m,v € [0,1],¥ € C™[a,b],¥'(t) # 0,t € [a,b] et
h € C™[a,b], alors la dérivée fractionnaire W— Hilfer d’un fonction by d’ordre n et de type v est
définie par

H 1/77&” ll(m n),¥ ii " (1=v)(m—n),¥
Dy (1) = () o B(t). (12

Remarque 1.2. On a les remarques suivantes
i- Pour ¥(t) =t et v = 0, la dérivée fractionnaire de ¥-Hilfer se réduit a la dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville

w0 = (§) IO, (13)

- Pour¥(t) =t et v =1, la dérivée fractionnaire ¥-Hilfer se réduit a la dérivée fractionnaire de
Caputo

DL =7 (5) 0. (1.9

-Pour ¢ = n+v(m—mn), nous avons v(m—mn) =(—n et (1—v)(m—n) =m—(, donc la dérivée
fractionnaire de W— hilfer peut étre définie sous la forme suivante

Hpra g 1d (m—0). ¥
D,
v
= 7Y Ry (@), (1.5)
Notons que pour v € [0,1] et m — 1 <1 < m, nous avons m — 1 < ¢ < m.

Remarque 1.3. On a les remarques suivantes



1.2. Dérivée fractionnaire de W-Hilfer

i) Pour WU(t) =t la dérivée fractionnaire de V-Hilfer se réduit a la dérivée fractionnaire de

Hilfer

V. vim— d v m
Hpuig(t) = g m(ﬁ) JUIm=mg ), (1.6)

ii) On observe que la dérivée fractionnaire de Hilfer définie [10] n’inclut pas la dérivée frac-
tionnaire RL , mais la formule que nous avons définie dans (1.6) inclut de la dérivée
fractionnaire RL comme cas particulier pour v = 0.

1.2.1 Propriétés de l’intégrale fractionnaire de ¥Y—Riemann- Liouville

Dans cette section, nous prouvons quelque propriétés de I'intégrale fractionnaire de W-Riemann-
Liouville qui sont nécessaires pour étudeir les propriétés de la dérivée fractionnaire W-Hilfer.

Théoréme 1.2. Soit p; € Ry = (0,00),7 = 1,2, nous avons alors
j’“’ ‘7#27 jmﬂu,

Preuve 2. La preuve se fait facilement en utilisant la définition de [’intégrale fractionnaire V-
Hilfer, la formule de Dirichlet, le changement de variable ¥(s) = ¥(a) + z(¥(t) + ¥(a)) et la
propriétés de la fonction gamma donnée dans le théoréme 1.1.

Théoréme 1.3. Soit 0 € R avec 0 < o, d € (a,b), g € Cowla,d] et g € C[d,b], alors g €
Cowla,b].

Preuve 3. Puisque g € Cywyla,d], on a (U(.) —¥(a))?g(.) est une fonction continue sur [a,d],
de plus la fonction (¥(t) —W¥(a))?g(t) est continue sur [d,b], il en résulte que (¥ (t) —¥(a))?g(t)
est une fonction continue sur [a,b], cela implique que g € Cywla,b).

Théoréme 1.4. Soit p € Ry = (0,00) et Soit £ € R tel que & > —1, alors

I'(E+1)
LE+np+1)

Preuve 4. On peut facilement le prouver facilement en utilisant le changement de wvariable
U(s) =V(a)+ 2(¥(t) — Y(a)) et la définition de la fonction  donnée dans la définition 1.2.

T (U (t) - W(a))s = (T(t) — U(a)) .

Remarque 1.4. Si U(t) =t d’aprés le théoréme 1.4, on obtient le résultat suivant

I'(¢)
TH(t—a)* = —>—(t —a)*TH.
a+( ) F(é + ,U’)( )
ce qui est prouvé dans [1].
Théoréme 1.5. Soit u,o € Ry = (0,00), avec o < p, alors lintégrale fractionnaire de

U — Riemann-Liouville j;i‘lj est borné de C, g a Cla,b] et pour tout h € Cyyla, b

I'l-o)

1 Ta rJ||Cab] <Ibllc, @ T (W (b) — W(a))7.

p—o)

Preuve 5. Soient h € Cywla,b] et t1,ta € [a,b], avec t1 < ty ensuite en utilisant la définition
de l'intégrale fractionnaire ¥— Riemann-Liouville et le théoréme 1.3, nous obtenons
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< Hth wlad) |28 (W(t2) = W(a)) ™7 = T (W (tr) = W(a) 7
< 18l g I(F(82) = (@)~ — (0(01) = W)~

En utilisant la continuité de ¥, nous avons

Yb(ts) — j;ﬁ’r‘l’h(tl)‘ —5 0 comme [ts — t1] — O.

Cela implique Jffph € Cla,b] , en suivant des étapes similaires a celle ci-dessus , on peut vérifier

I'l-o)
/‘L’\Il <
1 Tat Bllciay < Hh”CU,w[a,b]F(l p—

Théoréme 1 6. Soit p,o € R = (0,00), avec o < 1, alors 'opérateur intégral V-Riemann-
Liouwille ja est borné de Cywla,b] a Cywla,b] et pour tout h € C, yla,b]

I'l—-o)

125" 80t < 10N iy (W(b) — (o))"

—p—o0)

Preuve 6. Soient h € Cywla,b] et ti,t2 € [a,b], avec t1 < ta, alors en utilisant la définition de
Uopérateur intégral fractionnaire de W-RL et le théoréme 1.3 nous avons

|(W(t2) = (@) T 0(t2) = (B(11) = W(0)" T (1)

- [P [ o)) — o) s

- | O [ sy ) — s sy

< |((t2) = W(@))7 T4 (W(t2) = (@) ™7 = |(U(t1) — W(0))" T4 (W (1) = $(@)) ™| [bllc pfa
< 190t iy | () — W@) ™ = (¥(e2) = W),

en utilisant la continuité de ¥ nous avons :
¥ v
|(W(t2) = (@) T B(t2) — ((t2) = (@) T2 D(12)| = 0 comme [tz — 2] = 0
Ce preuve pour tout 1 > 0 et h € Cyy[a,b] on a Jfﬁph € Cyula,b] en suivent les mémes types
d’étapes que ce-dessus on peut facilement vérifier que

I'(l-o)
‘ g < HbHCU,\p[avb]m

, W
g,

(W(b) — W(a))".
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Théoréme 1.7. Soit 1 > 0 (u € R), lopérateur j;‘_i’_ql est définie de Cla,b] dans C|a,b].
Preuve 7. La preuve se fait de méme méthode similaires que celles de théorémes 1.5 et 1.6.

Théoréme 1.8. Soient p,0 € Ry = (0,00), avec 0 < p <1 et h € C,yla,bl], alors

VARIOERI R ORI} (L.7)

Preuve 8. Soient h € C, yla,b], alors d’apres le théoréme 1.5, on a j;‘jrqjh € Cla,b], de plus,
on a

b0 = \F(lu) [ oo - vy

| /\

/ W' (s)((t2) — ()" (V(s) = (a) "7 |(T(s) — ¥(a))7b(s)| ds

)
< 10l oo T2 (V) — ¥(a) 7
< Il ablr(m;fuww @) (18)

Puisque o < p, a partir de l'inégalité (3.2) et la continuité de W, on obtient

Tim (\ b(t)( —0.

t—a
Cela donne ’équation (3.1).

Lemme 1. Soient m € N et h € C|a, b], nous avons alors

(i) 00 =00,

Preuve 9. En utilisant la définition 1.4 [2], pour m —1 < < m € N et h € Cla,b], nous avons

h(t) = "D T (o)
o 1 d " m—m, \I!
- (‘I’/(t) dt) ja—i— a+ h( )

- (%jt)mjﬂ%w.

1.2.2  Propriétés de la dérivée fractionnaire de V—Riemann-Liouville

Dans cette section , nous prouvons quelques propriétés de la dérivée fractionnaire W-RL qui
sont nécessaires pour étudier les propriétés de la dérivée fractionnaire de W-Hilfer

Théoréme 1.9. Soit p € R = (0,00) et soit & € R tel que £ > —1, alors

REDEY (1)~ (@) = g (W) — W)

Preuve 10. [l suffit d’utiliser la définition de la dérivée fractionnaire de V-RL et le théoréeme

1.4.



1.2. Dérivée fractionnaire de W-Hilfer

Théoréme 1.10. Soient n € R = (0,00), avec n < 1,v € [0,1] et ( = (n+v(1 —n), alors pour
heCt_ ylab]
—n),¥
RLDS, \I/j h(t) = RLDZSFI ) h(t).

Preuve 11. Puisquen < 1, donc [ (|41 = 1, en utilisant la définition de la dérivée fractionnaire
de W-RL et la propriété de semi-groupe de l'intégrale fractionnaire de W-RL nous avons

1 d
U/(t) dt

_ (1 dN i
_<\I/’(t)dt> ja—l— K h(t>

(14N e
~ (@) "0

:RL DZ_(:*”) v b (t) .

RLDS, JHYh(t) = < )J”‘PJ h(t)

Théoréme 1.11. Soit € Ry = (0,00), m = [u] + 1, alors pour h € Cp,—¢ wla,b], nous avons

RLDIY 715V h(t) = b(t)

Preuve 12. En utilisant le théoreme 1.9 et le lemme 1 nous avons

RLDu, j b() < ’1(t)d> jﬂ_#’qj :J,F\I/h(t)

( ) T

h(t)

Théoréme 1.12. Soit p,0 € Ry = (0,00), avec 0 < 1 et m = [u] + 1, supposons que h €
Cowla,b] et T\~ #¥p e Cl'yla,b], alors

w¥ (RL u,  (U(t) — W(a))Hd 1 d m m—p, ¥
k- ( Pa )‘h ; I'(p— j+1) W/ (t) dt Jar 70 () -
Preuve 13. En utilisant le lemme 1 pour m = 1, on obtient
1 d
(i) et = 0o (19)
En utilisant I’équation ( 1.9) et on remplace h(t) par j“‘l’(RLD“\I’)h(t) on obtient
w¥ (RLy, _ 1 RL -y,
1 (20 = (o ) 9 [ (po0)] (1.10)

En utilisant la relation (1.10) et la propriété de semi groupe de intégrale fractionnaire de U RL
et le théoréeme 1.1, on obtient

1 (M2en) = (i i) WW )

— i [T [ YO — v (LD a(s)as).

10
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En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de W—RL et lintégration par partie,
obtient

! Y n 1,
r<1+m/ W (s)(T (1) — (s))“(EDIY )b (s)ds

i W) (W (1) — W(s))" () G oe)as
S L ZCR Ty | Sy jgwms)] s
()]

En répétant la processus de l'intégration par parties n fois, on obtient

= oy () @)

1

* / (U(t) - \If(s))“_I%

1 t , |
T(p+1) / '(s) (W () — W (s))" HEDETh(s)

(w) ﬁ_%%(s)l

m _1 7]'
D g v @)y

<

S=a

* F(u—1m+1) / W (s) (W(t) — W(s) T (s)ds

+ T e ()

> O () S|
+ 75 h(t)

P INCRACs (was) Jﬁ—%%@] 3

11

on



1.2. Dérivée fractionnaire de W-Hilfer

En substituant [’équation (1.10) dans ( 1.9) et en appliquant le théoréme 1.1 ., on obtient
j“’\p(RLD”’\P)f)(t)

’(t d {/t \I”(s)h(s)ds}

A F gy () )

Jj=1

= () = D g (W) — W)

(wiﬁigynjjﬁrmwmﬁlﬁa

(o) aeone)

S Tn—j+1) s=a
oSS O @) [ dNT
0 ; T(p—j+1) < W'(s) ds) Jar )L=a

(Wt A VAR A .
=bh(t) _;( é() ](+)i) <\1/'(s)ds> Ju Wb(t)] t=a

Remarque 1.5. Pour ¥(t) =t , le résultat ci-dessus se réduit a

(&) ]

1.2.3 Propriété de la de dérivée fractionnaire de ¥ Hilfer

(t—a)=I
jﬂ RLfD# _
( ;F (m—37+1)

Ce qui donne le résultat dans [9].

Théoréme 1.13. Soit p € Ry = (0,00) et soit £ € R tel que & > —1, alors

BEDEY (1) - W(a)000) = e (W)~ W)

Preuve 14. La preuve se fait en utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de V— Hilfer
et application du théoréme 1.4 et la théoréeme 1.9.
Théoréme 1.14. [4] Soit n € Ry = (0,00), avec n < 1,v € [0,1] et { =n+v(1 —n), alors

T FEDGE () = TH (DI )h(1), b € Ch_ yla,b].

Preuve 15. En utilisant la propriété de semi-groupe de lintégrale fractionnaire V-RL et la
définition de la dérivée fractionnaire dre W-Hilfer, nous avons alors

Te (DG b () = J““" mem@
= T T (DG b (1)
j jC , (RLDC ‘I’) h(t)
= I (DI )b(t).
Théoréme 1.15. Soit h € Ll[a,b] supposons que RLDV(1 m: f) € Li[a,b], alors

Hpgi’\ljjaﬁ»\l} — ja, v(1-n), ‘IlRLD (1 n)s \I’h(t)

+

Preuve 16. En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de W Hilfer et le théoréeme 1.10,
on obtient

DL Y = T (DR g ()

T DT (o),

12



Chapitre 2

Equation Différentielle Fractionnaire

nonlinéaire comportant la dérivée de
U —Hifer

Dans ce Chapitre [7], nous étudions l'existence et 'unicité de la solution d’une équation dif-
férentielle fractionnaire comportant la dérivée de W—Hilfer. On considére le probléme de Cauchy
suivant|2|

DY) = fty(®), te (aln>0, 0=, 21)
T Yy(@) = vay C=ntv(L—n),

ou DY ¥ (resp. jatg’q/ ) est la dérivée fractionnaires de W—Hilfer (resp. l'intégrale fractionnaire
de U—RL ), f € C(J xR,R) et y, € R.

2.1 Préliminaires

Nous définissons tout d’abord les espaces fonctionnels suivants. Soit [a,b] (0 < a < b < o0)
un intervalle borné et ¥ € C!([a,b],R) une fonction croissante telle que W'(¢) # 0, pour tout
t € [a,b]. Soient 0 < <1, v € [0,1] et ¢ =n+v(1 —n), on définit respectivement les espace
Ci—¢,wla,b], Clc—gxll{a’ b] et CT" ; y[a, b] par

Crculab] = {b: (0] — R, (¥() = 9()'"h() € Cla,b]} . (2.2)

avec la norme

1Dllc, o ion = max |(¥(E) = W(a)'~<b(2)

I

te(a,b]
Cf_cwlat] = {b € Crcalat]: (DI € Crculabi (2.3)
et
m—1 m
O yla,b) = {r; ; (\p}(t)@ b(t) € Cla b et (\Ij,l(t)jt> b(t) € Cl_g\p[a,b]} (m € N).
(2.4)

2.2 Equation intégrale

Dans cette partie, on va aborder une relation entre le probléme (2.1) et 1’équation intégrale
suivante

(W) = () 1

y(t) = 70 Yo + e

t
)/ W (s)(W(t) = ()" f(s,y(s))ds, t € (a,b].  (2.5)
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2.2. Equation intégrale

Théoréme 2.1. Soient0 <n <1, v € [0,1] et ( = n+v(1—n), supposons que f : (a,b] xR — R
vérifie f(-,y(-)) € Ci—¢,wla, b] pour tout y € C1_¢ wla,b], alors y € Cf_g gla, b], est une solution
du probléme (2.1) si et seulement si y satisfait I’équation intégrale (2.5).

Preuve 17. Supposons que y € C’lc_cq,[a, b] est une solution du probléme (2.1), on vaut prou-

ver que y satisfait ’équation intégrale fractionnaire (2.5), puisque y € Cf—g\p[av bl, on a y €
Ci—¢wla,b] et

1 d\ .
<\1n(t) dt) Tz My =05y € Cicwla,b). (2.6)

De plus, en appliquant le théoreme 1.5 avec 0 = 4 =1 — (, on obtient

Ty € Cla,b). (2.7)

D’apres les équation (2.6) et (2.7) et la définition de l’espace Cié gla, b], nous avons al;wy €

Cll_cq,[a,b], puisque y € Ci_¢wla,b] et j;;c’\py € Cll_c\l,[a, b], on applique le théoréme 1.12

aveco=1—C,u=Cetm=[(] =1, on obtient
(U(t) = U(a))! [
(t 1

SYEEDS Yy (t) = y(t) — G
(U(t) — ¥
C

Ty

™~

t=a

(
)
=y(t) — §a>) Ya- (2.8)

™~

Puisque y € Cig gla,b], d’apres le théoréme 1.14 et I’équation (2.1), on obtient

TS EEDS () = T8 (D0 Yy (t)
= IV f(t,y(1)), (2.9)

a partir des équation (2.8) et (2.9), nous avons

_W(a))C-1
y(t) — (\Il(t) F(\Iég )) ya—l-jgff(t,y(t))
(W) - w@)s 1

= — t’s — ()" f(s,y(s))ds a,bl.
- O st s [ VOO - W) s, € o

Donc, y satisfait [’équation intégrale (2.5).
Inversement. Supposons que y € C’lc_C wla, b] satisfait I’équation (2.5), alors

(T(t) = ¥(a)*

U
y(t) = X0 Yo+ Tat f(ty(t)), t € (a,b].
En appliquant RLDgf auxr deur cotés de l’équation ci-dessus, nous obtenons
NG Ya BL_ ¢ w — U T
FDYO = gy Dar (W) = w(@) T DI y(0)) (2.10)

En utilisant le théoremes 1.10, on trouve

Y) L_cw
) ot

—RL DY (¢ (1)), (2.11)

REDS Y y(t) =

a

(W(t) — (@)~ +RE DY (1, y (1))

Puisque y € 01(_4 wla,b], on obtient RLDg’_,\_Py € Ci—¢wla,b], par conséquent, il résulte de I’équa-

tion (2.11) que
REDYDY £(, () € Cr,ula, b]- (2.12)
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2.3. Existence et unicité de la solution

Comme0<n<l1l vel01e0<l—n<1,onav(l—n) <1, donc

v(1-n), 1 d —u(1—n),
RLDYI=IY p(t, (1)) = (\If’(t)dt) T g y(1)). (2.13)
En vertu de léquation (2.12), nous avons
1 i 1-v(1—n),¥
<\Iﬂ(t) dt) Tar f(y() € Ci¢wla,b]. (2.14)

Comme ¢ =n+v(1—n) > v(1—n) on al—C<1—v(l—n), puisqgue £(y()) € C1_cula,b,
en appliquant le théoréeme 1.5 avec o =1 —(, = (1 —n) et m =1, on obtient

TLETEELDEY (1) = T (FEDL) £(8 ()

a a

_ (U(t) — W(@)" " g,
= 6y0) = oy e T )] - 219)

En utilisant le théoréme 1.8 avec 0 =1 —( et p=1—v(1l —n), on obtient
T gy y(t))]t:a —0. (2.16)

En wutilisant la définition de la dérivée fractionnaire de V— Hilfer et les équation (2.15)-(2.16),
on trouve

b 7ql
DR y(t) = £t y(1), t € (a,b]:
De plus, 'équation (2.2) est bien vérifiée, il reste maintenant de vérifier la condition initiale du

probléeme (2.1), en entrant jalJ:C’\I] aux deux cotés de 'équation (2.5) et d’aprés la propriété de
semi-groupe de l'intégrale fractionnaire de Y—RL, nous avons

TLZ) = FS T W0~ V@) T+ T k(o)

= T )
Alors,
[0 0)] =t [T )]
D’apres 'équation 2.16), on a
T 0] =

Ce qu’il fallait démontrer.

Remarque 2.1. Si ¥(t) =t, on trouve le résultat obtenu dans [8]

2.3 Existence et unicité de la solution

Dans cette partie, on s’intéresse a étudier le résultat d’existence et d’unicité du probléme
(2.1).

Théoréme 2.2. Soit (E,d) un espace métrique complet et s Soit T : E — E, un application
contractante avec la constante de contraction K, alors T admet un unique point fire x € E, de
plus nous avant la propriété suivante qui importante si xo € E et xp, =Ty, ,, telle que

lim z, =z et d(z,, z) < K"(1—K) d(z1, z9), n>1 (2.17)

n—-+o0o

x €tant le point fize de T.
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2.3. Existence et unicité de la solution

Théoréme 2.3. Soit f : (a,b] x R — R une fonction telle que f(-,y(-)) € Clyﬁlgg) [a,b], pour
touty € Ci1_¢,wla,b], supposons que f satisfait la condition de Lipschitz par rapport a la deuziéme
variable, c’est a dire que, il existe L > 0 :

|f(t,x) — f(t,y)| < L|z —y| pour tout, =, yeR et t € (a,b]. (2.18)
Alors, il existe une unique solution y € C1C—¢ gla,b] du probleme (2.1).

Preuve 18. D’aprés le théoréme 2.1, on voit que les solutions de (2.5) et du probléme (2.1) sont
coincidentes. Considérons l'opérateur A, défini par

Ay(t) = yo(t) + T1Y f(t, (1)), t € (a,b].
O

yo(t) = F%‘Z) (U () — ().

L’équation intégrale (2.5) peut étre écrite sous la forme suivante
y(t) = Ay(1), t € (a, 0]

Premiérement, nous montrons que [’opérateur A est une contraction sur l’espace qui dépend d’un
sous intervalle obtenu en subdivisant l'intervalle [a,b]. Soit c1, co € [a,b] avec ¢1 < ca, il est clair
que lespace Ci_¢ wlct, co] est un espace vectoriel complet avec la norme

Ylley_cferes) = max | (W(t) = W(e) " y(1)].
tE[c1,cz]

Comme U est continue sur [a,b] et n >0, il existe t; € (a,b], tel que

w) = %(\P(tl) —U(a))" < 1. (2.19)
Nous avons aussi
(¥() = B(@)' () = 1y € Clovt].
Cela implique que
yo € Cr—¢,wla, t1]. (2.20)

1— 1—
Comma f(-,y()) € CU7 P [a,b], pour tout y € Ci_¢ula,b], on a f(y(-) € CYUTD [a,t],
pour tout y € Ci_¢ wla, t1], par conséquent, d’apreés le théoréme 1.6, nous avons

T () € Crcwla,ta). (2.21)

D’apres les équations (2.20), ( 2.21), il résulte que Ay € C1_¢ w(a,t1], donc A est un opérateur
de Ci_¢wla,t1] en lui méme. Soit y1, y2 € Ci—¢ wla,t1], en utilisant la définition de lopérateur
A, le théoréeme (3.1.3) et la condition de Lipschitz sur f, on obtient

HAyl - AyQHCH,(yq/[a,tl]
(P(t) — ¥(a))' ¢

[ v - v () - fm(s)lds

telat] I'(n)
e MO = W) 1 e e
< max ZEOZ D [t @0 - w0y () - (@)

(W(s) = (@)~ (31(5) — p2(s))| ds
<l = w2l plan L) = W (@) TR (W(t) — W(a)*

<1 = sl afary LOV(E) — W(a) G s () - w(a)
Lr(Q

< m(‘l’(tl) = U(a)"ly1 — valley_¢ glasta)-
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2.3. Existence et unicité de la solution

En utilisant lintégrale (2.19), on trouve

[ Ay — Ayallo, ¢ ylan) < willn — velloy ¢ ylan]-

Comme 0 < wy < 1, alors lopérateur A est une contradiction sur [a,t1], par le théoréme de point
fize de Banach et le théoréme 2.1, il existe une unique solution yi € Ci_¢wla,t1] du probleme
(2.1]). Sity # b, on considere, l’équation intégrale suivante

y(t) = Ay(t) = yor(£) + F(ln) / V() (W() — W) (s, y(s))ds L€ [0, (2.22)

1 (s (s (s u(s))ds
F(n)/a W(s)(W(t) = ()" f(s,y(s))ds.  (2.23)

Par la continuité de U, il est possible de trouver ty € [t1,b], tel que

L(W(t2) — W(t1))"

yor(f) = 0 (W(t) — W(a))S " +

Wy = < 1. 2.24
nl"(n) (224)

Comme f(-,(+)) € C[t1,t2], pour y € C[t1,t2], alors d’apres le théoréme 1.7, on obtient
TYFC () € Crculty, ta)- (2.25)

De léquation (2.23) et la condition (2.25), il résulte que A est défini de C[t1,t2] dans lui méme.
Soient y1,y2 € Clt1,ta], en utilisant la condition de Lipschitz sur la fonction f, on trouve

Ay (1) — Ao (8)]| = J;zf [f(t () — F(t9a(1))]
yi(t) — y2(t)]

< LHyl - y2HCt1,t2 ‘7 ( )

= T]]P(’O)(\Il(m) - \I’(tl))”Hyl - ngC[tlytﬂ, (2.26)

De ’équation (2.24), il en résulte que nous avons :

[ Ay1 — Ayallofe 1) < w2llyr — vallof i)

Puisque 0 < wy < 1, alors lopérateur A est une contradiction sur C[t1,ts], d’aprés le théoréme
du point fire de Banach, il existe une unique solution yi € C|,t1] de l’équation (2.5). 1l est facile
de voir y§(t1) = yi(t1), on définit la fonction y* : [a,t2] — R par

con | o), teat]
v () _{ :Z%(t% te [t1,t12] ' (2:27)

qui appartient o Ci_¢ wla,ta], on en conclut que y* est l'unique solution du probléeme (2.1]) dans
Vespace Ci_¢wla,ta]. Sita # b, alors, nous continuions la procédure jusqu’a on trouve t, = b.
En procédant la méme maniére comme précédente, nous obtenons que y* est l'unique solution de
Péquation (2.5) dans lespace C1_¢ wla, b].

Maintenant, nous prouvons que l'unique solution y* € Ci_¢ wla,b] appartient a Cf_w[a, b],
a partir de léquation (2.5), nous avons

yr(t) = Vla Ya + j:ff(t, y* (1)), t € [a,b]. (2.28)
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2.3. Existence et unicité de la solution

En appliquant RLDgf aux deuz cotés de l'équation (2.28) et en utilisant le théoréme 1.10, on

obtient

i U(t) — W(a))s ! .
RLDgfy (t) _RL Dgf( ( ) ( )) ya+\7;7ff(t,y (t))RLDEf,

=D f (8 ().
Par Uhypothese f(-,y*(+)) € 01”953) [a,b], on obtient
RLDUI=DY (- y()) € Croc ula,b].
De ’équation (2.29) et de la condition (2.30), il résulte que

FLDLYy(t) € C1 ¢ wla,b].

(2.29)

(2.30)

Cela tmplique que y* € C’f_cy\l,[a, b], d’apres le théoréme 2.1 y* est 'unique solution du probléeme

(2.1)).
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Chapitre 3

Equation différentielle fractionnaire
hybride non linéaire de ¥ —Hilfer

Dans ce chapitre [8], on étudier I'existence et I'unicité de solutions de certains types d’inéga-
lités différentielles fractionnaires hybrides, on considére le probléme suivant

v | Y@ ] B
o [f(t,yu))}‘g(t’y“))’ teJ=(0.T}, (3.1)

(T(t) = ¥(0))*y(t)li=o = yo € R, (3.2)

oa # Dgf’q’ est la dérivée fractionnaires de W—Hilfer, f, g € C(J x R,R) avec f(t,z) # 0 pour
tout (t,r) € J x Ret y, € R, ¥ € C1([0,T],R) vérifie ¥'(t) > 0 pour tout t € J.

3.1 Existence de solution

Dans le lemme suivant, nous allons présenter la relation entre le probléme en question (3.1)-
(3.2) et I'équation intégrale hybride suivante

y(t) = F(t.y() {M(@(@ _w()! +Igfg<t,y<t>>} teO.T].  (33)

Lemme 2. Soit y € Ci_¢w(J,R), alors, y est une solution du probléeme (3.1)-(3.2) si et seule-
ment si y satisfait I’équation intégrale (3.3).

Preuve 19. Soit y € Ci_¢w(J,R), on suppose que y est une solution du probleme (3.1)-(5.2),
en entrant l'intégrale fractionnaire de ¥—RL aux deux cotés de I’équation (3.1), on trouve

y(t) (O -0 [ aew ) ] v
f(ty(t)) NG [j0+ f(t’y(t))]t:()_ gt y(t)), te(0,T).

Ceci équivalant a

o

v = o) {5

(W(t) — w(0) + 74 gt y(t))} .t € (0,T). (3.4)

e y(?)
C‘[j“ f<t,y<t>>Lo'

En suite, nous évaluons la valeur de C' en utilisant la condition initiale (3.2), en multipliant
Uéquation (3.4) par (¥(t) — ¥ (0))'¢, on trouve
C

(U(t) = w(0))'~*y(t) = @f(t,y(t)) + (U (1) = W) f(t, y(0) T gty (1), t € .
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3.1. Existence de solution

En remplacant t par 0, on obtient

yol'(€)
£(0,4(0))°

En mettant la valeur de C' dans l’équation (3.4), on obtient

y(t) = F(t,y(8)) m@(t)—w<o>>ffljo*f§’g<t,y<t>> , t€(0,T).

Donc y vérifie l'équation (3.3).

Inversement. Soit y € Ci_¢w(J,R) est une solution de l’équation (5.3), alors on la réécrire

comme 0
Yy _ Yo £—1 1, U
= v(t) —v(0 + T2 gt y(t)), te (0,T). 3.5
En appliquant la dérivée HD(‘)‘J’:’\D aux deuzr cotés de l’équation (3.5) et en utilisant le lemme 1.4
et le lemme 2, on obtient

v, y(t) o Yo U, — W, ,
Mg | ] = (D () - W)+ (DT g (0)
=g(t,y(t))

il Reste a vérifier la condition initiale (3.2). De l’équation (3.5), nous avons

_ 1-¢ y(t) _ Yo B 1—¢ 7, ¥

Quand t = 0, on obtient
(T(t) = w(0)) " y(t)| = o
Ce qui donne la condition initiale (3.2).

Pour prouver l'existence de solutions du probléme(3.1)-(3.2), nous avons besoin des hypo-
théses suivants sur f et g.

(H1) Supposons que f € C(J x R,R\{0}), f est bornée et satisfait les conditions suivantes
(i) la fonction v — % est continue sur R pour tout ¢ € (0,77,

(ii) il existe L > 0 tel que
lfit,z) — ft,y) <Lz —y|, teJ et =z, yeR.
(H2) Supposons que g € C(J x R, R) et qu’il existe une fonction h € C(J,R), tel que
lg(t,y)] < h(t), teJetyeR.

Théoréme 3.1. Supposons que les hypothéses (H1)-(H2) sont vérifiées, supposons aussi que
l'inégalité suivante est satisfaite

o = B

Alors le probleme (8.1)-(3.2) admet au moins une solution y dans Ch—_¢ w(J,R).

(3.6)
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3.1. Existence de solution

Preuve 20. Posons X := (Ci_¢w(J,R), |- lcy_ew), alors X est une algebre de Banach, on

définit le sous-ensemble S par
Yo ‘ [l oo (¥(T) — W(0)) <! } .

R=K

{ f(0,y(0)) L(p+1)
1l est clair que S est un sous-ensemble fermé , conveze et borné de X . On définit les deuz opérateur
A: X —>XetB:S— X par

Aylt) = f(t,(0), t€
IO 1)) S ROV
O T | YOO - ¥y (e y(s)ds, 1€ 0.7)

On récrire U'équation (3.3) sur la forme suivante

y(t) = Ay(t)By(t), y e X, teJ

S= {.%' €X: HmHCI—g,\IJ < R}
01

By(t)

Nous montrons que les opérateurs A et B satisfont touts les conditions du théoréeme 2.3, la preuve
est donnée sous les étapes suivants :

Etape 1. Montrons que A : X — X est Lipschitzien. En utilisant Uhypothése (H1)-(ii), on
obtient

(W(t) = (0))' ¢ (Aa(t) - Ay(®)| = (@ () = WO E(f(t (1) - £t y®))]
< L|(w() — w(0)" 4 (x() — (1)
< Lz —ylle,_¢ o (S, R).

Cela nous donne
[Az — Ayllc, ¢y < Lllz —ylloy ¢ o (L R). (3.7)

Etape 2. Montrons que B : S — X est complétement continu. Premiérement, montrons que
B : S — X est continue, soit y, — y dans S, alors

1By = Byl = max [(() = w(0)! ¢ (Byn(t) — By(v)

()~ W(0))
~ ted ()

¢
| 00 = 906 a5 — a5, ds.
Par la continuité de g et le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, nous avons
| Byn, — By”clig’\p(J’R) — 0 quand — oo.

Cela implique que B : S — X est continu. Deuziémement, montrons que B(S) = {By :y € S}
est uniformément borné, en utilisant ’hypothése (H2), pour tout y € S et t € J, on a

w0 - v <Byo)] < | 2o
_ 1—¢ gt
L r(\z;O)) /0 W (s) (W () = (s))"Hg(s, y(s))lds
_ 1—¢ ot

< |70, = r(i)O)) /0 V() (T (1) = ()"~ hls)ds
40 _ 1—¢ (T(t) — w(0)*

< £(0,y(0)) + [|Allos ((2) — ¥(0)) TGt 1)

S|wo | Il ((T) — (0))AEH

— 1/(0,4(0)) T(p+ 1)

21



3.1. Existence de solution

Donc,
7llo (¥ (T') — T(0)) 5+
I'(p+1) '

Troisiemement, montrons que B(S) est équicontinu. Soienty € S et t1,te € J avec t1 < ta, alors
en utilisant Uhypothése (H2); nous avons

L ) (35)

‘I’(tz w(0))'~ fo(tQ) (T(t) — (0))' *By(ty)

= [ty + S O ™ oy w) — w ot
ot + O e - wis) o
< [l v /0 ") (1) — W(5)) g, y(s) s
LSO ™ ) ) — () s (5 s
L) SO ™)) — o) i
- | BOD [ ) w) — s i)
< (02 = O [ ) ) — wsp s
= SO 1 40 gt

1l

M) 0
ST

Par la continuité de U, il résulte que
[t1 — ta| = 0, alors ’(\I/(tQ) — W(0) " By(ta) — (U(t1) — U(0) " By(t1)| — 0.

D’apres le théoréme d’Arzela-Ascoli B(S) est relativement compact, donc il est complétement
continue.

Etape 3. Montrons Uimplication : y = AyBx = y € S, pour tout = € S.

Soienty € X et x € S tel que y = AyBz, en utilisant 'hypothése (H2) et la bornitude de f, pour
tout t € J, nous avons

(W (1)~ w(0))'~Ey(0)] = | (w(t) — w(O)' < Ay(t) Ba(y)|

v — wiomie (1) — ¥(0)) (1)
= - woop s, pten { 2O Q)
1 t

* 5 /. ws)(w)—ms)w—lg(s,x(s))ds}

¢ ot
< 1| s 2|+ e [ e - v gt |

_ 1-¢ gt
= K{‘f(o,y;)(()))‘ + 0 p(igo)) | V()(T() - V()" th(s)d }
Yo (T(t) = T(0)*~H Il
<{|ralemy | * R )
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3.2. Estimation sur la dérivé de U—Hilfer

Donc,

=R.

_ p—E+1
£(0,2(0)) [(p+1)
Cela implique que y € S.
Etape 4. Prouvons que aM < 1 ot M = sup {||Byllc,_ : y € S}. D’apres Uinégalité (3.8),
nous avons

(T(T) — w(0)*~+|Allo

M =sup {||Byllc, oy iy € S} [(u+1)

= ‘f(O,y 5(0))‘ *

De linégalité (3.7), nous avons un a = L donc en utilisant la condition (3.6), on obtient
_ p—E&+1
SR (N s B
£(0,5(0)) I(p+1)

Finalement, toutes les condition du théoréme 2.3 sont remplies, par conséquent, l’équation y =
AyBy a un solution dans S, d’apres le lemme 2, le probleme (3.1)-(3.2) admet au moins une
solutions dans s.

3.2 Estimation sur la dérivé de V—Hilfer

Théoréme 3.2. Soient m € Ci_¢w(J,R), t1 € (0,T], tel que m(t1) =0 et m(t) <0, pour tout
t € (0,t1), alors HDSJ';V’\IIm(tl) >0.

Preuve 21. Définissons la fonction Mg(.) : J — R comme suit

M\p(t)_/o W (5)(T(t) — U(s)) Sm(s)ds, ¢ J.

Soit h > 0 tel que 0 <ty — h < t1, nous avons alors

t1

My(t)) — My(ty — h) = /0 U (s)(T(t) — W(s)) Cm(s)ds

1—h
- /0 U (5)(U(t — h) — T(s))~Sm(s)ds
t1—h
= [ v {we) - vy - @ =) - ¥ s
+ /t :ih W () (W) — U(s))Sm(s)ds.
Posons heh
B [ W) {w0) = w6 = (w0 = 1) = 9) Y m(s)as.
et
= / () (T(t) — U(s)) Em(s)ds.
t1—h
Alors,

M\I/(tl) — M\p(tl — h) =1+ Is. (39)

Puisque £ > 0 et U est un fonction croissante, nous avons

0 < (U(t; —h) —U(s)) < (T(t1) —W¥(s)  <0pour 0<s<t;—h<t
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3.2. Estimation sur la dérivé de U—Hilfer

Cela donne
(U(t1) — W(s)) ™S = (W(ty —h) —V(s)) S <0 pour 0< s <ty —h <t
Par Uhypothése m(s) <0, s € (0,t1) et le fait que ¥'(s) >0, s€ J, on a
U'(s) {(\Il(tl) —W(s))¢ — (U(ty — h) — \I/(s))_g} m(s) >0 pour 0<s <ty —h<t.
Cela implique que Iy > 0, par conséquent, l’équation (3.9) se réduit a
My(t1) — My (t1 — h) > Is. (3.10)

Puisque (U(t) — ¥(0))!=$m(t) est continue sur J, il existe une constante K(t1) > 0, telle que
pour tout 0 <t;1 —h <s<ty, ona

K (h) (0 — 5) < ((t1) — W(0))Em(tr) — ((s) — W(0))'Emls) < K(t1)(t — 5).
Par Uhypothése m(t1) =0, pour 0 < t; —h < s < t1, nous avons
CK () (0 — 5) < —(B(s) — W(0))Em(s) < K(t1)(t1 — s).

Cela donne
(U(s) —W(0) ! Cm(s) > —K(t1)(t1 — 5),0 <ty —h < s < t. (3.11)

D’apres Uinégalité —K (t1)(t; — s) > —K(t1)h, on a
(T(s) — W(0) " Cm(s) > —K(t1)h,0 <t; —h < s < ty.

Cela implique

W' (5)(U(t1) — W(s))"Sm(s) = =K (t)h W (s)(W(t1) — W(s))"*(¥(s) = w(0)*".  (3.12)
Comme W est croissante, pour 0 < t; —h < s < ti, on a

U(t; —h) < U(s) < U(t)), s€ (t1—hty)

Comme £ <1, on a

(T(t; —h) —0(0)5 > (U(s) — W(0)* L > (W(ty) — (0)5 1,5 € (t1 — h, ty). (3.13)
D’apres les inégalités (5.12) et (3.13), on trouve

U'(s)(U(tr) — W(s))"*m(s) > —hK ()W (s)(¥(t1) — U(s))"*(U(ts — h) — ¥(0))*".

En intégrant l'inégalité précédente de t1 — h a t1 et en utilisant la définition de Iz, on obtient

Iy > —hK(t)(¥(t; — h) — (0))5! /t lh V() (W(t1) — U(s))"“ds

o1 (W(t) — Uty —h)*!
1-¢ '

> —hK(t)(¥(t — h) — ¥(0)) (3.14)

A partir des inégalités (3.10) et (3.14) on a

M\p(tl) — M\p(tl — h)
h

> —K(t)(¥(t; — h) — T(0))5 (W(t1) — f,(tlg_ m)—¢

On fait h tend vers 0, on obtient

[San] >0
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3.3. Inégalités différentielles hybrides avec la dérivée W-Hilfer

Puisque V'(t1) > 0, en utilisant la définition de My on a

[\If’l(t)ci <r(11— £) /ot V() - qj(s)>_§m(s)ds>]t:tl =0

Cela donne

H oo, U | v(-p),w 1 d (1—v)(1—p), @
Dy m(tr) = [«70+ ! (\If’(t)dt) Jo+ g m(t)]ttlz(l

Ce qu’il fallait démontrer.

Théoréme 3.3. Soient m € Ci_¢w(J,R et t; € (0,T], tel que m(t1) =0 et m(t) > 0 pour tout
t € (0,t1), alors ADL ' m(t1) < 0.

Preuve 22. La démonstration se fait de méme méthode que celle du théoréme 3.3.

3.3 Inégalités différentielles hybrides avec la dérivée V-Hilfer

Théoréme 3.4. Soit f € C(JxR,R\{0}), g € C(J xR, R), supposons que l’hypothése (H1)(i)
est vérifiée, soient y, z € Ci_¢ w(J,R) telles que

Hpp.r¥ [W] < g(t,yt), te(0,T]. (3.15)

Hppor¥ [ ] > g(t,2(t)), te(0,T). (3.16)

f(t,2(1))
et l'une des inégalités est stricte, alors
(T(t) = T(0))' " *y(t) =0 < (T(t) — ¥(0))' 42 (t) =0,

implique que
y < z dans Cr—¢ w(J,R).

Preuve 23. Supposons que la conclusion du théoréme ne soit pas vraie , en utilisant la continuité
de (U(t) — W(0)) =Sy(t) et (¥(t) — W(0))C2(t) surJ, il existe t; € (0,T], tel que

(U(tr) = w(0)' " y(tr) = (¥(t1) — ¥ (0))'*=(t).

FEt
(W(t) = W(0)) Sy(t) < (U(t) — ¥(0))'C2(t) t € [0,1).
Cela donne
y(t1) = z(t1) et y(t) < z(t), t € (0,t1). (3.17)
Définie ® ®
oyt . __Z t
YO= Ty 7Y Feawy 12O

Puisque Y, Z € Ci1_¢w(J,R), en utilisant les relations dans léquation (3.17) et I’hypothése (H1)-
(i), on obtient
Y(t))=2Z(t) et Y(t) < Z(t), t € (0,1).

Posons m(t) =Y (t) — Z(t), t € (0,T], on a alors m € Ci_¢ w(J,R) et

m(t1) =0 et m(t) <0, t € (0,t1).

25



3.3. Inégalités différentielles hybrides avec la dérivée W-Hilfer

H/D)L,U7\Ilm(t ) > “
0+ - .

Cela implique que
Hpp ¥y (t) >H DY Z ().

Par linégalité (3.15), en supposant que l'inégalité (3.15) est stricte on obtient
g(tiy(t) =7 DEPYY (1) 27 DYV Z(h) > g, 2(t)).
Ceci est une contradiction avec le fait que y(t1) = z(t1), nous avons donc
y < z dans Ci_¢ w(J,R).

Théoréme 3.5. Supposons que les condition du théoréme 3.4 soient vérifiées avec les inégalités
(8.16) et (3.15) ne sont pas strictes, supposons de plus qu’il existe un nombre réel L > 0, tel que

I Z2

f(ta xl) B f(ta$2)

g(t,x1) —g(t,xe) < L < > , eiteJ. (3.18)

Pour tout x1,x9 € R, avec x1 > 3, alors
(W(t) — (0) " y(t)]i=o < (U(t) — U(0))' " 2(t)|¢=0.

Implique que
y <z dans Cr_¢ w(J,R).

Preuve 24. Soit € un nombre réel strictement positif fizé, nous avons

) =) g oormw) - w(o)), te (0,7). (3.19)

f(tz(8)  f(t2(t))
Ou E,(-) est la fonction de Mittag-Leffler, ceci implique que

z(t) - z(t)
[t ze(t) ~ [t 2(t)

En utilisant Uhypothése (H1)(i), on trouve

ze(t) > z(t), t € (0,T]. (3.20)
On définit les fonctions Z(.), Z(.) : J — R par

ze(t)
f(t) Ze (t))

Alors l’équation (3.19) peut étre prendre la forme suivante

Z, = et 7(t) = Uy e (0,1

Ze(t) = Z(t) + B (2L(T(t) — T(0))"), t € (0,T).

En appliquant HDgf’\P aux deux cotés de 'équation ci-dessus et en utilisant 'inégalité (3.16), on
obtient

HDEY Ze(t) =M DR 2(1) +1 DR B, (2L(T (1) - W(0)))
> g(t, 2(t)) +H DYV eBL (2L (1) — W(0))M). (3.21)
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3.3. Inégalités différentielles hybrides avec la dérivée W-Hilfer

D’apres le remarquel.4, on obtient

o0 _ K
DY B, (2L(W () — W(0))") =" DY { > KzL(q}(f}m : <10>) ! }
K=0

_i 2KLK  T(Kp+1)
_K: D(Kp+1)T(Kp+1—p)

(T(t) — w(0)) H"

0 2K+1LK+1 B
B Kzzo D(Kp+p—p+1) (¥(®) = 2O
=2LE,(2L(V(t) — ¥(0))"). (3.22)
L’inégalité (3.21) se réduit donc a
HDgf’\PZe(t) > g(t,2(t)) + 2LeE, (2L(V(t) — ¥(0))"), t € (0,T]. (3.23)

En utilisant la condition sur g donnée en (3.18) et en utilisant [’équation (3.19) on a

ot (0) = 9lt.2(0) < L| 5"~ T
< LeE,(2L(U(t) — W(0)*), t € J. (3.24)

En substituant 'inégalité (3.24) dans l'inégalité (3.23), on obtient
HDgf’\IJZE(t) > g(t, ze(t)) — LeE, (2L(Y(t) — ¥(0))") + 2LeE, (2L(V(t) — ¥(0))*)

> g(t, 2e(t)) + LeE,(2L(¥(t) — (0))")

> g(t; z(t))-

Donc,

Hppow¥ [f(ffzt))] > g(t,z(t)), t € (0,T].

De l'inégalité (3.20), nous avons
(W(t) — W(0))' et mo > (¥(0) — W(0))E5(0) o

Par hypothése
(W(t) = W(0)' " 2(t)]i=0 > (¥(t) — ¥(0))" " y(t)|i=0.
Donc,

(U(t) = 0(0))  2e(t)r=0 > (W(t) = ¥(0))"*y(t)]e=o. (3.25)
Appliquant le théoréme 3.4 avec z = z., la condition (3.25) implique
y < ze dans Cr—¢ w(J,R). (3.26)
En prenant € — 0 dans l'équation (3.19) et en utilisant ’hypotheése (H1)(i), on trouve

lim z(t) = 2(t). (3.27)

e—0

par utilisation de (3.27), on obtient

i 2l =l § e (9(0) = 00" ~4J(0) = 0) | = .

Cela donne lime_,0 ze = z dans C1_¢ w(J,R) par conséquent, Uinégalité (3.26) se réduit a y < z
dans Ci_¢w(J,R).
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3.4. Solution maximale et minimale

3.4 Solution maximale et minimale

Dans cette partie, nous démontrerons ’existence de solutions maximales et minimales pour
le probléme (3.1)-(3.2) dans l'espace C1—_¢ w(J,R).

Définition 3.1. Soit r : J — R une fonction de Ci_¢ w(J,R), 1 est dite solution minimale du
probleme (3.1)-(3.2) si pour toutes solution y € Ci_¢w(J,R) de (3.1)-(3.2), on ay < r dans
Ci—¢w(J,R).

Définition 3.2. Soit ¢ : J — R une fonction de C1_¢w(J,R), q est dite solution minimale du
probleme (8.1)-(3.2) si pour toutes solution y € Ci_¢w(J,R) de (3.1)-(3.2), on ay > q dans
Ci—¢w(J,R).

Soit € > 0, considérons le probléme hybride suivant

HDgf’\P [f(ty,(yt()t))} =g(t,y(t)) +e€ te(0,T]. (3.28)
(T(t) = U(0))" " *y(t)l=0 = yo + € € R. (3.29)

Théoréme 3.6. Supposons que les hypothése (H1)-(H2) et la condition (3.6) sont vérifiées, alors
pour tout € > 0 suffisamment petit, le probleme (3.28)-(3.29) admet au moins une solution dans

Ci—¢w(J,R).
Preuve 25. Par la condition (3.6), il existe eg > 0 tel que

{‘ Yo + € ‘ ([17][oc + €)(¥(T) — ¥(0))*
£(0,%(0)) C(p+1)

En suivant les mémes étapes que la preuve du théoréme (3.1), on peut facilement prouver l’exis-
tence de solution du probléme (3.28)-(3.29).

}<1, 0 < e < g

Théoréme 3.7. Supposons que les hypothése (H1)-(H2) et la condition probléme (3.6) sont
vérifiées, alors pour tout € > 0, le probleme (3.1)-(3.2) admet au moins une solution mazimal

dans C1—¢,w(J,R).

Preuve 26. Soit {e,}72, une suite réelles décroissante positives telle que lim,_ o €, = 0 et €
satisfait l'inégalité

{‘f@/a b ‘ i Ul + YD) O,

Tlatd) (3.30)

Comme €, < €y pour tout n € N*, il en résulte et que

{’ y0+6n
f(0

Donc, le théoreme 3.6 garantit 'existence de solutions r(- ,€,) € Ci—¢ w(J,R) du probleme suivant

(|7 ]loo + €) (W(T) — ¥(0))*
L(p+1)

} < 1, pour tout n € N*.

v, t —

(T(t) — W(0) Cy(t)li=0 = yo + €n € R.

De (3.31), il résulte que

Hppow¥ [M] > g(t,r(t,e,)), te(0,T).
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De plus, toute solution v € C_¢ w(J,R) du probleme (3.1)-(5.2) satisfait
H oy, ¥ u(t) ]
D Y < g(t,ult), te(0,T).
0+ [f(t,u(t)) ( ( )) ( ]

d’apres le théoréeme (3.4), la condition
(T(t) = L(0)"ult)l=0 = yo < yo + en = (L(t) = L(0))'*r(t, en)i=o.
implique
u < r(-, €,) pour tout n € NU{0} dans Ci_¢w(J,R). (3.32)
Soit r(t,e1) et r(t,e2) les solutions de (3.31), on a alors

Hopw | T(te) ]
Dng _f(t,’l"(t, 61))_ = g(t,T(t, 61)) +e

> g(t,r(t,e1)) + €2

Hopw | Tt e) ]
D _rhe) | |
o _f(tﬂ"(t, 62))_ - g( ’T< 762)) + €2

et
(W(t) — (0) " r(t 1) |tmo = yo + €1 > yo + €2 = (V(t) — T(0)) 5 (¢, e2)|¢=0.

En appliquant le théoréeme 5.4, nous avons
r(-,e1) > (-, e) dans Cr_¢w(J, R).

On en conclut que r(- , €,) est une suite bornée inférieurement et décroissante dans Ci_¢ w(J,R),
donc, elle est convergente, soit r € Ci_¢ w(J,R) tel que

(- s en) = 7()lloy_c.y — 0 quand n — oo.

(T(t) = w(0)5r(t) = lim (V(t) — U(0) " 5r(t,en),t € J. (3.33)

n——ao0
Nous montrons que la convergence dans (3.33) est uniforme sur J , pour cela il suffit de prouve

que la suite {(\IJ() = \I/(O))l_gr(~,en)} . est equicontinue sur J, soit t1,ta € J, avec t; > to.
n>
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‘(‘I’(tl) —W(0))" " (ty, €n) — (W(t2) — W(0)) Sr(ta, en)

Yo + €n ((t1) — ¥(0)¢
0,7(0,€,)) [(p)

[ v - wor o ris. ) + en>ds}

(b 6n)

|ttt e { pden sy L BOP ™ a5 0) — w0 + s

= [ ttnrtt, oy { it L BOPE % ) ) — () st + )

|tttz { ot DO IO [ ) 0) — (o) gl + ol

|ttty { 2t O BOPE [ g5y ) — () gl + o
([ (0 —v0) |

% —U(s))" (g(s,r(s,€ €n)ds
s + T [P0 (0(02) = 95 gt r(sv60) + )
< 1S, 701, e0)) = S0z, 7(03,0)) |

. 1-¢ t1
(W(t1) — ¥(0)) /0 W (s)(W(t1) — W(s)* L(|lg(s, (s, €n))] + en)ds}

{reoey

IN(D)
_ 1-¢§ rta
(e e { IO [ w g w(00) = sl s ) + s
— 1-¢ rt2
- (L BOLZ [P (s)waa) = W) s o) + ).

En utilisant Uhypotheése (H2), nous avons (|g(t,r(t,€n))|+€n < ||h]|lcc +€n,t € J, par conséquent,
a partir de linégalité ci-dessus, on obtient

(U (t1) = W(0)) 57 (tr, €n) — (V(t2) — V(0)'~5r(te, )

€n ~ T €n — pt+1-¢
< 71,60~ For(en| |y |+ o O

_l’_

. U(t) = P(0)AF178 W(ty) — ‘1’(0))““_5}
+ K*(||h]|co + €n — . 3.34
(Il +e0) § 2D o (3.3)
O1
K*=  sup  |f(t,r(t en))l-
(t,y)eJX[—R,R]
Puisque f est continue sur ’ensemble compact J x [—-R, R], on a
’f(tl, T’(tl, en)) — f(tg,?"(tg, En))‘ — 0 quant ‘tl — tg’ — 0. (3.35)

Uniformément pour tout n € N* en utilisant la condition (3.35) et la continuité de fonction W
dans l'inégalité (3.34) on obtient

(T(t1) — W0 5r(t1, €0) — (U(ta) — W(0))1 4 (ta, €n)| — 0 comme |t — ta| — 0.
Cela preuve que {(¥(t) — ¥(0))4r(t,e,)} est equicontinue et donc (¥(t) — U(0))1~¢r(t,e,) —

(U (t) — W(0))1=¢r(t) converge uniformément sur J, nous prouvons que r € C1_¢ g (J,R) est une
solution de (3.1)-(3.2), puisque 7(- ,€,) € Ci_¢.w(J,R) est une solution de (3.31), nous avons

r(ten) = Fltr(ten)) {W(@(t) W(0) 4+ T (gt en) + en>} e (0.1],
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En utilisant la continuité des fonction f et g et en prenant la limite comme n — 0 dans [’équation
ci-dessus, nous obtenons

r(t) = F(t, (1)) {mi?(o))m) W)+ T, r<t>>} e (0.1).

Ainsi, r(t) est une solution de (3.1)-(3.2), d’apres l'inégalité (26), on trouve que u < limg, o
dans Ci_¢ w(J,R), donc v < r dans Ci_¢ w(J,R), finalement, le probleme (3.1)-(3.2) admet une
solution mazximale dans Cy_¢ w(J,R).

3.5 Théorémes de comparaison

Théoréme 3.8. Supposons que les hypothése (H1)-(H2) et la condition (3.6) sont vérifiées,
supposons qu’il existe une fonction u € Ci_¢ w(J,R) telle que

HDgf‘P [f(f(;Et)J <g(t,u(t)), te(0,7), (3.36)
(W(t) — (0)' " u(t)]=0 < o (3.37)

Alors,
u <7 dans Ci_¢w(J,R),

ot r est une solution mazximale du probléeme (3.1)-(5.2).

Preuve 27. Soit € > 0 un nombre réel suffisamment petit, d’apres le théoreme(3.7), le probléme
(3.28)-(5.29) a au moins une solution que 'on note r(- ,€) € Ci_¢ w(J,R), de plus, la limite

(T(t) — T(0)4r(t) = lim (W (t) — W(0))1~4r(t,€), (3.38)

e—0

est uniforme sur J ou r € Ci_¢w(J,R) est une solution mazimale du probleme (8.1)-(3.2),
comme r(t,€) est une solution de (3.28)(3.29). Donc

H v, T(tv 6) _ r €
Dyt [f(t,r(t, E)J =g(t,r(t,e)), te(0,T]. (3.39)
(U(t) = U(0))' *r(t, €)li=0 = yo + € € R. (3.40)
Alors,
Hppow¥ [f(;(f(f)e))} > g(t,r(t,€), te(0,T). (3.41)
(T(t) — W(0) 5r(t, €)|i=0 > 3o € R. (3.42)

D’apres les équation (3.37) et (3.40), nous avons
(T () = W(0) ~*r(t, e)li=o > (¥(t) — T(0))'4u(t)|i=o- (3.43)
En appliquant le théoréme (3.4), d’aprés les inégalités (3.36), (3.39) et (3.43), on obtient
u <r(-€) dans Cr_¢ w(J,R).
En prenant la limite e — 0 de linégalité ci-dessus et en utilisant [’équation (3.38), on obtient
u <7 dans Ci_¢w(J,R).

La preuve du théoréme suivante concernant la comparaison minimale de solutions se fera de
méme analogue que celle du théoréme 3.9.
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3.6. Unicité de la solution

Théoréme 3.9. Supposons que les hypothése (HI1)-(H2) et la condition (3.6) sont vérifiées,
supposons qu’il existe une fonction v € Ci_¢ w(J,R) telle que

Hppow¥ {f(:(jzt))} > g(t,v(t)), te(0,T]. (3.44)
(W(t) — w(0)' %0 (t)]i=0 > yo. (3.45)

Alors,
q < v dans Cy_¢w(J,R).

ot q est une solution minimale du probléeme (3.1)-(3.2).

3.6 Unicité de la solution

Dans le théoréme ci-dessous, nous démontrons que le probléme (3.1)-(3.2) a une solution
unique via le théoréme 3.9.

Théoréme 3.10. Supposons que les hypotheése (H1)(H2) et la condition (3.4) sont vérifiées,
supposons qu’il existe une fonction G : J x R — R telle que

g(ty1) —g(ty2) <G (t, f(zlyl) — f(ffyg)> ., te(0,T). (3.46)

Pour tout y1, y2 € R avec y1 > yo. St la fonction identiquement nulle est la seule solution du
probléme suivant

IDg m(t) = G(t,m(1)), ¢ € (0, 7]
(T(t) = W(0))~*m(t)]e=o = 0.
Alors, le probleme (3.1)-(3.2) a une solution unique.

Preuve 28. D’aprés le théoréme 8.1, le probleme (3.1)-(3.2) a au moins une solution en Ci_¢ w(J,R),
supposons que uy et us sotent deux solution du probleme (3.1)-(3.2) avec ui > ug dans Cy_¢ w(J,R),
définissons la fonction m : (0,T] — R par

_owmt) ue()
0= Fn@) w0
En vertu de Uhypothése (H1)(i), on obtient
m > 0 dans Ci_¢ w(J,R). (3.47)

En utilisant l'inégalité (3.46), on obtient

Hopyu ¥, o i oy | () ] g e [ ua(t)
Do m(t) =7 Dot [f(t,ul(t))] 0 [f(t,w(t))]
w(t)  u(t)
=G (t’ fu®) 7 u2<t>>>
— G(t,m(1)).

On a aussi



3.6. Unicité de la solution

Donc,
{Hl)g’f’qjm(t) < G(t,m(t)), te(0,T) (3.48)
(W(t) — W(0)Em(t)]io = 0. |
Comme la fonction identiquement nulle est une solution maximale de
{HDgf’\I’m(t) = G(t,m(t)),t € (0,T) (3.49)
(T(t) = 0(0))'~*m(t)|e=o = 0. '

En appliquant le théoréme 3.9 auz probleme (3.48) et (3.49) avec f(t,x) =1, g=G et yo =0,
on obtient
m < 0 dans Ci—¢ w(J,R). (3.50)

léquation (3.50) est en contradiction avec ’équation (3.47), ainsi nous avons u; = us dans

Ci—¢w(J,R).
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Conclusion

Nous avons donné dans ce mémoire dans un premier temps une petite introduction sur le
calcul différentielle fractionnaire notamment les concepts de base des intégrales et des dérivées
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Hilfer, puis on a étudié I'existence de solutions,
de solutions minimales et de solution maximales d’une classe d’équations et d’inéquations diffé-
rentielles fractionnaires. on a traité également d’autres résultats tels que les estimations et les
théorémes de comparaison.
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