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3.2.2  Etude du deuxiéme exemple



Introduction

La résolution numérique des équations aux dérivées partielles occupe une place trés im-
portante en ingénierie, en finance et en mathématiques appliquées.
Il existe plusieurs techniques de résolution numérique des équations aux dérivées partielles
tel que les différences finies, les éléments finis, les volumes finis et les méthodes spectrales.

Dans ce travail, on se propose d’appliquer la méthode des volumes finis pour résoudre
quelques equations aux dérivées partielles.

Dans le premier chapitre, on donne quelques notions fondamentales sur les équations aux
dérivées partielles semi-linéaires d’ordre 2 sur le plan, on rappelle leurs classification et on
introduit la notion de courbes caractéristiques qui permettent la réduction au forme stan-
dard de ces EDP. On donne quelques théorémes fondamentaux du calcul vectoriel tel que le
théoréme de Green et le théoréme de divergence.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente la méthode des volumes finis en 'appliquant a la
résolution de I’équation de transport sur R et ’équation de la chaleur sur R et sur R2.

Dans le dernier chapitre, en utilisant I’environnement MATLAB on simule numériquement a
I’aide de la méthode des volumes finis deux types d’équations aux dérivées partielles étudiées
dans le chapitre précédent.



Chapitre 1

Généralités sur les équations aux
dérivées partielles

1.1 Classifications des edp semi-linéaires du second ordre
sur le plan

On commence cette section par donner quelques définitions voir [1]

Définition 1.1.1. On appelle équations auz dérivées partielles semi-linéaire du second ordre
sur R? toute équation qui s’écrit sous la forme :

d%u 0*u 0*u ou Ou
a(x7y>@+2b(xay)ax—ay+c(x7y)a_y2 :F<x7y7u7%7a_y) (11)

ol a,b, c sont trois fonctions définies sur un ouvert de R? et F une fonction définie sur un
ouvert de R®

Définition 1.1.2. On pose A(z,y) = b*(z,y) — a(z,y)c(x,y) alors on a les définitions
survantes :

1. Si Az, y) > 0 sur un domaine Q de R* alors I’équation (1.1) est dite hyperbolique sur
Q

2. 8i A(z,y) = 0 sur un domaine Q de R? alors I’équation (1.1) est dite parabolique sur
Q

3. Si A(z,y) <0 sur un domaine Q de R? alors 'équation (1.1) est dite elliptique sur €
Exemple 1.1.1. Soit o € R*, considérons [’équation :

0?u 0%u
EEr 12)

On aa(z,y) =1, b(z,y) =0 et c(z,y) = —a? donc A(z,y) = a® > 0 sur R? donc l'équation
(1.2) est hyperbolique sur R? elle est connue en physique sous le nom d’équation des ondes.
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Exemple 1.1.2. Soit A € R*, considérons [’équation :

ou 0*u
=N 1.3
ot 0x? (1.3)
On aa(z,y) =0, b(z,y) =0 et c(z,y) = —A? donc A(x,y) = 0 sur R? donc l'équation (1.3)

est parabolique sur R? elle est connue en physique sous le nom d’équation de la chaleur.

Exemple 1.1.3. Considérons I’équation :
0?u N 0%u
or?  Oy?

On a a(z,y) =1, b(z,y) =0 et c(z,y) = 1 donc A(z,y) = —1 < 0 sur R? donc l'équation
(1.4) est elliptique sur R? elle est connue en physique sous le nom d’équation de Laplace.

~0 (1.4)

1.2 Courbes caractéristiques et probléme de Cauchy

Définition 1.2.1. On appelle probléme de Cauchy relativement a une courbe réguliére ~y :
x=¢(t),y =(t) le systéme suivant :

(o) S+ o) el 5 = P (0 5 5
u(é(0), (1) = wol?) (15)

O 5(0), (1)) = wolt)

ou ug,vy sont deux fonctions données.
Définition 1.2.2. Les courbes caractéristique du probléme (1.1) sont les courbes réguliéres
de R? v :x = ¢(t),y = (t) qui annulent

¢'(t) v'(t) 0
A(t) = 0 ¢'(t) V(1)
a(@(t), (1)) 2b(a(1), ¥(t)) c(o(t), ¥(t))
= c(¢(t), v (1))[¢' (1) — 2b((t), ¥ (1))[&' ()0 ()] + alp(t), (1) [ (1))

Définition 1.2.3. Une courbe réguliere de R* v : x = ¢(t),y = () n'est pas caractéristique
en aucun point si pour tout t de son domaine de définition on a

A(t) = c(¢(t), v (1))@ ()] — 2b(6(t), (1)) ¢ (1)1 ()] + al(o(t), ¥ (t) [ ()]* # 0
Le théoréme suivant caractérise les courbes caractéristiques de ’équation (1.1) :

Théoréme 1.2.1. 1. Si la fonction a n’est pas identiqguement nulle, les courbes caracté-
ristiques de l’équation (1.1) sont les solutions de l’équation différentielle :

a(x,y) (Z—z) - 2b(x,y)§—i +c(z,y) =0 (1.6)
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2. Si la fonction ¢ n’est pas identiquement nulle, les courbes caractéristiques de l’équation
(1.1) sont les solutions de l’équation différentielle :

c(x,y) (j—i) — 2b(z, y)% +a(z,y) =0 (1.7)

3. Si les fonctions a et ¢ sont identiquement nulle ; les courbes caractéristiques de ’équa-
tion (1.1) sont les droites x = cte et les droites y = C'te.

On donne quelques exemples

Exemple 1.2.1. Soit I’équation

0*u 0%u
V'— —1*— =C
ox? 0y?
On a A(z,y) = b*(z,y) — a(z,y)c(x,y) = 2*y* > 0, donc cette équation est hyperbolique sur
R2—{z=0 Vv y=0}
Les courbes caractéristiques sont les solution de l’équation différentielle

dy 2

2 2

— | —x*=0.
y (dm) o

Un simple calcul nous donne deux familles de courbes :
24yt =Creta—y =0C 00Cy,Ch R

Exemple 1.2.2. soit
0? 0%u 0%u

207U 2
242 =0
T or? * xy@:c@y +y Oy?

On a Az, y) = b*(x,y) — a(z,y)c(z,y) =0, donc cette équation est parabolique sur R
Les courbes caractéristiques sont les solution de l’équation différentielle

dy 2 dy
2 2F —9 il 2: )
x (dm) a:y(dm)er 0

Un simple calcul nous donne les courbes y = Cx ou C € R

1.3 Réduction a la forme standard

On commence cette section par la proposition suivante :

Proposition 1.3.1. Le type hyperbolique, parabolique ou elliptique de ’équation (1.1) reste
mvariant apres un changement de systeme de coordonnées.



Démonstration. Soit le changement de variable X = ¢(z,y), Y = ¢(x,y) tel que :

0X 0X
dr Oy | 0X9Y OX9Y
oY Y| or oy oy ox
or 0Oy

On pose u(z,y) = a(X,Y), on obtient

@— 82€L a_X 2+2 8212 a_Xa_Y+@82X+@ a_Y 2+%a2_y
or2  0X2 \ Oz 0X0Y Ox Ox 00X 0z%2  0Y?2 \ Ox oY 0x2

Qu_ a (0X\' L Pu OXOV | 010X 0% (0V\?, 0udY

oy 0X2 \ Oy 0XoY dy oy 0X 0y? 0Y? \ Oy aY 0y?
O _ PaOXOX | (0XOY OXOVY  0n X 0wovOY | 0u 0V
oxdy  0X20x oy OXOY \ 0z Oy Oy Ox 0X 0x0y  0Y?20x Oy  OY 0xdy
On pose

0X\? 0X 0X 0X\?
A(z,y) = a(z,y) (%) + 25(%9)%% + c(x,y) (8_y>
0X oY 0X oY 0XoY 0X oY
B(z,y) = a(%y)%% +b(z,y) {Ty% + %a—y} + C(Ia’y)a—ya—y
oY \? oY dY oY \?
C(z,y) = a(z,y) <$> + b(%y)%a—y + c(z,y) <8_y)

Un simple calcul nous donne
B?* — AC = J*(b* — ac)

ce qui achéve la preuve de la proposition. O

1.3.1 Réduction a la forme standard d’équations hyperboliques

Théoréme 1.3.1. Soient ¢1(x,y) = ki et ¢o(x;y) = ko les deux familles de courbes carac-
téristiques d’une équation hyperbolique.
En posant X1 = ¢1(x,y) et Xo = ¢o(x,y) cette équation deviendra

d*u du Ou
= —, U, X, X
8X18X2 G(XI’XQ’,U/’ 1 2>

Et en posant Y| = X1+ Xs et Yo = X1 — X5 elle deviendra

o’u  Pu - <8u ou )

gu 2l _ g (& Y,
aylg 8Y'22 Y17Y27u7 1, 12



Exemple 1.3.1. On considere l’équation

0*u 0?u 0?u ou
) — sin?(z)— — =
02 Cos(x)ﬁxﬁy sin’ (@ )3y +sin(z )(93/ 0

(1.8)
On a a(x,y) =1, b(x,y) = —cos(z) et c(x,y) = —sin*(x), donc les courbes caractéristiques
sont les solutions de ’équation différentielle :

dy\? d
<_y) + 2cos(x)d—y —sin’(x) = 0

dx €T

dy dy .
donc i —cos(z) — 1 ou = cos(z) + 1 d’ou

y+sin(z) +x = Cy ouy +sin(x) —x = Cy
On pose
X =y+sin(z)+ 2
{ Y =y+sin(z) —x

et u(z,y) =u(X,Y) Alors :

0X 0X
%—cos(as)+1 8_y_1
oY oY
a—x—cos(x)—l 8_y_1
Donc p 9 i
u U U
— = (cos(x) + 1) ax T (cos(z) — 1) 3w
ou @ ou
dy 0X 0Y
De méme
0%u ) ou  ou , 0% 5, 01 0%
a2 = (@) (a_X * a_y) (cos(a) +1)" g + (eos(e) = 1) g 2 c0s*(0) = 1) i
Pu  0*u  0*u 021
= + o
dy>  0X?2  0OY? 0XaoY
0%u R 0% 0*u
920y = (cos(z) +1) — e + (cos(x) — 1) 72 + QCOS(I)aXaY
Ce qui donne
0?u 0*u o, OPu . Ou 0?1
i 2cos(x)axay — sin (95')8—y2 + Sm(:c)a—y = doxoy 0
Donc la forme standard est
o’u
0XoYy

10



En intégrant cette derniere équation on obtient
u(X,Y)=F(X)+G(Y)
D’ot la solution générale de ’équation (1.8) est
u(z,y) = F(y + sin(z) + z) + G(y + sin(z) — x)

Ou F et G sont deux fonctions arbitraires.

1.3.2 Reéduction a la forme standard d’équations paraboliques

Théoréme 1.3.2. Soient ¢(x,y) = ¢ la famille de courbes caractéristiques d’une équation
parabolique.

D(X, X
En posant X1 = ¢(x,y) et Xo une variable indépendante de Xy c-a-d H # 0 alors
T,y
cette équation deviendra
0% ou ou
— =G —,—,u, X1, X
8X22 (XlaXQaua 1, 2)
Exemple 1.3.2. On considére l’équation
0%u 0%u 0%u
42 =0 1.9
¥ o + $y8x(9y +y Oy? (1.9)

On a a(z,y) = 22, b(z,y) = xy et c(z,y) = y*, donc les courbes caractéristiques sont les
solutions de l’équation différentielle :

dy 2 dy
2 et 2 el 2:
x(dx)—l—xydany 0
d’ou
dy _y
dr =z

. L, )
On trouve une seule famille de courbes caractéristiques = = C'
x

On pose

et u(z,y) =u(X,Y) Alors :

0X y X2 9xX 1 X
ox 22 Y oy x Y
oY )4

T -0 =1

ox Jy



Donc
ou__X*0u
or Y 0X
ou_ X 0u 0u
dy Y OX Y
De méme
Pu  X* 0% N X3 9u
or2  Y20X?2 TY?20X
Pu  X? 0% N %1 N X 9%
oy?  Y20X2 9Y? Y O0XoY
Pu X0 X?o0u  X? 0%
oxdy  Y?20X2 Y20X Y 0XOY

Ce qui donne

1:2@ + 2xy Ou + y282u = 2@ =0
Ox? 0xdy dy? 0Y?
Donc la forme standard est
oY?

En intégrant cette derniere équation on obtient
w(X,Y)=YF(X)+GX)
D’ot la solution générale de ’équation (1.9) est
) Y
=yF(=)+G(=
uz.y) =y +G(Y)

Ou F et G sont deux fonctions arbitraires.

1.4 Théorémes fondamentaux du calcul vectoriel

On commence cette section par le théoréme de Green voir [2]

1.4.1 Théoréme de Green

Le théoréme de Green exprime l'intégrale de contour d’une simple courbe fermée C en
termes de la double intégrale de la région bidimensionnelle R délimitée par C' .

Théoréme 1.4.1. Soit C' le contour fermé d’une région bidimensionnelle R. Si u(x,y) et
v(z,y) sont des fonctions a dérivées partielles continues sur R, alors

yﬁc(udx + udy) = //R (g—z _ %) drdy (1.10)
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Remarque 1.4.1. Dans l’équation. (1.10) lintégrale de contour le long de C' est prise dans
le sens inverse des aiguilles d’une montre.

Remarque 1.4.2. Si on pose
dr = dzi+ dyj v=ut+vj dS = dxdyk

Alors le théoreme de Green s’ecrit sous la forme :

ygv.r: //R(v % v).dS (L.11)

Exemple 1.4.1. En utilisant le théoreme de Green on va calculer l'intégrale curviligne sui-
vante :

2y°dx + 3z dy

c
07346':{1/:\/1—91:2 —1<x<1}
On a

ulz,y) =2y° et w(ry) = 3ay’

donc

@ — @ = —3y°.

Jdy Ox

En appliquant le théoreme de Green on obtient

§l§ 2y dx + 3xyidy = // —3y2dxdy
c R

ole:{Ogyg\/l—:ﬁ —1<x<1}

Ce qui nous donne
1 V1—z2
55 2y3dx + 3xyidy = —3/ / v dydx
C -1J0

1

1 r,37y=vVi-a®
_ Yy
= —3/ [—} dx
L3,

1
——/ (1—91;2)3/26[95.
—1

On pose x = cos donc dx = — sin 0d6
D’ou T T
35 2y dx + 3xyidy = —/ sin? 0dg + / sin? 0 cos® 0df
c 0 0

[ sin20]" [0 sindd]”
s o
3
- -3

13



1.4.2 Théoréme de divergence

Le théoréme de divergence également connu sous le nom de théoréme de Gauss est donné
par le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.2. Soit V un volume dans un espace tridimensionnel de frontiere S. Soit n
le vecteur unitaire normal extérieur a S. Si v est un champ vectoriel défini sur V., alors

/V(V.'v) av = ygv.nds (1.12)

Exemple 1.4.2. En utilisant le théoréme de divergence on va calculer l’intégrale suivante :

dp Fas
v

ot
F= (3z+2°)i+ (y° —sin(z2)) j+ (mz + yer5> k

et

V:{(x,y,z)GRS: 0<z<1, 0<y<3, O<z<2}

La surface OV est orientée vers extérieur. On a

# F.dS:// (V.F)dV
oV 1%
VF=3+2y+x donc

1 3 p2
# F.dS:/ / /(3+2y+x)dzdydx
oV

// (6 + 4y + 2x)dydx

/ (18 + 18 + 6x)da
0

= 39.

14



Chapitre 2

Présentation de la méthode des volumes
finis et application a la résolution de
quelques EDP

2.1 l’'idée de base de la méthode des volumes finis

On s’intéresse a des équations de la forme voir [3]
Lu=—-V.(KVu—cu)+ru=f (2.1)

On se contente d’étudier le casd =2 et r =0
On pose ¢(u) = —KVu + cu alors 'équation 2.1 devient

Veq(u) = f (2.2)

Pour obtenir une discrétisation en volumes finis,on doit diviser le domaine €2 en M sous
domaines €2; vérifiant les propriétés suivantes :

1 Chaque €); est un domaine ouvert borné simplement connexe délimité par un polygone
sans fentes.

2 Pouri# jonaQ;NQ;=10.
M

3 =0
i=1

Remarque 2.1.1. Les sous domaines €); sont appelés volumes de contrdle ou domaines de
controle.

La prochaine étape commune a toutes les méthode de volumes finis consiste & intégrer 1’équa-
tion 2.2 sur chaque volume de controle €2; En appliquant le théoréme de divergence de Gauss,

on obtient
/ V.q(u)do:/ fdx (2.3)
a0, Q;

15



ol le vecteur unitaire v représente la normale extérieure a 0€2; D’apres la premiére condition
de la partition, la frontiére 0€; est formée de segments de droite I';; tel que v;; la normale
extérieure a I';; soit constante. ce qui nous donne

”g/rj vij-q(u)do = /Q fdzx (2.4)

Les intégrales apparaissant dans 2.4 doivent étre approximées ce qui peut étre réalisé de
plusieurs maniéres différentes. cela donne plusieurs discrétisations finales.

Remarque 2.1.2. En général les méthodes de volumes finis se distinguent en se basant sur
les criteres suivants
1. la forme géométrique des volumes de controle €);
2. la position des inconnues (" variables du probléme") par rapport aux volumes de controle.
3. L’approximation des intégrales de frontiére .
Remarque 2.1.3. En particulier le deuziéeme critere divise les méthodes de volumes finis
en deux grandes classes :
— Les méthodes centrées sur le cellules

— Les méthodes centrées sur les sommets des cellules.

2.2 Application a la résolution de I’équation de transport

2.2.1 Présentation de I’équation de transport
L’équation de transport est I’équation linéaire suivante :

ou 0
a(t,x) + p (v(t,x)u(t,z)) =0 t>0 zeR (2.5)

ot la vitesse v est une fonction de classe C' donnée.
Si v est constante et ug est une fonction de classe C! sur R ; alors on a le résultat suivant :

Proposition 2.2.1. La solution du probleme de Cauchy :

ou ou
E(t,x)—kv%(t,x)—o t>0 zeR (2.6)
u(0,z) = up(x) zeR

est donnée par :
u(t, x) = up(x — vt) (2.7)
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2.2.2 Reésolution approchée de I’équation de transport a vitesse

constante

On s’intéresse a la résolution approchée de I’équation (2.5)dans un intervalle [a,b] pour

cela on introduit :

* M>0 le nombre de points de la discrétisation de Uintervalle [a,b],h = (b—a)/(M +1)le
pas de la discrétisation et ; = a + jh,j = 0,..., M + 1 les points du maillage spatial ;

* le pas de temps k > 0 et t" = nk,n € N, les instants temporels;
* le nombre \ = U%, appelé nombre de courant -friedrichs-levy(CFL).

On cherche alors des valeurs uj approchant
1 Tj+1 J
— u(t", x)dx
P e

et pour ce faire on va considérer les schémas numériques suivants voir [6]

(i) schéma centré explicite

n+l _ n+l

n n
u; u} N U U,
k 2h
(ii) schéma décentré amont
— Siv>0 .
n _an no__ ,mn
k h
— Siv <0 .
n n n
k h
(iii) schéma de Lax-Friedchs
+1 _ uiptud
k 2h ’
(iv) schéma de Lax-Wendroff
L V1 Vi Vi ul = 2u” +ul!
J I 1 Jj+1 j—1 — 02k Jj+1 J j—1 _ 0
k 2h 2h? '
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2.2.3 Ecriture matricielle du schéma décentré amont
b—a
M +1

Onposezj=a+hj j=0,1,2,..M+1ouh= . On note u,(t) une approxi-

mation de u(t, x;) pour j =0,1,..., M + 1.

On pose U(t) = (uy(t), us(t), .., us ()", U = (u0(z1), w0 (), ..., u(z5))"

1 0 0 -0
-1 1

A=1 o 0 0

-1 1 0

0 0 -1 1

On obtient le schéma de volumes finis explicite défini par :

A
Ukl = (I—TtA)Uk k=01,

U%donné

(2.11)

2.3 Application a la résolution de I’équation de la chaleur
1D

2.3.1 Equation de la chaleur 1D

On considére le probléme suivant :
ou 0%u
a(t,x)—@(t,x):() zr€la,bf t>0 u>0

u(t,a) = u(t,b) =0 t>0
uw(0,7) =u’(z) = € [a,b]

(2.12)

les notations discrétes de points et de mailles sont conservées le pas de temps est noté At > 0
et Ax > 0 est le pas d’espace.

2.3.2 Approximation par volume finis de I’équation de la chaleur
1D

Considérons a présent une discrétisation par la méthode des volume finis pour la forme
divergente voir [4]

ou 0dg

o "o

C g (2.13)
g ox’



Nous intégrons en espace entre ri_1 etz

d [%i+} Yi+% dg
— t,x)d. —(t,x)d 2.14
i) e [T e (2.14)
D’ou g e p 5
i+3 g g
E/x 1 u(t,x)dxjt%(t,zﬁ%)—%(t,xj_%):O (2.15)
I=32
On note
-1 +
ZL']‘ == 9
La valeur moyenne de u dans la maille est notée
f;ﬁ*l% u(nAt, x)dx
o = —2 = u(nAt, z;) + O(Ax7) (2.16)

J ALUj

et la dérivation en temps est approchée par la différences finie explicite .
Une discrétisation naturelle du flux d,g(t, z; i+ 1) est

ou u(nAt, x;11) — u(nAt, z;)
nAt, x - I L Oz — @ 2.17
(AL, ) = P (51 = ;) (217)
On peut remarquer que si le maillage est uniforme

alors I'erreur d’interpolation est du second ordre

au(nAt Tip1) = w(nAt, zj4,) — u(nAt, z;)

. o )\2
or P + O((@j41 — 25)7)

En remplagant la valeur exact par la valeur moyenne (2.16), nous obtenons
Ju vl — vy
—(nAt, z;, 1 L1 )= I

z Tj+1 — Xj

d’out & partir de (2.15)

+ O(max(Azjq, Axj))

1
ntl _gn

o, —h n n
A Jo_ g+l J 4 J g1 :O(maX(ijH,A%‘,At))

J
AN Tjr1 — Xy XTj— Tj-1

En abandonnant le résidu et en remplacant la solution exacte par la solution numérique on

Obtienl 1
n e n e no__ n
(e u U] 1 U] UJ uj 1

Ax;-2 ? =0 2.18
& At Tjr1 — Ty + Tj — Tj—1 ( )

Remarque 2.3.1. Soit une grille uniforme :Ax; = Az pour tout j. Alors le schéma de
volume finis (2.18) s’écrit

n+l _ . n n o _ n n
ujt Uy uy — 2uf Fugy

At Ax?

—0 (2.19)
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2.3.3 Ecriture matricielle

h—
Onposezj=a+hj j=0,1,2,..M+1ouh= i +a1. On note u,(t) une approxi-

mation de u(t, x;) pour j =0,1,..., M + 1.

On pose U(t) = (uy(t), us(t), .., us ()", U = (u0(z1), w0 (), ..., u(z5))"

2 -1 0 0
-1 2
A = tridiag (—1,2,—1) = 0 . . —1 0
: -1 2 -1
0 0 -1 2

On obtient le schéma de volumes finis explicite défini par :

At
k+1 k —
U = ([ % A) U k=0,1, (2'20)

U%donné

2.4 Application a la résolution de I’équation de la chaleur
2D

soit le systéeme

@—VAu:f dans 10, T[xS

ot
u=g sur ]0,T[x00 (2.21)

u(0,.) =ug dans £

ou v > 0 et les fonctions f, g, ug sont assez réguliere. On associé au domaine {2 un maillage
dont les volumes de contrdle sont les cellules de Voronoi associées a une triangulation de

Delaunay de €2 comme le montre la figure suivante.
A chaque cellule K, on associe les centres xx qui sont les sommets des triangles.

2.4.1 Discrétisation en espace

On suppose la solution u de (2.21) réguliére . On intégre 'équation (2.21) sur une cellule
K et en utilisant la formule de la divergence, on obtient (voir [5]) :

d
— [ u(t,x)dx — v Vungdl = |K| fx
dt Jx oK
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FIGURE 2.1 — Cellules de Voronoi associées a une
triangulation de Delaunay

avec fx(t) f i [ (t,x) dx et ng désigne la normale unitaire extérieur de K.

On pose uK(t u (t,x) dx, on obtient pour tout ¢ € [0, 7]

duK

ESORDY / Vune.dl = K] fx(t) (2:22)

eEE K

ol Ex désigne I'ensemble des arétes de la cellule K et ng . est la normale unitaire a e dirigée
vers l'extérieur de K.
On approche le flux

—/Vu.nK,edF ~ FK,e

avec
U — U
Fre=——"Lle| si eg o0 (2.23)
XK — Xy,
Si K posséde une aréte sur le bord 0f2, on impose
1
uK—ue—W/g(t,x)dF st e C 0N (2.24)
Le schéma Volumes Finis de discrétisation en espace s’écrit ainsi, pour ¢ € [0,7] :
duK
K==+ Y, vFre(t) = K] fx(t) (2.25)
e c EK
e ¢ 0N

2.4.2 Schéma explicite en temps

T
Soit n € N* et At = — le pas de discrétisation en temps avec t* = kAt pour k =
n
0,1,--- ,n.
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On note "'approximation :

1
ube ~ up(th) = I /Ku (x,t") dx

Le schéma explicite associé a (2.25) s’écrit VK € T k=0,1,2,--- ,n

Uk — Uk
N IS (2.26)
e E gk
e g 0f)
avec %
Rt oty g on) (2.27)

On écrit les relations (2.26) pour toute cellule K intérieure i.e. une cellule ne possédant
pas d’aréte sur le bord 0f2.
Pour une cellule K ayant une aréte sur 02, on impose uyx = u, donnée par (2.24). On obtient
ainsi le schéma :

1. Pour toute cellule K intérieure

k41 k vAt le] k k k
U =uj — —— —_— (U} —uf) + AL 2.28
K K ‘K| ,_Z |XK_XL’ ( K L) fK ( )
€ €K
e=(KIL)

2. Pour toute cellule K possédant une aréte e C 02, on impose ul}”;“l

donnée par (2.24).

= U, OU U, est

2.4.3 Ecriture matricielle

On suppose que g = 0. Soit N le nombre de cellules de controles intérieures. On regroupe

les inconnues dans le vecteur u* = (u’}ﬁ,u'jﬁ, e ,u’}{N)T et on note f* = (flk(l, fIk(Q, e ,ff(N)T.
Le systéme linéaire correspondant a (2.28) s’écrit :
u ! = (Iy —vAtH ' A) uh + Atf (2.29)

ol I est la matrice identité d’ordre N La matrice diagonale H de taille N x N est définie
par :

K 0 - 0
g | 0 K (2.30)
: - 0
0 0 - Kyl

A est la matrice de taille N x N correspondant au Laplacien et représentée par la figure
(Figure 2.2) voir [5]

On a noté ex = (K|L) 'aréte commune aux cellules K et L et dy = |xx — x|. Les
cellules Ly, Lo, - - - sont les cellules intérieures ayant une aréte en commun avec la cellule K .
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K Ll Lg
EK,L ekl _lex,rs K
di. dic di

T K.L K. Ly K,Lqy
e g9

lers,x| ler, L €Ly L i
b E Pl e Al "1
A= dr, K et dr,,Ls

ery 180

_\GLE,]\'\ _"‘)LE-LJ‘ Ll Lo
dia i Ly diat

er5,,COLs
€Ly LZon

FIGURE 2.2 — Matrice A associée au Laplacien

2.4.4 Etude de la stabilité

Définition 2.4.1. Le schéma 2.29 est L™ stable si ||[u®]] < C pour tout 0 < k < n avec
C > 0 indépendante de k et N

On a le résultat suivant :

Proposition 2.4.1. Le schéma 2.29 est L™ stable sous la condition

1 le]
_ = < .
A = vAt max e > P—— <1 (2.31)
GEEKi
e = (Ki|L)
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Chapitre 3

Résultats de la simulation numérique de

la méthode des volumes finis

3.1 Equation de Transport

3.1.1 Etude du premier exemple

On considére le probléme

ot ox

@(t,x) +£u(t,x) =0 t>0 z€R
u(0,z) = up(x) = cos(2mx) reR

La solution exacte du probléme précédent est :

u(t,x) = cos(2m(x —t))

(3.1)

(3.2)

ot
En utilisant le schéma décentré amont en respectant la condition — < 1, on prend

h =0.02 et At =4 x 1075 on obtient les résultats suivant :
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solution exacte a l'instant t=0.04

FIGURE 3.1 — Solution exacte a 'instant t=0.04

solution approchée a l'instant t=0.04

FIGURE 3.2 — Solution approchée & linstant
t=0.04

courbes approchées de t=0.00004 jusqu'a t=0.04 avec pas=0.00004
1 g

FIGURE 3.3 — Courbes approchées de t=0.00004
jusqu’a t=0.04 avec un pas=0.00004
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%"295"" abs max entre courbe exaxte et approchée de t=0.00004 a t=0.04

0z

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIGURE 3.4 — Erreur absolue maximale entre
courbe exacte & t = 0.04 et courbes approchées de
t=0.00004 jusqu’a t=0.04 avec un pas=0.00004

Conclusion On constate que pour A = 0.02 et At = 4x107° la courbe représentant I’erreur
maximale absolue entre la courbe exacte a ¢t = 0.04 et les courbes approchées de t = 0.00004
jusqu’a t = 0.04 avec le pas= At = 0.00004 est une courbe strictement décroissante. Ce qui
mis en évidence la convergence du schéma décentré amont.

3.1.2 Etude du deuxiéme exemple

On considére le probléme

u(0,x) = ug(x) = cosh(z) reR
La solution exacte du probléme précédent est :

u(t,z) = cosh(xz —t) (3.4)

En utilisant le schéma décentré amont en respectant la condition 7 < 1, on prend
h = 0.0200 et At =2 x 10~* on obtient les résultats suivant :
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solution exacte a l'instant t=0.2

1.05

FIGURE 3.5 — Solution exacte a 'instant t=0.2

solution approchée a l'instant t=0.2

1.35

1.25

1.15

FIGURE 3.6 — Solution approchée & I'instant t=0.2

i SCDI.II’beS approchées de t=0.0002 jusqu'a t=0.2 avec pas=0.0002

FIGURE 3.7 — Courbes approchées de t=0.0002
jusqu’a t=0.2 avec un pas=0.0002
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eDrEeu r abs max entre courbe exaxte et approchée de t=0.0002 a t=0.2

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIGURE 3.8 — Erreur absolue maximale entre
courbe exacte & t=0.2 et courbes approchées de
t=0.0002 jusqu’a t=0.2 avec un pas=0.0002

Conclusion On constate que pour h = 0.0200 et At = 2 x 10~* la courbe représentant
I'erreur maximale absolue entre la courbe exacte a t = 0.2 et les courbes approchées de
t = 0.0002 jusqu’a t = 0.4 avec le pas= At = 0.0002 est une courbe strictement décroissante.
Ce qui mis en évidence la convergence du schéma décentré amont.

3.2 Equation de la chaleur

3.2.1 Etude du premier exemple

On considére le probléme

0 0?
ity x) = “<x t) t>0 €0
u(t,0) = (t, 1) = t>0 ’
u(0,2) = u(z) = sm(27rx) x € [0,1]
La solution exacte du probléeme précédent est
u(t, r) = sin(2mw) exp(—4r’t) (3.6)
La méthode explicite
t 1
En utilisant La méthode explicite et en respectant la condition 72 < 3 on prend h =

0.0400 et At = 1.6 x 10~* on obtient les résultats suivant :
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o4 solution exacte et approchée a l'instant t=0.8

—— solution exacte
— solution approchée

2_5,|

FIGURE 3.9 — Solution exacte et approchée & I’ins-
tant t=0.8

14210 15 erreur absolue a l'instant t=0.8

08

FIGURE 3.10 — Erreur absolue entre courbe exacte
et approchée a t = 0.8
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cluurbes approchées de 1=0.00016 jusqu'a t=0.8 avec pas=0.00016

FIGURE 3.11 — Courbes approchées de t=0.00016
jusqu’a t=0.8 avec un pas=0.00016

errleur abs max entre courbe exaxte et approchée de t=0.00016 a t=0.8

0.9

08

0.7

06

0.5

0.4

03

0.2

01

o

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

FIGURE 3.12 — Erreur absolue maximale entre
courbe exacte & t = 0.8 et courbes approchées de
t=0.00016 jusqu’a t=0.8 avec un pas=0.00016

Conclusion On constate que pour h = 0.04 et At = 1.6 x 107* la courbe représentant
I’erreur maximale absolue entre la courbe exacte & t = 0.8 et les courbes approchées de t =
0.00016 jusqu’a t = 0.8 avec le pas= At = 0.00016 est une courbe strictement décroissante.
Ce qui mis en évidence la convergence de la méthode explicite.

3.2.2 Etude du deuxiéme exemple

On considére le probléme

du 0?u
—(t,z) = 2(x t) t>0 x €]0,1]
1,0 = (ta, D=0 ¢>0 (38.7)

u(0,2) = ul(z) = sm(mr;) +sin(10mz)  x € [0,1]
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La solution exacte du probléme précédent est

u(t, r) = sin(rx) exp(—m*t) + sin(107x) exp(—1007°t) (3.8)
La méthode explicite

, on prend h =

N | —

t
En utilisant La méthode explicite et en respectant la condition — <

12
0.0400 et At = 1.6 x 10~* on obtient les résultats suivant :

solution exacte et approchée a l'instant t=0.32

solution exacte
solution approchée

FIGURE 3.13 — Solution exacte et approchée a
Iinstant t=0.32

108 erreur absolue a l'instant t=0.32

FIGURE 3.14 — Erreur absolue entre courbe exacte
et approchée a ¢t = 0.32
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er‘reaur abs max entre courbe exaxte et approchée de t=0.00016 a t=0.32

08

0.6

0.4

0.2

o

0 200 400 600 8O0 1000 1200 1400 1600 1800 2000

FIGURE 3.15 — Erreur absolue maximale entre
courbe exacte & t = 0.32 et courbes approchées de
t=0.00016 jusqu’a t=0.32 avec un pas=0.00016

Conclusion On constate que pour h = 0.0400 et At = 1.6000x 10~* la courbe représentant
I’erreur maximale absolue entre la courbe exacte a t = 0.32 et les courbes approchées de t =
0.00016 jusqu’a t = 0.32 avec le pas= At = 0.00016 est une courbe strictement décroissante.
Ce qui mis en évidence la convergence de la méthode explicite.
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Conclusion

Dans ce mémoire, aprés un bref rappel sur les équations aux dérivées partielles semi-
linéaires d’ordre 2 sur le plan et les théorémes fondamentaux du calcul vectoriel .

On a étudié en détaille la méthode des volumes finis. Cette étude porte sur la résolution
de I’équation de Transport sur R et I’équation de la chaleur sur R et sur R? .

On a terminé ce mémoire par la résolution numérique de I’équation de Transport sur R
et I’équation de la chaleur sur R en implémentant la méthode des volumes finis sous MAT-
LAB . Les résultats de la simulation numérique nous ont permis de valider la convergence
de la méthode des volumes finis pour deux problémes d’évolution linéaires .
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Résumé

Dans ce travail, apres un bref rappel sur les edp semilinéaires sur le plan,
et le théoreme de divergence, on présente la méthode des volumes finis en
'appliquant a la résolution de 1'équation transport sur R et 'équation de la
chaleur sur R et sur R%. Pour cette derniére on donne un résultat de
stabilité. En utilisant I'environnement MATLAB on simule numériquement
a l'aide de la méthode des volumes finis 1'équation de transport 1D et
I'équation de la chaleur 1D.

Summary

In this work, after a brief reminder on the semilinear edp on the plane, and
the divergence theorem we present the finite volume method by applying it
to the resolution of the transport equation on R and the heat equation on
R and on R2. For the latter we give stability result. Using the MATLAB
environment, we numerically simulate the 1D transport equation and the

1D heat equation using the finite volume method.
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