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Introduction et préliminaire

0.1 Introduction

Les inégalités en mathématiques sont un sujet vaste et fascinant, abordé a la fois dans
des contextes élémentaires et avancés des mathématiques. Voici quelques exemples des
inégalités mathématiques et leurs applications.

Inégalité triangulaire : Bien connue en géométrie euclidienne, elle exprime que dans
un triangle, la longueur d’un coté est inférieure a la somme des longueurs des deux autres
cotés. En mathématique moderne elle s’énonce : Si (E, d) est un espace métrique alors

V(z,y,2) € E®, d(x,2) < d(x,y) +d(y, 2).

Cette inégalité est utilisée pour majoration et/ou minoration dans les modéles et simula-
tions de phénomeénes physiques, biologiques et économiques, pour établir des limites sur
les variables impliquées et pour garantir la stabilité de ces modéeles.

Inégalité de Cauchy-Schwarz : Elle énonce une relation entre les produits scalaires
de deux vecteurs. Si H étant un espace muni d’un produit scalaire < ., . > et [.|| la
norme associée , alors pour tout z,y € H on a

<z,y><|z] [yl

Cette inégalité constitue un outil fondamental de I’analyse dans les espaces de Hilbert,
elle permet de construire un isomorphisme entre l’espace hilbertien H dans son dual
topologique : pour tout y € H fixé, la forme linéaire qui a x associe 'image < x,y > est
une bijection continue, de norme égale a celle de y. Ceci permet d’énoncer le théoréme de
représentation de Riesz fondamental en EDP.

On la retrouve aussi parmi les outils trés utiles en théorie des probabilités et du trai-
tement du signal. En optimisation, appliquée a la dérivée directionnelle, elle permet de
justifier que le gradient donne la direction de plus grande pente. En physique, elle joue
un role important dans le principe d’incertitude d’Heisenberg.

Inégalité Arithmético-Géométrique (AG) : Elle établit un lien entre la moyenne
arithmétique et la moyenne géométrique de nombres réels positive.

Théoréme 0.1. Pour tout réels x,y > 0 on a

r+y

Vay < 5




Preuve 0.1. Soient x,y > 0, on a

(Vo= V)P =a+y—2/3y>0

on déduit
2y < x4y

on divise par deuzx pour obtenir (1).

En élevant au carré dans I'inégalité (1) on obtient le résultat suivant qu’on utilisera
plus loin dans ce mémoire

Corollaire 0.1. Pour tout réels x,y > 0 on a
dry < (z +y)*. (2)
D’autre inégalités élémentaires, comme l'inégalité de Holder et l'inégalité de Min-

kowski, sont des résultats fondamentaux en mathématiques et ont des applications variées.

Ces exemples, parmi d’autres montrent a quel point les inégalités mathématiques
trouvent leurs applications en sciences et en technologie. Pour explorer plus en détail des
inégalités mathématiques et leur importance dans divers domaines, voire [4, 7, 9.

Dans ce mémoire on s’intéresse particulierement a 'inégalité de Chebyshev et celle de
Griiss ; on considére I'opérateur suivant défini pour deux fonctions f et g, intégrables et
de méme sens de variation sur un intervalle [a, b], par

1(0) = s [ swge— (7 [ rwan) (7 [

En 1882 Chebyshev a montré que

T(f,q) >0, (3)

et en 1935 G Griiss a prouvé que, si au plus f et g sont bornés, alors

(M —m)(P —p)

T(f,9) < 1 : (4)

Notre mémoire est organisé comme suit :

— Une section de préliminaires va suivre ol nous présentons quelques notions utiles
dans les chapitres suivants.

— Dans un premier chapitre nous présenterons les inégalités classiques de Chebyshev
et de Griiss, dans les cas discret et continue.

— Le deuxiéme chapitre est consacré au calculs fractionnaires utiles pour le chapitre
suivant.

— Le dernier chapitre présentera les inégalités de Chebyshev et de Griiss, via les inté-
grales fractionnaires de Riemann-Liouville.



0.2 Préliminaires

Espaces de Lebesgue

Pour p € R avec 1 < p < oo et [a,b] C IR, on définies les espaces de Lebesgue

LP([a,b]) = {f i [a,b] — IR, f est mesurable et /b|f(x)|p dr < oo} , 1<p<oo,
et
1%([a,b]) = {f :[a,b] — IR, f est mesurable et IM >0 : |f(z)| <M ppaxe [a,b]},

on dit que f est essentiellement bornée sur [a, b]. La plus petite constante M > 0 vérifiant
|f(x)] < M ppx € la,b] est par définition la norme de la fonction f dans L>([a, b]).

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour deux fonctions f, g € L*([a, b]), alors

/ | (@)g() do < (/ () d:c)é (/ ) daz); | )

On aura aussi besoin de la forme discréte de cette inégalité vraie pour toutes suites de
nombres réels {a;,b; :i=1,...,n; n € N*}:
n 3
() ©
i=1

Théoréme de Fubini et Formule de Dirichlet

N

=1 i=1

Si f(z,y) une fonction intégrable sur 2 = (a,b) x (¢,d) C R x IR, alors pour presque
tout x € (a,b) f(x,y) est intégrable sur (c,d), pour presque tout y € (c,d) f(x,y) est
intégrable sur (a,b) et on a

[rwwastr= [ ([ swar) o= [([ i) av.

En particulier on a la formule de Dirichlet suivante (sous I’hypothése de convergence de
I'une des deux intégrales doubles) :

/ab/:ﬂx,y)dydx:/ab/ybﬂx,y)dxdy.

Fonctions synchrones

Définition 0.1. Deux fonctions ou deux suites sont dites synchrones (respect. asyn-
chrones) si elles sont monotones variant dans la méme direction (respect. variant dans
des directions inverses).

On a la caractérisation suivante :



Théoréme 0.2. Si deuz fonctions f,g : [a,b] — IR sont synchrones, alors pour tout
z,y € [a,b] on a
[f (@) = f(y)lg(x) —g(y)] = 0. (7)

Si f et g sont asynchrones alors inégalité (7) est inversée.

Démonstration. Soient x < y de [a,b] et f,g : [a,b] — IR synchrones; on a deux possibi-
lités :
1. f et g croissantes, alors
r<y = flz)-fly) <0,
et
<y = g(x)—g(y) <O,
en combinant les deux inégalités précédentes on obtient 'inégalité (7).
2. f et g décroissantes, alors

<y = f(¥) - fly) 20,
et
<y = g(x) —g(y) 20,
en combinant les deux inégalités précédentes on obtient aussi l'inégalité (7).

Si f et g sont asynchrones alors (f(x) — f(y)) et (¢(z) — g(y)) sont se signes contraires
par conséquence l'inégalité (7) est inversée.

O
On a des résultats analogue pour le cas discret :

Théoréme 0.3. Si les suites (ay,aq,...,a,) € IR" et (by,be,...,b,) € IR" sont syn-

chrones, alors pour tout 1,7 € 1,n on a
(@i — a;) (bi = b;) =2 0. (8)
Si (a;) et (b;) sont asynchrones alors l'inégalité (8) est inversée.
Démonstration. Soient ¢ < j, (a;) et (b;) étant synchrones on a deux possibilités :
1. (a;) et (b;) croissantes, alors
1<j = a;—a; <0,
et
1<j = bj—0; <0,
en combinant les deux inégalités précédentes on obtient I'inégalité (8).
2. (a;) et (b;) décroissantes, alors
1<y = a;—a; >0,
et
1<j = bj—0; >0,

en combinant les deux inégalités précédentes on obtient aussi l'inégalité (8).

Si (a;) et (b;) sont asynchrones alors (a; — a;) et (b; — b;) sont se signes contraires
par conséquence 'inégalité (8) est inversée.

]



Chapitre 1

Inégalités classiques

1.1 Inégalité de Chebyshev

1.1.1 Cas discret

L’inégalité classique de Chebyshev dans le cas discret est une comparaison entre la
moyenne arithmétique du produit de nombres réels et le produit des moyennes arithmé-
tique individuelles de ces nombres.

On s’est inspiré du travail dans| [1]; Théoréme 1.9] pour établir le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Soient n € IN*, a = (a1,a9,...,a,) € IR" et b = (by,bs,...,b,) € IR"
deux suites monotones dans la méme direction (synchrone), alors

1 1 1 ¢

- B> | = , _ .

LD pr (nz> (anz> | (1)
=1 =1 i=1

Si a et b sont asynchrone, alors l'inégalité (1.1) est inversée.

Preuve de théoréme 1.1.
On suppose que, pour n € IN* fixé, les suites (ay,as,...,a,) et (b1, ba, ..., b,) sont syn-
chrone, alors d’aprés (8) on a

(a; —a;) (b; — b;) >0, pour tout 1<i<j<n,

en additionnant par rapport a ¢ et par rapport & j nous obtenant

0 < Y ) [(ai—a;)(bi = b))

i=1 j=1
= i i [azbz + ajbj — CijZ‘ — CLZ'bj]
i=1 j=1
= nialbz —i—ni(zjbj - (ibz) (iaj) - ( Y ai) (ib])
=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1

= Qn(gai@) —2<iai> (éb)

=1



il s’ensuit donc

(3e) (£ (54)

On divise maintenant par n? pour obtenir (1.1). O

1.1.2 Cas continue

L’inégalité de Chebyshev dans le cas continue implique la moyenne intégrale du produit
de fonctions et le produit des moyennes intégrales individuelles de ces fonctions.
On s’est inspiré du travail dans| [5]; Théoréme 2.1] pour établir le résultat suivant.

Théoréme 1.2. Soient deux fonctions f, g : [a,b] — IR integrables sur [a,b].
St f et g sont synchrones, alors

(ﬁ /abf(m)da:> (ﬁ /abg(x)d:c> < ﬁ/abf(w)g(w)dw- (1.2)

Preuve de théoréme 1.2 : f et g étant synchrone, on a d’apres (7)

f(x) = fW)]lg(x) —g(y)] 20, Vaz,y € [a,b],

en intégrant par rapport & z € [a, b] puis par rapport a y € [a, b], il résulte

b b
0 < / / (@) — F)]lo(z) — g(y)ldady

b b
= / / [f(x)g(x) = f(x)g(y) — fy)g(x) + f(y)g(y)]dzdy

_ /ab/abf(x)g(x)dmdy—/ab/abf(x)g(y)dxdy—/b/bf(y) dxdy+/ / fly

= (b—a)/abf(x)g(m)dw—/abf(x)dx/ y)dy — /f dy/ z)dz + ( b—a/f

~2)0-a |  fa)g(a)dr — / () / (o],

il s’ensuit donc

/f das/ dx<b—a/f

en divisant par (b — a)? on obtient (1.2).

y)dzdy



Exemple 1.1.

Premier exemple :

Considérons a=0,b=1, f(z) =2—x et g(xr) = —22> +x+ 1; f est décroissante sur IR

/ ‘ L 1
et ¢'(x) = =4z + 1, donc g est croissante sur | — 0o, 4_1] et est décroissante sur [Z’ —o0l.
On déduit

1
1. Sur [0, 4_1] les fonctions f et g sont asynchrone :

1

4/Oif(x)dx:4/4(2—x)dx:§

0 8’
1 1 )
4/49(x)dx= /4(—2I2+x+1)d1::—3,
0 0 12
1 1
t [ f@gardo =1 [ 2= ) x (20 4 o4 o = 2,
0 0 384

on déduit

1 1
1 1 15 1
4/4 f(z)dz 4/4 g(x)dx | = —5 15 ~ 2,0312 > 2.0286 ~ @ / f(z)g(x)dx.
0 0 8§ 12 384
1
Sur [~ 1] les fonctions f et g sont synchrone :

o= et

4 e

5/ g(m)dx:§/i( 2x2+x+1)dx:§l,

4 ! 141
- 2 — —22? dr = —
3/f A( x) X (=22° 4+ x4+ 1)dz 53’
on déduit

4 1 4 ! 11 3 141 4 (!
— — = —x- ~1,0312 1,128 ¢ — = — .
(3/411 f(x)dx) (3/le g(x)dx) 3 ><4 03125 < 8~ 198 3/; f(z)g(x)dx

Deuxiéme exemple :

Considérons a = 0,b = w, f(z) = sin(z) et g(x) = z; f est croissante sur [0, g] et

- . ™ .
décroissante sur [5, 7], et g est croissante sur IR

1.

N

g

3
=)

,g] les fonctions f et g sont synchrone :

2
s

R R R R\

o\
vl

Na}
—
=
QU
S

I
S
N
/-\w‘
=
QL
S

I
A~

10



on déduit

)

2. Sur [E 7| les fonctions f et g sont asynchrone :

/f (/@mumm:;

ﬂvmwmﬁéﬁ%mmxwwz%:ﬁj

on déduit

(%ﬁﬁf(x)dx) (%[,ﬂg(m)dw) :gx?%% 1,5 > 1,363~ 1~/ 2(mr—1) / fa

Remarque 1.1.
L’inégalité (1.2) est inversée si les fonctions f et g sont asynchrones (sens de variation
inverse).

INIE]

™ ™

SEECEERECEEEREY
§
Y
()

I
3
:\

/\q
5
Y
()

I
(V)
=~ g

En s’inspirant des résultats de [2] établis dans le cadre fractionnaire, on établi le
corollaire suivant dans un cadre classique (intégrale de Riemann).

Corollaire 1.1. Si (f;),_, , n € IN" sont des fonctions intégrables, positives et crois-
santes sur |a, b, alors nous avons

lf[(ﬁ /abfi(t)dt) < ﬁ ab (E[ fi(@) dt. (1.3)

7

Preuve de corollaire 1.1 : Nous procédons par induction, pour n = 1, nous avons

mew[ﬁ@w

pour n = 2, en appliquant I'inégalité de Chebychev (1.2) nous obtenons :

/ fi(t)di / h(t) < (b—a) / (0t

pour n = 3 appliquons (1.2) a f; et fy puis posons g = fi fo, alors

/f1 dt/f2 dt/fg dt [/fl dt/fg dt:|/f3
S(hﬂwl(ﬁﬁxwﬁljﬁﬂﬁ
=) [ ot [ s

11

2 2 2 (2
g(x)dx) = %X% ~ 0.5 < 0636 ~ — = —/0 f(x)g(x)dx.

dx.



en appliquant (1.2) & g et f3

/f1 dt/ Xt dt/ fy(0)dt < (b— a)? /(gfs)()

— (b a)? / (Fufofs) ()it

Supposons maintenant que (hypothése d’induction)

H/fz t)dt < (b—a)" /(Hfl> ’
]i[/;fi(t)dt = (ﬁ/jﬁ(t)dt) /abfn(t)dt,

compte tenu de ’hypothése (1.4), on obtient :

alors

]j/b filt)dt < {(b—a)“ /ab (Eﬁ(zﬁ)) dt] /abfn(t)dt

Puisque (fi),_; ,, sont des fonctions croissantes positives alors (H?;ll fi) (t) est une

.....

. . . P . —1
fonction croissante, nous pouvons donc appliquer le Théoréme 1.2 aux fonctions [ [}, fi =

g et f,, = f qui sont synchrone :

[1/ swar < - / g(t)dt / F(t)dt

i=1va

< b-ab-a) / g(t) f(t)dt

= (b—a)"! / (f[ﬁ-(t)) fa(t) dt
H/ fi(Hdt < (b—a)”l/ (Hfi(t)) dt

en divisant par (b — a)™ on obtient le résultat désire (1.3).

donc

12

(1.5)



1.2 Inégalité de Griiss

1.2.1 Cas discret

Par analogie au travail precedent, on va présenter d’abord 'inégalité de Griiss dans
le cas discret qui donne une estimation de la différence entre la moyenne arithmétique
du produit de nombres réels et le produit des moyennes arithmétique individuelles de ces
nombres. nous supposerons les suites synchrones.

Théoréme 1.3.
Si les suites (a1, as,...,a,) € IR" et (by, by, ..., b,) € IR" sont synchrones et telles qu’ils
existent des constantes réelles m, M, p, P vérifiant

m<a <M e p<b<P pour i=1,....n (nelN"), (1.6)
alors on a
1 & 1 & 1 & (M —m)(P —p)
- - = < .
n‘ZaZbZ (nZ%) <anz> < 1 ; (1.7)
=1 i=1 =1
On aura besoin des lemmes suivants.
Lemme 1. Soit u = (uq,us, ..., u,) € IR" vérifiant la condition
Vi=1,.n: c<uy;<C; ¢CEe€IR, (1.8)

alors
%Z(uz’)2— (%Zu) < (0_%211/1) <%Zul—c> (1-9>

Preuve de lemme :
Si uy,ug, ..., u, est une suite vérifiant la condition (1.8), alors pour i, j quelconque on
peut vérifier aisément que

(C = u)(ui — ) + (C —u;)(u; — ¢)
—(C —u)(u; — ¢) = (C —uj)(uj —¢) (1.10)

= ('LLZ>2 -+ (Uj)2 — 2UJUZ

En additionnant par rapport a i € (1,n)

(c_u>(zu_n) +(w-c) (on_z)

-3 =0 - (€ -10) (I

= Z(ul)Q -+ n(uj)Q -+ ZUJ' Zul .
=1 =1

13



On additionne maintenant le résultat précédent par rapport a j € (1,n), nous obtenons

n

(C’n - iw) X (iul — cn) + (iu] — cn) X (C’n — Zul)
j=1 ‘ j i=1
—nz —uz i—C —nz —uj ; c)
= nZ(ul)z + nZ(uj)Q +2 (Z u]-) (Z ul> ,
i=1 j=1 j=1 i=1
aprés changement d’indices on aura

2<C’n—ji1 ) <Zul—cn>—2nz — ;) (w; — ¢)
:2n;(ui)2+2<;uj> ,

d’ou
n n n 2
(Cn—Zui)(Zul—cn)—nz —ul —c) :nZ(ui)2+ (Zul> )
i=1 i=1 i=1 1=1
(1.11)
Comme ¢ < u; < C par hypothese, on déduit que
”Z - Uz Ui — C) >0,
et par suite (1.11) donne
n n n n 2
(Cn — Zuz) <Zu — cn) > ’I”LZ(UZ)z + (Zuz) ,
=1 =1 i=1 i=1
en divisant par n? on obtient
n n n n 2
(23] (A3nu-e) 2 13w - (30)
n 4 i n 4 3 . 7 . 7 )
i=1 =1 =1 i=1
ce qui termine la preuve du lemme.
m

Lemme 2. Pour tout a = (a1, as,...,a,) € IR" et b= (by,by,...,b,) € IR", on a

_ZZ a; — a;)( _bj):niaibi_ibiiai- (1.12)
i=1 =1 =1

Jj=1 =1

14



Preuve du lemme 2 : Soient a = (ay,as,...,a,) € R" et b = (by,bs,...,b,) € R",
alors pour tout 1 <1¢,7 <nona

(ai — aj)(bi — bj> = aibi — aibj - Cljbi + Cljbj, (113)

on additionne par rapport a i € (1,n)

n n

Z(ai — (Ij)(bi — bj) = ZazbZ — bj ZCLZ‘ — ay Z bz + najbj7
i=1 i=1 (1.14)

i=1 i=1

puis en additionnant (1.14) par rapport & j € (1,n), nous obtenons

ZZ(CM — CLj)(bi —bj) = TLZCLZbZ — ijZai — ZCLiji —|—n2ajbj
i=1 J=1 =1 i=1 =1 7=1

j=1 i=1

= Qnialbz — 2ib,ia“
i=1 =1 =1

d’Otl n n n n n

Jj=1 i=1 i=1 i=1 =1
On divise (1.15) par 2 pour obtenir le résultat désiré. ]
Preuve du Théoréme 1.3. Pour n € IN fixé, considérons deux suites (aq, as, ..., a,) et
(b1, b, ..., b,) synchrones et vérifiant les conditions (1.6), on applique deux fois de suite

I'inégalité de Cauchy-Schwarz (6)

I = (ZZ(Gi—aj)(bi—bj))

i=1 =1

ZZ(bi—bﬁ) x(ZZ(bi—bjf) ,

NI

IN

(VAN
i .M: .
| 7N\
]
S
|
Q@
e
N—

i=1 1=1

on développe les carrés et on utilise la linéarité de la somme

15



: (iz RIS H B0 )

7j=1 =1 7j=1 =1 7j=1 =1

d’ol
1

0<I < (ni(ai)z —2iai iaj +”i(%‘)2>
i=1 =1 j=1 j=1

<n2(bi>2 —2sz~ ij +nZ<bj>2)

Par changement d’indice et en élevant au carré on déduit

(ZZ a; — a;)( j)>2 < 2<nzn:(ai)2—(zn:ai)2>

i=1 i=1

(1.16)

On applique maintenant le Lemme 1 pour u; = a; avec ¢ = m et C' = M on aura

S ($50) < (- (Sam).

i=1 =1 =1

puis encore une fois pour u; = b; avec ¢ = p et C' = P, alors

nzn:(bi)z - (i bi> < <Pn - ib) (i bi —pn> (1.18)

En remplagant (1.17) et (1.18) dans (1.16), on obtient

n n n 2 n n
16 <n2aibi—2bi2ai> <4 (Mn—ZaZ) (Zai—mn>
i=1 i=1 =1

i=1 1=1

‘i (p_zb) (zb_p) |

16
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Maintenant on utilise I'inégalité (2) pour obtenir les résultats suivants

< al> ( ) < (n(M —m))?, (1.20)
4 ( bz> ( pn) < (n(P —p))2. (1.21)

En combinant (1.19), (1.20) et (1.21), nous obtenons

16 (nza,b —Zb Za) <n?(M —m)? x n2(P —p)?, (1.22)

HM:
i

3

d’ou

—m)(P —p)

ol
=N 4 )

n n n
i=1 i=1 i=1

on divise par n? pour obtenir le résultat (1.7), ce qui termine la preuve du Théoréme
1.3. O]

1.2.2 Cas continue

On présente maintenant le théoréme de Griiss pour le cas intégrale qui présente une
estimation de la différence entre la moyenne intégrale du produit de fonctions et le produit
des moyennes intégrales individuelles de ces fonctions.

En s’inspirant des résultats dans [3] établis dans un cadre fractionnaire, on a repris le
travail en l'adaptant aux intégrales non fractionnaires.

Théoréme 1.4.
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b], synchrones et satisfaisant les conditions

Ve ela,b) m< fle)<M et p<glx)<P; m,MpPeclR, (1.23)
alors
b—a/f dm_(b— /f dx) (b%/bg(x)dx)s(m_Mi(p_P).
(1.24)

Pour la preuve nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 3. Soit u une fonction intégrable vérifiant la condition

Vo € [a,b] c<u(z)<C; ¢,CelR, (1.25)
alors on a
bia /abﬁ(m)dx—(bia /abu(x)dx>2 < (0— bia /abu(x)dx> (bia /abu(g;)dx_ c)
(1.26)
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Preuve de lemme :
Soit u une fonction intégrable sur [a,b] vérifiant la condition (1.25), alors pour tout

x € [a,b] on a
(€ = u(y))(u(z) = ¢) + (C = u(x))(u(y) - ¢)
—(C = u(@))(u(z) = ) = (C = uly))(uly) — ) (1.27)
= u’(2) + u?(y) — 2u(y)u(=).

On intégre par rapport & = € [a, b]
(c _ u(y)) < / " w(e)de — ofb a)) n (u(y) - c) (C(b ) - / bu(:c)d:v)
- [ (€ ) (ua) ~ e~ (€ - ) ()~ 0 )
_ / () do + (b — ayd(y) +2 / " w(@)uly) dr.

puis on intégre par rapport & y € [a, b] pour obtenir

<C’(b—a) —/abu(y)dy) « (/abu(x)dx—c(b—a)>
—l—(/abu(y)dy—c(b—a)) x (C(b—a) —/abu(x)dx)

) [ (€~ @) (o) ) o~ 0= [ (€~ ) (uly) ~ )y

// £) ddy + (b / dy+2/b/bu ryuly) dedy.

—(b—a)/a 2(z) dz + (b / dy+2/b/bu Yuly) dady.

)

on obtient ) )
; (C(b—a) —/a (@) ) x </ u(x)da:—c(b—a))

—2(b—a) / (€= ul@) (ue) - ) da
_ b—a)/bu2<x) 42 </abu(x)dx)2.

(C(b —a) - / bu(m)dm) ( / " () — ofb a))

—(b—a) /ab (C —u(z)) (u(z) —c)dz = (b—a) /abu2($) dx + (/ab u(x)d:v)

d’ou

, (1.28)

18



comme ¢ < u(x) < C par hypothése on déduit que

(b — a)/ (C = u(2)) (u(z) —c)dz >0,

et par suite (1.28) donne

(C(b —a) - /abu(x)dx> (/abu(x)dx el — a)) > (b—a) /abUQ(x) iz + (/abu(x)dx)2

en divisant par (b — a)? on aura

(C—bia/abu(x)dx) (bia/abu(x)dx—c) > bia/abUQ(x)dx—(bia/abu(x)dx) |

ce qui termine la preuve du lemme.

]

Lemme 4. (identité de K.A.Andreiev)
Soient f et g deuz fonctions intégrables sur [a,b], on a

// —g(y))dzdy = (b—a / flx dx—/abg(x)dx/abf(x)dx.

(1.29)

Preuve du lemme J :
Etant données deux fonctions f et g intégrable sur [a, b], on définie pour x,y € (a,b)

H(z,y) = (f(2) = f(y)(9(z) — 9(y))

_ f( )g(ﬂf) f(.l")g(y) — f(y)g(m) + f(y)g(y)’ (130)

et intégrons par rapport a x € (a, b)

[ e = [ o) [ s 50 [ o0 as60,

puis intégrons (1.31) par rapport a y € (a,b)

//nyda:dy— b—a/f dx—/bg(y)dy/abf(x)dx
/f dy/ dx+b—a/f
b—a/f )dz — 2 /abg(x)dy/abf(x)dx

19



d’ott 'on déduit le résultat désiré

s [ [ aepi=0-a [ @i [ @ [ o

Preuve du Théoréme 1.4 :
Soient f et g deux fonctions synchrones et remplissant les conditions (1.23); étant syn-
chrones on a

]

Va,y € [a,0] = (f(z) — f(y))(9(x) —g(y)) 20,
en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz (5) nous obtenons

— o)) dxdyf

- (/]
(//r >>rd:cdy>2
( 1 ( / (ole) g<y>>2dm) édy>2
< ([ [u / dxdy) ([ [ o) - swrpsan)
on développe les carrés et on utilise la linéarité de 'intégral
(/ / P2 () de dy — //f d:z:dy+/ / £2y) da:dy)
(// x)dx dy — // dxdy+// d$dy>
piis en séparant les variables
< (6-a [ Pwra-2 [ 10 [ 1wiso-o [ o)
< (0-a [ ¢wa—2 s [sar+o-o [ fo)a).
on déduit (variables muettes)
([ [ i) < (20-0) [ poras-a( [ o))
« (2(6—@)/a 2(2) dar — (/abg(x)dx)2>,

20

<



et en appliquant le lemme 4 on obtient

s(6-a [ swatonte— [ oty | bf(x)dx.)2
<2 ((b— 2) /abfz(a:)dw - (/abf(x)dx>2> 2 ((b—a) /abg2(a:)da: - (/abg(x)dx)2> |

(1.32)
On applique maintenant le Lemme 3 pour u(z) = f(z) avec ¢ = m et C' = M on aura
b 2
(b—a) /be(x)dx— (/ f(:r;)d:v) < ( / f(zx dx> (/ f(z)dz —m(b ),
’ ’ (1.33)

puis encore une fois pour u(x) = g(z) avec ¢ = p et C'= P ce qui donne

2

-0 [ e (/ bg(x)dx) < (P(b —a- [ bg(x)dx) (/ gl — plb a).

(1.34)

En remplagant (1.33) et (1.34) dans (1.32), on obtient

1o (0-a) [ swowae— [ ooty [ f(x)dx)2 <
4 (M(b —a)— /abf(x)dx) (/abf(x)dx — (b — a)> « (1.35)
4 (P(b _a)— /abg(x)dx) (/abg(x)dx p(h— a)) |

Maintenant on utilise I'inégalité (2) pour obtenir les résultats suivants

4 (M(b —a)— /ab f(x)d:c> (/b Fa)dz — m(b— a)) <((b—a)(M—m)?  (1.36)

1 (Po-a- [ (o) ([ owas—po-0) < @-ae-pr. w3

En combinant (1.35), (1.36) et (1.37), nous obtenons

( / orere| ' gla)da / bf(w)dx)2 < .

(b—a)*(M —m)* x (b—a)*(P—p),

et
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d’ou

s (M —m)(P —p)
1 :

o-a | @~ [ o [ s

<(b—a)

on divise par (b — a)? pour obtenir (1.24) ce qui termine la preuve du Théoréme 1.4. [

22



Chapitre 2

Calcul Fractionnaire

2.1 Les fonctions spécifiques

2.1.1 Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge
naturellement la factorielle aux nombre réels positifs (et méme aux nombres complexe a
parties réelles positives).

Définition 2.1. Soit x > 0, la fonction Gamma d’Euler est définie par 'intégrale sui-
vante :

[(x) = /000 e dt (2.1)

(cette intégrale est convergente pour tout x > 0 )

Exemple 2.1. Voici les images de la fonction Gamma pour quelques valeurs réels parti-
culieres

400 1
1) = / e "' ldoe=1, T (§> =7
0
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H%r‘lrxlll

Proposition 2.1. Pour tout x > 0, et pour tout n € IN* on a :

IF(z+1)=2al'(2),

I'(n)=(n-1)".
Preuve 2.1. 1. Soit x > 0, par une intégration par partie , on obtient
+o0
Mz+1) = / e T dt
0
t=-4o00 +oo
= [—e—t t“’} +x/ e 'l dt
t=0 0

= al'(x).

2. Soit n € IN*, en appliquant successivement la formule précédente

'n+1)=nl'(n)=n(n—1)TI'nh-1)=..=n(n—-1)(n—2)...

2.1.2 Fonction Béta
Définition 2.2. Soient x,y > 0, la fonction Béta est définie par :

1
B(x,y):/ "1 —t)vdt.
0

Exemple 2.2. pour x >0

1

1
033‘

1 tzz
B(z,1) :/ t"dt = —
0

X
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Proposition 2.2. La fonction Béta est reliée aux fonctions Gamma par la relation sui-
vante :

Ve,y >0 : B(z,y) = (2.5)
Preuve : Pour x,y > 0 on a

o] [ee) +oo +o0
['(2)[(y) = / / ey ety dty = / ot ( / tg_le_(t1+t2)dt2> dty
0 0 0 0

en effectuant le changement de variable

S:t1+t2,

on trouve

“+o0o +oo
['(z)T(y) = / tgf_ldtl/ (s — )Y e ds
0

t1

+o0o t1
= / e_sds/ (s —t)Y " t27dty .
0 0
t

Si on pose r = — alors on aboutit a
s

()T (y) = /0 T s ( /0 sy (s — rs)) sd’r)

+o00 1
- / e *ds (sx”ylﬂ/ (r)"! (1- r)Y! dr)
0 0

“+oo
:/ e *ds (s B(z,y))
0

“+oo
= / s@Hle=3ds B(x,y)
0

=T(z+y) B(z,y),

ce qui donne le résultat désiré

Proposition 2.3. Pour tout (x,y) € IR, on a

B(z,y) = B(y,z),

c’est-a-dire : la fonction Béta est symétrique
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Preuve : On a .
B(z,y) = / =)t
0
en effectuant le changement de variable
t'=1—t, donc t=1—t et dt=—dt’,

on déduit

Bla,y) = /1 (1= =21 (— )

1
:/ (1 =)
0

= B(y,z).

2.2 Les opérateurs de Riemann-Liouville (R-L)

2.2.1 Intégration d’ordre entier

Premier opérateur : Soit f € L'([a,b]), on défini la fonction J,+ f : [a,b] — IR par

Jaef(o) = [ pwy,
alors J,+ f est absolument continue. On peut intégrer une deuxiéme fois etc ...

On note J f(z) := J,+ f(x), on va composer successivement cette intégration i.e.

J2 flx) = /x Jhf(s)ds ... TN f(x) = /z Jrt f(s)ds.

Appliquons le théoréeme de Fubini, on obtient

n@ﬂwzf(lUMﬁ»kafl?@w@
:/:/txf(t)dsdt:/:f(t) (/txds) dt

:/I(x—t)f(t)dt.

Donc on a

a&ﬂwz/?w%vmw.
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A BN A 2
De la méme maniére, intégrons JZ, f(x)

st = [ "2 f(s) ds

:/a (/(s—t dt) ds—//s—t 1) dt ds
// (s —t)f(t)dsdt = /(/j(s—t)f(t)ds)dt
:/:f(t) (/tm(s—t)ds) dt:/;f(t)([%(s—tf]j) dt

donc
R =5 [ @ tPrear

On intégre encore une fois pour confirmer ...

/axjf+f(8)d8:/ax<§/(3_t dt) ds = - //s—t 1) dt ds
// (s—1)? f(t)dsdt = ;/;(/tx(s—t)Qf(t)ds)dt

on obtient

J;L+ flz) =

Utilisons un raisonnement par récurrence pour montrer le résultat de la n-iéme composi-
tion J f de 'opérateur J,+ appliquée a f : supposons que

R fe) = o | @0 e 2.6)

et montrons que

@) = [ @i
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On integre J7; une fois

/ £ ds/ (ﬁ /as(s—t)"lf(t)dt> ds — (n_ll)!/ax/as(s—t)"lf(t)dtds
- // 1) ds dt — ﬁ/j(/j(s—t)”lf(t)ds> dt
0 ([ra)ac s (e-o o

T @) = 1 o [ = rs@a = [0,

(n—1"J, n! J,

on obtient

Deuxiéme opérateur : Soit f € L'([a,D]), on défini la fonction Jy- f : [a,b] — IR par

a:):/:f(t)dt

alors J,- f est absolument continue. On peut intégrer une deuxiéme fois etc ...

On va composer successivement cette intégration, en notant Ji- f(z) := Jy- f(x), alors

T2 flz) = / T f(s)ds . T () = / T F(s)ds

En appliquant le théoréeme de Fubini, on obtient

:/:(/:f(t)dt> ds:/:/sbf(t)dtds

:/:/;f(t)dsdt:/:(/;f(t)ds) dt
:/:f(t) </t ds) dt:/:(t—x)f(t)dt

d’ou

b
R @) = [ - vraa
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De la méme maniére, intégrons J2f(x)

B fa) = [ 75 ds

:/:(/(t—s dt) ds—// (t— ) f(t) dtds
// (s —t)f(t)ds dt = /(Lt(t—s)f(t)ds>dt
:/:f(t) (/:(t—s)ds) dt:/:f(t) (E(t—s)QD dt

donc
1 b
B f@) = [¢-oPrea
Un raisonnement par récurrence donnera le résultat de la n-ieme composition J;* f de

I'opérateur J,- appliquée a f.

Supposons

! )|/(t—x)”‘1f(t)dt, (2.7)

Jy- fz) = =1

et montrons que

T f) = o [ - e s

En intégrant J;" on aura

/begLf(S)dSZ/x ((n_11> /(t— s)"” 1f()dt) ds = — 1) // (t—s)""' f(t)dtds
:ﬁ/j/xt(t—s)”_lf(t)dsdt:ﬁ/: (/tx(s—t)”_lf(t) ds) dt
0 ([ oo (-]

1

J f(x) = % X m/ (t—0b)"f(t)dt = —/ (t—2a)"f(t)dt.

d’out
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2.2.2 Intégration d’ordre fractionnaire : opérateurs de Riemann-
Liouville

S’inspirant des formules (2.6) et (2.7) obtenues sur IN, on propose les définitions sui-
vantes des intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville d’ordre « réel positif.

Définition 2.3. Soient a > 0 et f € L'([a,b]), on définit les opérateurs intégrales a
gauche (respectivement a droite) de Riemann-Liouwville d’ordre o noté J%, (respectivement
J ) par :

Jo () = ﬁ /x(:v — Ol ()dE, a <3 <D, (2.8)
et
Jo f(z) = ﬁ / (t— )" f(t)dt, a<w<b. (2.9)

ou I'(a) est la fonction gamma d’Euler.

Remarque 2.1. Pour a =0 on définit  JO, f(x) = f(z) et J)f(z)= f(x).

Pour a =1 on obtient JL f(z) = [T f(x et J-f(z)= f;f(:z:)dx
(intégrale classique de Rzemann)
Exemple 2.3.
o L 1 ! a— - 1 (t_x)a t - (t_a’)a
(Jo1) (t) == W/ (t—2)* dr = fa) a l-T@riD (2.10)
« L 1 ’ a— . 1 ('I - t)a b . (b - t)a
(Je1) (8) = W/t (@ =t tr = s | = o (2.11)

2.3 Propriétés des opérateurs de Riemann-Liouville

2.3.1 Propriété de semi-groupe

Proposition 2.4. [6//8] Soient f € L'([a,b]) et a, 8 € IR, ; pour tout x € [a,b] on a :

(@) = @) = I (S @) (2.12)

T (T 1 @) = 5 f@) = 3 (e (@) (2.13)

Preuve de la proposition 2.4 : D’apres la formule (2.8), on a

g ()] @) = g [ (220

= ﬁﬁ/ /s—t/“ t)dtds,
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le théoréme de Fubini permet d’écrire

2 (10 @) = i [ 10| [ -0 as) an

en effectuant le changement de variable s =t + (z —t)y, 0 <y < 1 on obtient

e (1)) @0 = i [0 =00 [0y ay

Enfin, d’aprés (2.4) puis la relation (2.5), on obtient

e ()] @) = sy [0 -0 ar
1

= m/j(w—t)“*ﬁ_lf(t)dt
(475) @

La deuxiéme égalité dans (2.12) est une conséquence de la commutativité : a+f = 4.
(2.13) se démontre de la méme maniére. O

2.3.2 Propriété de la bornitude

Maintenant nous allons montrer que ces opérateurs sont bien définis pour tout ordre
positif et sont en outre bornés sur L([a, 0]).

Théoréme 2.1. Si f € L'([a,b]), alors pour tout a > 0

Jof e LM[a,b]) et Jof e LY([a,b]). (2.14)

De plus les opérateurs d’intégrations J%, et J;* sont bornés, plus précisément on a

e f e qamy < C I et (2.15)
et
| Jo=f ey < C Nl f Lt ap) » (2.16)
(b —a)
Ia+1)

Preuve 2.2. soit J&, f l'opérateur gauche de Riemann-Liouville, alors

b
192 f oo = [

- |

1 b px ol
<w [ [ @mnlr) e,
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en utilisant le Théoréme de Fubini, on obtient

| e f Nl o) // —)* ()| dr dt
—ﬁ/j\ﬂﬂ\/f@—ﬂﬂ i di
o [en (2e-o)) @

et d’apres la propriété (2.1) de la fonction Gamma et la décroissance de la fonction

— (b—1t)*

1 b
(6% 1 < - _ (6%
| Jos f |2t ap) < F(a+1)/a |f()](b—t)*dt

(b—a)
< )\dt
< b= [yl

_ (b—a)®
Ia+1)

De la méme facon, considérant l'opérateur gauche de Riemann-Liowville J“ f(x) , alors

b
155 f losto = |
1 b
B W/
1 b pb
<wa [ =0,

I f et (ap) -

Jlfif(a:)‘ dx

/:(:1: 1) (1) da
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le Théoréeme de Fubini donne

1555 o < gy // 2" (0)| da dt
= i [0 [y ara
- i [on (R[e-ar]!) e
= v [ 1 G- aa

et de la propriété (2.1) de la fonction Gamma et la décroissance de la fonctiont — (t—a)®,
on aura

1 b
| I f sy < m/ O] a)® dt

(b—a)> [°
<t | o

B (b—a)*
T I(a+1) I Wz -

Remarque 1. La propriété (2.14) montre que les opérateurs d’intégrations fractionnaires
J% et J sont bien définis sur L'([a,b]), pour tout a > 0 .
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Chapitre 3

Inégalités au sens fractionnaire

3.1 Inégalité de Chebyshev au sens fractionnaire

Théoréme 3.1. [2/
Soient f et g deuz fonctions synchrones sur [a,b], alors

pour tout a <t < b et a >0, nous avons

Bre) = ) ) (o) (3.)
et pour a <t <b et a>0 nous avons
A ST} (3.2

— t)oz

Preuve de théoréme 3.1 : Puisque les fonctions f et g sont synchrones sur [a, b] , alors
pour tout x > 0, y > 0, nous avons,

[f(x) = f(W)] lg(x) —g(y)] =0,

par conséquent

f@)g(@) + fy)gly) > f(x)g(y) + f(y)g(z). (3.3)

Prouvons d’abord l’inégalité (3.1) :

(t—z)>1

En multipliant (3.3) par , nous obtenons

I'(«)
(t —x)ot (t —x) !
(o) f(x)g(x) + o) f@Wa(y)
(3.4)
(t x)a—l (t x)a—l
> () f(x)g(y) o) f(y)g(x),
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on intégre (3.4) par rapport a = € (a,t)
t o1 1 t o1
e [ e @eta)ds + 1) o) s [ @)
> 00) g [ €~ @+ 50) s [ atwar,
d’ou

Jor (f9) @) + f(W) gy) = g(y) Jox (f)() + f(y) Jas(9)(t) - (3.5)

(t—y)*"

(3.6)

>

9(y)Ja f (1) +

puis en intégrant (3.6) par rapport y € (a,t)

J3+<fg><t>ﬁ/<t— oty 4 a0 ‘]3* /f )y

> J%(i(;) /a (t =) "g(y)dy + J%(i ()t) / (t= )" f(y)dy.

Donc
Jor (f9)(t) (Jox1) (1) + (S5 1) () s (fo)(t) = Jox f(t) Javg(t) + Jgg(t) Joi f(2),
d’ou

J3+<f9)( )

G O e,

en utilisant (2.10), on obtient (3.1)
Prouvons maintenant I’inégalité (3.2) :

En multipliant (3.3) par %, nous obtenons

(x — )t
I'(a)

f(z)g(z) +




on intégre (3.7) par rapport a x € (t,b)
e [ @0 f@ata)de + 1) ) s [ @ =t
> 90 i [ -0 @ 10 s [0t

d’ou
(f9 O+ FW)aly) = 9(y) J= (N @) + f(y) S5~ (9)(t) (3:8)
De maniére similaire, on multiplie (3.8) par (y;&)
(y—1*" (y -t o
r i )0 + Y et (1) 0
(3.9)
- (y -0 o
> U0 gt 50 + U s )

puis en intégrant (3.9) par rapport y € (¢,b)

1000 i [0+ VLD a0 -yt

(63 b e ’
> Jbr‘(i(;) /t (y =) g(y)dy + Ji:(ig) /t (y = )" f(y)dy.

Donc
- (f9)(&) (J=1) (@) + (1) ()T (o)) = L= f(E) Jtg(t) + Jy-g(t) Jy- f (1),
d’ou

Jp-(f9)(t) =

en utilisant (2.11), on obtient (3.2). O

Remarque 3.1. Si a=1 alors on obtient le théoréme (1.2).

Remarque 3.2. Les inégalités (3.1) et (3.2) sont inversées si les fonctions f et g sont
asynchrones.
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Corollaire 3.1. /2]
Soient f et g deux fonctions synchrones sur |a,bl, alors

pour tout a <t <b,a>0 et >0 nous avons

E=a" 5 (g +

(t —a)”
L(B+1) Jat

« @ B B
‘]a+f(t) Ja+g(t) + Ja+f(t) Ja+g(t) < F(Of + ].)

o (fa)(t)
(3.10)
et poura <t <beta>0 et >0 nous avons
(b—1t)°
LpB+1)

(b—1)°"

TP (fo)(t) + Mot

T ft) Jg(t) + T f(t) Iy g(t) < ©(fo)(t)

(3.11)

Preuve de corollaire : En appliquant 'inégalité (3.1) avec les ordres d’intégration et
«, on aura respectivement

a)

S0 < S0 a0 (3.12)
et
SO0 < {0 T (a0 313

en additionnant (3.12) et (3.13) on obtient (3.10).

Maintenant on applique l'inégalité (3.2) avec les ordres d’intégration S et «, on aura
respectivement

R 507 o0 < S e (3.14)
! g e gt < 4y e (rg)0) (315
b- -9\l) = F(a+ 1) -\Jg ) . )
on additionne (3.14) et (3.15) on obtient (3.11). O

Corollaire 3.2. [2] Soient (f;),_, ,, des fonctions croissantes positives sur |a,b], alors

-----

pour tout a <t < b et a > 0 nous avons

(Hf> (Ja = H ° fi(t) (3.16)

et pour a <t <b et a>0 nous avons

T (H fz) 1) H Ty £i(t) (3.17)

o J%1(t) et J1(t) sont données par (2.10) et (2.11) respectivement.
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Preuve du corollaire : Pour n = 1 nous avons pour tout a <t <b, a >0

Jar (f1) (1) = T3 (1) (8),

appliquant (3.1) nous obtenons pour n = 2

% (ff2) (6) 2 ((J81) ()7 T8 (£) (0% (L) (1), pour tout a < £ < ba > 0.

Supposons maintenant que

o, (ﬁf) (t) > ((J2 “H S fit), a<t<ba>0, (3.18)

. . . .. n—1 .
’’’’’’ . étant des fonctions croissantes positives alors ([[—, f;) (t) est une fonction
croissante.

Nous pouvons donc appliquer le théoréme (3.1) aux fonctions H?;ll fi=g9q, fo=[f qu
sont synchrones. On obtient :

(Hfz) gf)( ) ((Ja+1 (Hfz) n)( )

Compte tenu de 'hypothese (3.18), on obtient :

(Hﬁ) > (1) () (« (H m) >§+(fn)(t),

(Hfl) > ( “1(H +fz> o (fa) (1),

ce qui donne (3.16).

donc

Prouvons maintenant l'inégalité (3.17)

Pour n = 1 nous avons pour tout a <t <b, a >0

Joe (fr) (1) = Jy= (f1) (2),

on applique (3.1), alors pour n = 2

T (fif2) (8) = (1) ()T (f) (05 (f2) (1), powra <t <b.

Supposons maintenant que

Jg (H f2> ((J&1) ()" H JEfit), a<t<b a>0, (3.19)
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(fi);—y__, ¢tant des fonctions croissantes positives alors (H?;ll fi) (t) est une fonction

.....

croissante.

Nous appliquons 'inégalité (3.2) aux fonctions H?;ll fi =g, fn = f qui sont synchrones :

Ji- (H fz> F(9h)(0) 2 (B 1) (1) i (H fi> () Ji (fa) (2).

Compte tenu de 'hypothése (3.19), on obtient :

;- (Hﬁ) > (1) ) (((J&l)(t))z—" (HJ;fi) <t>> T (1) (),

donc
5 (H f1> (e 1) P 1(HJb ﬁ) )% T (1) ()

ce qui donne (3.17). O

3.2 Inégalité de Griiss au sens fractionnaire

Théoréme 3.2. [3/

Soient f et g deuz fonctions intégrables et synchrones sur [a,b] satisfaisant les conditions
Vo € la,b] : m< f(x) <M et p<glx)<P; m,M,p,PelR, (3.20)

alors pour a <t <b et a > 0 nous avons

), . (1= ) \* (M = m)(P—p)
gt - gz st < () M),

et pour a <t <b et a>0 nous avons
(b—1) (b=1)*\* (M —m)(P—p)
T(a+1) (F(a + 1)) 4 B

Pour la preuve nous avons besoin du lemme suivant.

(3.21)

Sy fg(t) = Jp f() Iy g(t)] <

Lemme 5. Soit u une fonction intégrable vérifiant la condition

Vo € [a,b] : c<u(z)<C; ¢,CelR, (3.23)
alors pour tous a <t <beta>0ona
(t—a)® o o 2 t—a)* o (t—a)®
Tatn’*" (t) — (Joru(t))” < (Cm - Ja+u(t)> <Ja+u(t) - Cr(a—+1>(2 2>4)
et pour tousa <t<beta>0ona
b—6)" 0 o o2 b—0)* o (b—t)
mJb_u (t) — (Jyru(t))” < (CF(a——I—l) — Jb_u(t)) (Jb_u(t) - Cf‘(a—+1)(2 25)
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Preuve de lemme : Soit u une fonction intégrable sur [0, oo[ vérifiant la condition (3.23),

alors
(C —u(y))(u(z) — ) + (C = u(z))(u(y) — c)
—(C' = u(x))(u(z) — ¢) = (C' = u(y))(uly) — ) (3.26)

= u’(z) + v (y) — 2u(y)u(z).

On multiple (3.26) par % puis on intégre par rapport a x € (a,t) , nous obtenons

(0=0) [ (505t (s =e) [ (5 ) (0t

a_l) (C —u()) (u(z) —¢) dz — (C = u(y)) (uly) —c) /at ((t ;8;_1) "

:/at((t;(z);_l>u2(a:)d:c+/at((t;&);_l)u?(y)da:+2/:((t;(Q;_l)U(w)U(y)dx,

(o - u(y)) (Jg;u(t) - cr(i;f)f)) + (CF(L; ‘j)la) - Jm(t)) <u(y) - c)

= (0 + ) 2000 Tt

(t—y)*

Maintenant, on multiplie (3.27) par % puis on intégre par rapport a y € (a,t), nous
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obtenons

(t—a)* 1

s [ e = utn () - )y

=) [ (U )+ S0 [ (S ey

on déduit
(-2 (2 - o)
4 < r(iojj):) - J§+u(t)) (J§+u(t) _ Cp(t(;f)f))
- (1€ = ) ) - ) s - S (€ - uo) ulo) - )
— Jod(t) r(i;j)f) T (h) F(t(;j)f) 2 (% u(t)) |
d’ou

(t - a)a «
2T J% (C = u(t)) (ult) — ¢) (3.28)
o (t B a)a ey u2 . ® 0 2
= 2—F(a + 1) Ja+ <t> 2 (‘]an <t>) ?

et comme ¢ < u(z) < C par hypothése on déduit
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et par conséquent

(t—a)2 a ., oy _C(t—a)a (t—a)® o 208 (T ()2
<Cr(a +1) Jor (t)) (Ja+ (t) )) > o 1)Ja+ (t) — (J% (t)()g ,29)

dotr (3.24).

On multiple (3.26) par (”31_,2371 puis on intégre par rapport a x € (t,b) , nous obte-
nons

((J - u(y)) (Jg"u(t) - céfa_j);) + (CIEZ()a_—i)f) - qu(t)) (u(y) - c)

—g (€= umnwi -9 ) - (€= un)) (atn - o) s a0)

(b—t)

= () + ) g

— 2u(y) Sy u(t).

Maintenant, on multiplie (3.30) par (y;ii_l puis on intégre par rapport a y € (¢,b),

)
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nous obtenons

(00 - ) s [ =07 €~ uty

n (Oéf‘—” - qu(t)) | =0 ) -y

b—t)~ 1 [ -
[(a+1) m/t (y—t)*(C —u(y)) (u(y) — c) dy

=t [ (U)o | ()

2 () | b (%)u@)dy,

(0 —erey) (s~ )

(il — ) () - =)

(b—1)°" (b—t)

— T ((C =) () = ) 1o~ Tz (€~ ) ) - o)

on déduit

b a 2 (b_t)a o
Mot D) + Ju (t)m = 2(Jtu(t))

2 (Cé?a_f)f) - J;u(t)> (Jg‘u(t) _ Cr(lga_f)f)>

(b—t)

2y (€= ut) ()~ o (3.31)
b=t a 2
= 20 ) - 2 (U ()
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et comme ¢ < u(z) < C par hypothése on déduit

(b—t)°
['a+1)

Jp- (C = u(?)) (u(t) = ¢) 2 0,

et par conséquent

(cﬂ - J;_u@)) (Js_u@) - clsz()_t)a ) > U0 g () — (o)

['(a+1) a+1) (a+1)
(3.32)
d’ont (3.25).
Ceci termine la preuve du lemme.
O

Preuve du Théoréme 3.2 : Soient f et g deux fonctions synchrones et remplissant les
conditions (3.20) du Théoréme 3.2, on définie pour z,y € (a,b),

H(z,y) = (f(x) = f(y)(g(z) — g(v))
(3.33)

= f(z)g(z) — f(x)g(y) — f(y)g(x) + f(y)g(y).

Puisque f et g sont synchrones alors on a

H(z,y) >0

Multiplions (3.33) par (t}aéf)_lo x € (a,t) et intégrons par rapport a x

/at (%)H(Ly)dﬁf = /: (%)f(x)g(x)dx —9(y) /at <(t ;(Q;_l)f(:r)dx

) /at <%)g(m)dl’ + f(®)a(y) /at ((t ;(a;);l)dx

= I fg(t) —g(y) I f(t) — f(y) o g(t) + f(y)g(y)

()" o intégrons par rapport i y € (a,t)
" grons par rapport a y € (a,

seasto [ (=) =i [ (Y2 o)
)

Multiplions maintenant (3.34) par

a—1

— Jg(t) /at <@}T)f(y)+r(ati 3 /at ((t;(gg;1>f(y)g(y)

ta (0% (0% (0%
= 2 mefg(t) —2J5 f(£) 3 9(t),
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d’ou
/at /at ((t ;(Z); 1) (<t ;(@Q; 1) H (z,y)dvdy =2 %Jéﬁfg(t)—? JE () J2g(t).
(3.35)

D’autre part, en appliquant la forme continue de I'inégalité de Cauchy Schwarz (5), nous

b= </at/at((t;(:2; 1) <<t_(f; 1)H(x,y)da:dy)2

= ([ (2 (2 (e - siot - sty
(] (] (522 o) Yo
X /at (%) (/:(g(x) _g(y))de)édy> r

(f(z) = f(y))dedy>

p1

IN

A
\:‘_
S
VR
=
=l
oE
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b= U:/:((t}(?;l)((t;(gg;l
- () (e
) ()
<UL

[ () (S
o[ [(Sa) () stwsteay
- () () e

on obtient

( ’ )
o [ ) e [ () ol
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En combinant (3.35) et (3.36) on déduit

1y, : b (may
V(e - e s0Ia0) < 4 (o

Jof2(t) — (J§+f(t))2)

(3.37)

on applique maintenant le Lemme 5 pour u(x) = f(x) avec ¢ = m et C = M on aura

(t—a)® )

Mla+1)
.38)

(t—a)"
['a+1)

T f2 () = (s f(1)* < (M — Jéif(t)) (Jiif

En appliquant encore une fois le Lemme 5 pour u(z) = g(x) avec ¢ = p et C = P, alors

(t=a)* 10 o o 2 t—a) a (t —a)
s i) = (nato)) < (P = Jovalt)) (Jeeatt) - pm()g .,
En remplagant (3.38) et (3.39) dans (3.37), on obtient
16 ({0 +)1)J3+fg( )~ 202 (02900
(t - " o (t —a)
< (M = g s) x (s - mi ) (3.40)

(
x4 (Plgt(_a — Jarg( )) x (Jéig(t) —p%>-

Maintenant on utilise I'inégalité (2) pour obtenir les résultats suivants

(0 = gz @) (s =m0 ) < (f o - m>)2 (3.41)

et

4 (Pr(i;j)f) - J§‘+g(t)> (Jéig(t) -p i —a)” ) < < <t; a) (P— p))2 (3.42)

En utilisant (3.40), (3.41) et (3.42), nous obtenons

(t—a)®
MNa+1)

ce qui termine la preuve de U'inégalité (3.21).

Jor fg(t) — J5 f(2) a+g(t)‘ i (F(a—i—l)
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Pour prouver l'inégalité (3.22), multiplions (3.33) par 224

grons par rapport a x

[ (552 e = [ (U s o) [ (S50 s

) /tb <(I ;(2;_1)g(x)dx+f(y)g(y) /tb ((x ;(2)(1_1)%

(b—1)°
Ia+1)
(3.43)

F(OS_I ou x € (t,b) puis inté-

= Jy-fg(t) —g(y) - f(t) — f(y) Jy-g(t) + f(v)g(y)

Multiplions maintenant (3.43) par (y;&a)—l

Jy- fa(t) /tb (%) = Jy- f(t) /tb ((y;(—ij)al)g(y)

— Jg(t) /tb ((y;(—z)al)f(y)Jr r(l()a_j)f) /tb ((y ;(Zfl)f(y)g(y)

_ o, b=t
- T TD(a+1) I

et intégrons par rapport a y € (¢, )

fa(t) =2 - f(t) Jy-g(t),

d’ou
/tb /tb ((:c ;(2)“‘1) ((y ;(2;_1> H(z,y)dzdy = 2 %J; Fa(t)—2 J& f(t) Je g(t) .
(3.44)

D’autre part, f et g étant synchrone on a (f(z) — f(y))(g(z) — g(y)) > 0, d’on
e () ()

= ([ (SR (Y52 ) swtat) - sty
() (M)

2
H(z, y)dxdy)

(F(@) — F()(g(a) - g(y))ldxdy) ,
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en appliquant Vinégalité de Cauchy Sclwarz (5). nous obtenant
= < / b (/ b (%) () - f(y))de>é> dy
(L) o]
// (xrt ) o= e
i) )
0 )(r =) )= st i)
() () (e )g<x>—<>>dxdy),

on déseloppe s cars et o il ln st de il
ce ) ()
- 2//<(;<2>) (@;(2;_1)
o ) (Y roeal
)
)
;

IN

IN

[ (e
[ (5
[ (5

[ (x)dx dy
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on obtient

o () [ (M)

) e [ () e

) (55

o () e [ (M) rwal
b

(b—1) 2 o (b—t)* 9
(F(a+1>Jb JoE) = 2J f(O) T f () + RS f (t))
(b—1) o o (b—t)
(F(oz—f-l)Jb g (t) — 222 g(t) Jy-g(t) + Tat1)” (t))
donc
1< (20 - 20850 ) (2 et - 2050 549

En combinant (3.44) et (3.45) on déduit

(b—1)°

b1 R o
4 (F g ol - be@)Jbg(zs)) <4 <mJb_ 2 — (Je 1) >

(b—1)” 2 2
——=J2g°(t) — (JiLg(t
< (S - Upa)’)
(3.46)
on applique maintenant le Lemme 5 pour u(z) = f(x) avec ¢ = m et C' = M on aura

(b—1)°
['(a+1)

0 = U 10 < (g = ) (0 - =)

(3.47)

En appliquant encore une fois le Lemme 5 pour u(z) = g(x) avec ¢ = p et C' = P, alors

fs o - U o) < (PRl = ) (a0 - ri ).

(3.48)
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En remplagant (3.47) et (3.48) dans (3.46), on obtient

16 (r(? - %Jb Fo(t) — 2J2 f(t >J3-g(t>)

<4 (MIE? —Jef )) X (J; f(t) _mr(?a_f)f)) (3.49)

x 4 (PIEZ()a_—zl —Jyg )) X (Jl?‘_g(t) —pr(?a_f);) .

Maintenant on utilise I'inégalité (2) pour obtenir les résultats suivants

1 (a2 = ) (90 -2 ) < (S0 m>)2 (3.50)

et

[ = B (e e

En utilisant (3.49), (3.50) et (3.51), nous obtenons (3.22)

'(b t)
Ia+1)

1

T Fa(t) = Ty f(8) Ty ()‘<Z<(b—t)a

['(a+1)

)2<M—m><P—p>.

Ceci termine la preuve du Théoréme 3.2 ]
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