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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 'étude d’éxistence de solutions pour
des équations différentielles non-linéaires du premier ordre sur les échelles
de temps et pour des équations différentielles fractionnaires conformes non-
linéaires d’ordre av €]0,1] sur les échelles de temps avec des conditions de
bord (condition de Cauchy ou condition périodique). Nos démonstrations
sont basées sur la méthode des sous et sur solutions et le théoréme de point
fixe de Schauder.

Mots Clés : Calcul sur les échelles de temps, calcul fractionnaire conformes
sur les échelles de temps, équations dynamiques, équations dynamiques frac-
tionnaires conformes non-linéaire, méthode des sous et sur solutions, théo-
réeme du point fixe de Schauder.



Abstract

- In this work, we present existence solutions for the first order
nonlinear differential equations on time scales and for the nonlinear
conformable fractional differential equations of order ac]0; 1] on

time scales under some boundary conditions.
- These results are obtained by using Schauder's fixed point theorem
and with notions of lower and upper solution.

Key words and phrases: Calculus on time scales, conformable fractional
calculus on time scales, dynamic equations, nonlinear conformable
fractional dynamic equation, boundary conditions, upper and lower
solutions, Schauder's fixed-point theorem.
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Introduction

Le calcul sur les échelles de temps a été introduite par Stéphan Hilger
dans sa thése de doctorat en 1988, qui a essayé d’unifier I'analyse discréte et
I’analyse continue. De nos jours, un grand nombre de livres et d’articles de
recherche sont consacrés au calcul sur les échelles de temps et a ses applica-
tions, voir [3, 8, 9, 12, 13, 17].

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme
un domaine intéressant a explorer ces derniéres années. Les équations diffé-
rentielles fractionnaires sont une généralisation des équations différentielles
d’ordre entier. Notons que cette théorie a de nombreuses applications dans
la description de nombreux événements dans le monde réel. Par exemple, les
équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables dans 'ingé-
nierie, la physique, la chimie, la biologie, ...etc (voir[4, 21, 22, 23, 25, 27|).

En 2014, Khalil et al. [19] ont présenté une nouvelle définition de la déri-
vée fractionnaire dénommeée la dérivée fractionnaire conforme. En particulier,
Benkhettou et al. [11] ont étendu cette définition & une échelle de temps ar-
bitraire, qui est une extension naturelle du calcul fractionnaire conforme. Ré-
sultats d’existence pour des équations différentielles fractionnaires conformes
sur les échelles de temps on été étudiées par plusieurs auteurs en utilisant les
théorémes du points fixes, la méhode des sous et sur solutions, la méhode des
sous et sur solutions, méthode de tube solution,...etc (voir |5, 6, 7, 9, 10, 31]).

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d’existence de solutions
pour des équations différentielles non-linéaires du premier ordre sur les échelles
de temps et pour des équations différentielles fractionnaires conformes non-
linéaires d’ordre a €]0, 1] sur les échelles de temps avec des conditions de
bord. Ces résultats ont été obtenus grace a la méthode des sous et sur so-
lutions. La technique utilisée est de transformer le probléme initial en un
probléme de point fixe de sorte que si 'on prouve qu’une solution du pro-
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bléme modifié existe, elle est aussi solution du probléme initial (original).

La méthode des sous et sur solutions a été largement utilisée pour obtenir
des résultats d’existence, voir par exemple [6, 7, 18, 28, 29, 30].

Ce mémoire il se présente sous forme de trois chapitres.

Dans le Chapitre 1, nous présentons quelques définitions et résultats
utilisés dans ce mémoire.

Dans le Chapitre 2, nous étudierons I’existence de solutions pour d’équa-
tion dynamique non-linéaire du premier ordre sur les échelles de temps sui-

vante :
22 (t) = f(t, (1)), pour tout t € T, (1)

sataisfont 1'une des conditions de bord suivantes (condition de Cauchy ou
condition périodique) :
Condition de Cauchy (initiale) sur T, z(a) = xo, (2)
Condition périodique sur T, z(a) = z(b). (3)

Ici, T est une echelle de temps bornnée ou on notera ¢ = min T, b = max T,
To=T— {b}, 10 € Ret f: TF x R — R est une fonction continue.

Dans le Chapitre 3, nous étudierons I'existence de solutions pour d’équa-
tion dynamique fractionnaire conforme non-linéaire sur les échelles de temps
suivante :

29(1) = f(t,2°(1)), pour tout ¢ € I = [a, blr, (4)

sataisfont I'une des conditions de bord suivantes (condition de Cauchy ou
condition périodique) :

z(a) = xo, (5)
z(a) = x(o(b)). (6)
O1, T est une échelle de temps bornée, J = [a,0(b)|r avec a,b € T,0 < a < b,

zo € R, Jf(Aa) (t) désigne la delta dérivée fractionnaire conforme de x d’ordre

a€ (0,1] entet f: I xR — R est une fonction continue.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit quelques notations, définitions, lemmes et
théorémes. Puis on présente les résultats principaux sur la différentiabilité,
I'intégration et la fonction exponentielle sur les échelles de temps. En fin, on
traite du calcul fractionnaire conforme sur des échelles de temps.

1.1 Notations et définitions

Nous introduisons les notations, définitions, préliminaires et théorémes
nécessaires. Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter |2, 15, 24, 26].

Soit E = [a,b] un intervalle de R. C(E,R) est l'espace de Banach des
fonctions continues de E dans R muni de la norme :

lyllo = sup |y (t)].
tE(a,b]

Définition 1.1. (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout es-
pace vectoriel normé complet sur les corps C ou R.

Définition 1.2. Le sous ensemble A de l’espace normé X est dit borné si il
existe K tel que
Iyl < K pour tout y € A.

Définition 1.3. Soit T : (X, ||.||x) = (Y, |.|ly) une application. On dit que
T est bornée si elle envoie les parties bornées de X sur des parties bornées
de Y i.e. T (bornée) est bornée.
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Remarque 1.1. Soit T : (X, |.||x) = (Y, ||.lly) une application bornée, i.e,
pour tout € > 0, il existe d > 0, tel que

pour tout v € X : ||zl < ¢ implique T (x)]ly <.

Définition 1.4. Soient a € X et H : (X,|.[|x) = (Y, |.ly)- On dit que H
est continue au point a si et seulement si, pour tout € > 0, il existe o > 0,
pour x € X, on a

|z —ally <6 implique |H () —H (a)]ly <e.

Alors Uopérateur H est dit continu sur X, ou simplement continu si il est
continu en tout point de X.

Proposition 1.1. Une application H : (X, ||.||x) = (Y, [.|ly) est continue
au point x, si et seulement si pour tout suite (x,), converge vers x dans X,
alors (H (x,)), converge vers H (x) dansY.

n

Définition 1.5. Un sous ensemble A de ’espace normé B est dit compact si
pour toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous suite convergente
vers un élément de A.

Remarque Un ensemble compact est un ensemble fermé borné; la réci-
proque n’est pas toujours vraie.

Définition 1.6. Un ensemble D est relativement compact si D est compact.

Définition 1.7. Soient X et Y deux espaces de Banach et H: X — Y est
une fonction continue. On dit que H est compacte si H(X) est compact. On
dit que H est complétement continue si H(B) est compact pour tout sous-

ensemble borné B C X.

Définition 1.8. (Ensemble équicontinue) Un ensemble M de C([a,b],R) est
dit équicontinu, si pour tout € > 0 il existe 0 > 0, tel que, pour tout
tl,tQ S [a, b], ’tz —tl‘ < dona:

|h(t2) — h(t1)|| <&, pour tout h € M.

Définition 1.9. (Ensemble uniformément borné) M est dit uniformément
borné dans C([a,b],R) s’il existe un nombre réel K > 0 tel que ||z]|0 < K
pour tout z € M.
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Lemme 1.1. Une application continue sur un ensemble compact est unifor-
mement borné.

Théoréme 1.1. (Arzela-Ascoli) Soit M C C([a,b],R), M est relativement
compact dans C([a,b],R) si et seulement si :

(a) M est uniformément borné.
(b) M est équicontinu.

Théoréme 1.2. (Théoréme du point fize de Schauder) Soit C' un sous-
ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’un espace de Banach X et H :

C — C une application compact i.e (H(C) est compact). Alors H admet au
moins un point fize (i.e il existe un point xy dans C tel que H(xg) = xo).

1.2 Calculs sur les échelles de temps

Dans cette section, nous présentons les notions de base pour comprendre
le calcul sur les échelles de temps. Nous explorons la différentiabilité et 'in-
tégration des fonctions et la fonction exponentielle sur les échelles de temps.
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [3, 12, 13, 17].

Définition 1.10. (Echelle de temps.) Une échelle de temps T est un sous-
ensemble non vide fermé de l’ensemble de nombre réels R.
Les ensembles R, 7 et N sont des échelles de temps.

Les ensembles Q, R\ Q, C et ]0; 1] ne sont pas des échelles de temps.

On sous-entend que la topologie de T est induite par celle de R.

Définition 1.11. Soit T une echelle de temps. Pourt € T, On définit :

i) - L’opérateur de saut-avant o : T — T par o(t) :=inf{s € T:s > t}.
i1) - L’opérateur de saut-arriere p: T — T par p(t): =sup{s e T:s <t}.
iii) - La fonction de granulation en avant p: T —[0,00) par wu(t) : =o(t)—t.
iv) - La fonction 7 : T — R par ¢7(t) .= (poo)(t) = ¢(o(t)), t € T.
Définition 1.12. Soit T échelle de temps, t € T :

1) Sio(t) >t, on dit que t est un point dispersé a droite (rs).
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2) Sio(t)=tett <supT, on dit quet est un point dense & droite (rd).

3) Sip(t) <t, on dit que t est un point dispersé o gauche (Is).

4) Sip(t) =t et t>infT, on dit que t est un point dense & gauche (Id).
)

5) Si un point est dispersé & droite et & gauche,(i.e p(t) <t < o(t)), on dit

qu il est isolé.
6) Si un point est dense 4 droite et a gauche,(i.e t=o(t)=p(t)), on dit qu’il
est dense.

Exemple 1.1. Soit T une échelle de temps, t € T.
1. PourT=R ,ona:o(t)=t et p(t)=t
Done, chaque point de R est dense : u(t) = v(t) = 0.
2. Pour T =7 on a, chaque point de Z est isolé et o(t) = t+1,p(t) =t—1
et p(t) =~(t) = 1.
Définition 1.13. Soit T échelle de temps, t € T
i) Si T admet un mazimum M dispersé a gauche, on pose TF = T —{M},
sinon TF = T.
it) Si' T admet un minimum m dispersé a droite, on pose Trx =T — {m},

sinon Tr = T.

Définition 1.14. Soit T une échelle de temps, on définie l'intervalle [a, b]
dans T par : [a,b] = [a,blr = [a, )| NT={t € T:a <t <b}.

Définition 1.15. Une fonction ¢ : T — R est dite réguliere, si sa limite
droite existe en tout point dense a droite de T, et sa limite a gauche existe
en tout point dense a gauche de T.

Théoréme 1.3. Toute fonction régquliere sur un compact d’une échelle de
temps est bornée.

Définition 1.16. On dit qu’une fonction ¢ : T — R est continue en un point
teT s

Ve > 0,30 > 0,Vs €]t —d,t 4+ 6[NT : |o(t) — (s)] < e.

Remarque 1.2. Toute fonction définie en un point isolé est continue en ce
point.
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Définition 1.17. Une fonction ¢ : T — R est dite rd-continue si elle est
continue en tout point dense a droite de T, et si sa limite a gauche existe et
finie en tout point dense & gauche de T.

On note :

— L’ensemble des fonctions p : T — R qui sont rd-continues sur T par

Crqg = Cpq(T) = Cpy(T, R).

Théoréme 1.4. Soit ¢ : T — R une fonction, on a :
1. Si ¢ est continue, alors @ est rd-continue.
2. 8@ ¢ est rd-continue, alors ¢ est réquliére.

1.2.1 A-différentiable

Définition 1.18. Soit ¢ : T — R une fonction et soit t € T*. On dit que
@ est A-différentiable en t s’il existe un nombre réel ™ (t) € R tel que pour
tout ¢ > 0, il existe un voisinage U de t (i.e, U = (t — 0,t +0) N'T pour
certain 6 > 0) tel que

|7 (t) — p(s) — O™ (t) (o (t) — s)| <ela(t) — s, pour touts € U.

On appelle p>(t) la A-dérivée de @ en t.
Si ¢ est A-différentiable en tout t € TF, alors ™ : T¥ — R est appelée la
delta dérivée de f sur TF.

- L’ensemble des fonctions ¢ : T — R qui sont différentiables et ses déri-
vées sont rd-continues sur T par

Clg = CLy(T) = CLy(T,R).

Remarque 1.3. On dit que la fonction ¢ : T — R est A-différentiable en
t € T* sl existe

plo(t)) — o(s)

A T
¥ (t) _£1£\I% O‘(t)—S S#O_(t)
Exemple 1.2. Soit ¢ : T — R une fonction
1. Pour T=R, on ao(t) =t alors :
t) —
gDA(t) — lim 90( ) @(S) — (p/(t>.
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2. Pour T=27Z,0naoc(t)=t+1 alors:

po(t) = 90(0;725; :f<t) = p(t+1) —p(t) = Ap(t)

ot A Dopérateur de différence .

Théoréme 1.5. Soit  : T — R une fonction et soit t € T*.

1) Sip est A-différentiable en t, alors ¢ est continue en t.
4) Si p est A-différentiable en t, alors

(1) = () +p(t)e™(1).

Exemple 1.3. Soit ¢ : T — R une fonction définie par :
1. o(t) = a pour tout t € T,ot o € R est constante. alors p>(t) = 0.
2. ¢(t) =t pour tout t € T, alors o™ (t) = 1.

Théoréme 1.6. Soient ¢, ¢ : T — R deux fonctions A-différentiables en
t € T* alors :

1) Pour tout « € R, ap + ¢ : T — R est A-différentiable en t et
(ap + )2 (t) = ap®(t) + o2 (1).
2) ¢ : T — R est A-différentiable en t et

(PO)A(t) = P2 (1)(t) + (o (t))d™ (t) = (t)o™(t) + wA(t)ﬁb(U(tg)- |
1.1

Exemple 1.4. Soit p : T — R une fonction définie par p(t) = 1%, on a :

1.SiT=R,onaoc(t)=tetp(t)=t, alors : o*(t) = ¢'(t) = 2t.

2.9 T=2Z,onac(t)=t+1etplt)=t—1alors:(t) =2t + 1.

1.2.2 A-Intégration

Définition 1.19. La fonction H : T — R est dite la primitive de h : T — R
St
HA(t) = h(t), pour chaquet € T".

- On définit l’intégrale de Cauchy par :

/b h(t)A(t) = H(b) — H(a), pour tout a,beT.



1.2 Calculs sur les échelles de temps 12

Définition 1.20. Soit h: T — R une fonction réguliére , on définit [’intégrale
indéfinie par :

ou ¢ est une constante arbitraire et H est la primitive de h.

Théoréme 1.7. Toute fonction rd-continue possede une primitive. En par-
ticulier ,si tg € T, alors la fonction H définit par :

t
H(t):/ h(T)AT, pourtout teT,

to
est une primitive de h.

Théoréme 1.8. Tout fonction continue h sur |a,b] est A-intégrable.

Théoréme 1.9. Si h € C,.d et t € T*, alors

Théoréme 1.10. St a,b,c € T,a € R et f,g € C.d, alors :
b

./b[af()+g()At—a/f At+/ g(D)AL.

/f /fAtet/f At = 0.
3./ftAt_/ftAt+/ftAt

4 / F(0(0)g™ ()AL = (f9)(b) — (fg)(a) - / FAg(HAL

/abf(t)At’ < /abg(t)At.

Théoréme 1.11. Soient a,b € Tet f € C,d

1.5: T =R, alors
b b
/ FAL _/ oL

5. Si|f(t)] < g(t) surla,bl], alors




1.2 Calculs sur les échelles de temps 13

ot 'intégrale a droite est ['intégrale usuelle de Riemann.
2. Si [a,b] ne contient que des points isolés, alors

> ut)ft)  sia<b

b tela,b)
/ fO)At=< 0 st a=b
¢ - Z w(t)f(t) sia>b
tela,b)

Exemple 1.5. Soit T une échelle de temps :
b b
1. Soit a,b € T, on a / cAt:c/ 1At = ¢(b — a).

t
2. On calculons / sAs sur T :
0

t t 1,]" 1
-Pour T=R on a : / sAs = / sds = |=s*| = =%
0 0 2 0 2

t t—1
t(t—1
-PourT:Zona:/sAs:Zs: ( )
0 s=0

2

1.2.3 la fonction exponentielle

Définition 1.21. Pour h > 0, on définit les nombres complexes de Hilger
Cy, et l'axe tmaginaire de Hilger Zy, par :

-1
Cn = {26672#7}
Zy, = {ze@,%ﬂ<1m(z)§
Pour h=0, on a Cg=C et Zy=C

}

SHI

Définition 1.22. Une fonction p: T — R est dite régressive si :
14+ p(t)p(t) #0, VteT*
On note L’ensemble des fonctions régressives et rd-continues par :
R =R(T) =R(T,R)

et on note par R™ = {p : T — R : 1+ u(t)p(t) > 0} pour tout t € T
l’ensemble des fonctions régressives positives.
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Définition 1.23. On définit dans R(T)
)q

~ (p@®q)(t) = p(t) + q(t) + p(t)p(t)q(t); pour tout t € T*, et p,q € R.
- (poq(t) = (p® (©9)(t) = %;pour tout t € T*, et p,q €

R(T).
Définition 1.24. Si p € R, alors on définit la fonction exponentielle par :

»(t,s) = exp /5# AT)pOUT’tSGT

Ou &, - Cp, — Zy, est la trnsformation cylindrique définie par :

—1 1 '
a9z =17 og(1+ zh) sih>0
z si h=0

Ou log désigne le logarithme nipérien .
Donc on a

ep(t,s) = exp (/sp log(1 Z?T(;)p(T))AT> pourt,s €T

Remarque 1.4. 1. Soit p € R et tg € T fizé, la fonction e,(.,ty) est
définie comme la solution unique du probleme de Cauchy :

y=(t) = p(t)y(t).

2. On a :ex(t,s) = p(t)ey(t,s).
3. Pour T=R, u(t)=0. Ona :

(05

Si p est une constante, alors ey(t,s) = P9 et eo(t,s) = 1, et
e1(t,0) = €'

Théoréme 1.12. :Sip, ¢ € R, alors
1. eo(t,s) =1 etey(t,t) =1

2. ep(a(t),s) = (L+ u(t)p(t))ep(t, s)
1 1

m = eep(t’ s), 6P<t7 s) = M - e@p(s, t)

€P<t7 S)ep(57 T) = ep(t7 T) €p<t7 S)GQ<t7 S) = GP@Q(t’ S)'

> Lo
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1.3 Calcul fractionnaire conforme sur les échelles
de temps

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et résultats des
intégrales et des dérivées fractionnaires conformes sur des échelles de temps.
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [1, 9, 10, 11].

1.3.1 Dérivée fractionnaire conforme

Définition 1.25. ( La dérivée fractionnaire conforme) Soit ¢ : [0,00) — R
une fonction et soit o € (0,1]. La dérivée fractionnaire conforme d’ordre «
de ¢ est définie par :

e (t) = lim Pt +et' =) — o(t)

e—0 g

(1.2)

pour tout t > 0. Si ¢V (t) emiste et est finie, on dit que ¢ est a-differentiable
ent.

Définition 1.26. (La delta dérivée fractionnaire conforme) Soit ¢ : T — R
une fonction, t € T, et soit o €]0,1]. Pour t > 0, on définit le réel gbga)(t)
(supposons qu’il existe) vérifiant : pour tout € > 0, il existe un voisinage
Vi CT (e, Vi :=]t—=6,t+6[NT) det, § >0, tel que

[p(a(t)) — ()|t — XY)(t) [o(t) — s]| < elo(t) — s| pour tout s € V.
(1.3)
- On appelle gzﬁ(Aa)(t) la delta dérivée fractionnaire conforme de ¢ d’ordre «
en t, et on définit la delta dérivée fractionnaire conforme de ¢ en 0 par

o8 (0) = lim ¢ (1).
-On dit que ¢ est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre o sur T*
si (ﬁf) (t) existe pour tout t € T".

Remarque 1.5. (i) Sia=1, ona gbf) = 2.
(i) Si a =0, nous notons (b(Aa) = ¢.

(i1i) Si T =R, alors ¢§f’ = ¢\ est la dérivée fractionnaire conforme de
¢ d’ordre a(voir Définition 1.25).
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Nous introduisons ’espace suivant :

C%([a, b, R) = {¢ delta dif férentiable fractionnaire conforme
dordre a sur [a,bly et ¢\ € Cra(la, blr, R)}.

Théoréme 1.13. Soit a €]0,1] et ¢ : T — R une fonction et soit t € T".
Alors on a :
(i) Si ¢ est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre o ent > 0,
alors ¢ est continue en t.
(11) Si ¢ est continue en t et t est dispersé a droite, alors ¢ est delta
différentiable fractionnaire conforme d’ordre o en t et

0y _ 0Lo) — o0
S =T

(11i) Sit est dense a droite, alors ¢ est delta différentiable fractionnaire

conforme d’ordre o en t si et seulement si la limite lim,_,, %tl’a

existe et est finie, dans ce cas on a ¢\ (1) = lim,_, %tl’a = t172¢/ ().
(iv) Si ¢ est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre o en t,

alors (o (t)) = ¢(t) + (u(t)t> 0% (t).

Exemple 1.3.1. Soit a € (0,1]. Les fonctions suivantes f,g,h : T — R
définies par f(t) =t, g(t) =\, X € R et h(t) = e,(t,a), p € R,, sont delta
différentiables fractionnaires conformes d’ordre o avec

tl—a — tl_agbA(t).

@@y =t dP@)=0 et K@) =t e,(t,a).

Théoréme 1.14. (Les propriétés de delta dérivée fractionnaire conforme)
Soit ¢, : T — R sont delta différentiables fractionnaires conformes d’ordre
a. Alors,
(1) La somme ¢+ ¢ est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre
aet (@+o)n =0k + ok
(1) Pour toute constante X € R, \¢ est delta différentiable fractionnaire
conforme d’ordre o et ()\gb)(ﬁ‘) = )\¢(Aa) ;

(111) Si ¢ et ¢ sont continues, alors le produit ¢pp est delta différentiable
fractionnaire conforme d’ordre « et

(00)) = 60 + (0 )k = 9 (g 0 0) + s
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(v) Sip(t)p(a(t)) #0, tout point t € T et si ¢ et @ sont continues, alors
¢/ est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre o

<¢)(“) _ o8- WXX)_

¢)a p(poo)

. (1.4)

Remarque 1.6. - Si T = R, la A-dérivée équivaut a la dérivée au sens
classique et les équations aux échelles de temps deviennent des équations
différentielles.

- 51T =7, les équations aux échelles de temps deviennent des équations aux
différences finies.

1.3.2 Intégrale fractionnaire conforme

Maintenant, nous introduisons delta a-intégrale fractionnaire conforme
sur les echelles de temps.

Définition 1.27. Soit g : T — R une fonction réguliére et 0 < o < 1. On
définit delta a-intégrale fractionnaire de g par :

/g(t)A“t = /g(t)ta‘lAt.

Définition 1.28. Soit g : T — R une fonction réguliere et 0 < o < 1. On
définit delta a-intégrale fractionnaire indéfinie de g d’ordre o par :

mo:/Q@A%

On définit delta a-intégrale fractionnaire de Cauchy par :
b
/ g(t)A%t = G(b) — G(a) pour tout a,b € T.

Exemple 1.3.2. Soit T=R, o = 3, et g(t) =t. Alors

103 103 ) 103 )
/ g(t)Aat:/ t.tz—lAt:/ tzdt = 6.
1 1 1
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Théoréme 1.15. Soit a € (0,1]. Sig: T — R est une fonction rd-continue,
alors il existe une fonction G : T — R tel que :

G(Aa) (t) = g(t), pour tout tc T".
- La fonction G est appelée la fonction a-primitive de g.

Théoréme 1.16. Sia,b,ce T, N e R, a € (0,1], et f,g € Crq(T,R). Alors,

b b b
(i) / IF(E) + g()]A% = A / FBA + / G(t)At

(i) /bf(t)Aat:—/af(t)Ao‘t et /af(t)Ao‘t:O;
(m)/f Aat—/f Aat+/f £)A;

(iv) s’il existe g : T — R avec |f(t)| < g(t) pour tout t € |a, by, alors
P ra Aat)<f g(t)A*t;

b
(v) si f(t) >0 pour tout t € [a, b|r, alors / f(t)A%t > 0.



Chapitre 2

Existence de solutions pour des
équations dynamiques sur les
échelles de temps

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence de solutions pour d’équation
dynamique non-linéaire du premier ordre sur les échelles de temps suivante :

2 (t) = f(t,2°(t)), pour tout t € T, (2.1)

sataisfont 'une des conditions de bord suivantes (condition de Cauchy ou
condition périodique) :
Condition de Cauchy (initiale) sur T, z(a) = xo, (2.2)
Condition périodique sur T, z(a) = z(b). (2.3)
Ici, T est une echelle de temps bornnée ou on notera ¢ = min T, b = max T,

To=T-{b}, 0 € Ret f:TF x R — R est une fonction continue.

A T’aide de la méthode des sous et sur-solutions et le théoréme de point
fixe de Schauder, on établit des résultats d’existence pour les deux problémes
(2.1),(2.2) et (2.1),(2.3).
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- La méthode de sous et sur-solutions a été appliquée pour les deux pro-
blémes (2.1),(2.2) et (2.1), (2.3) avec (T = R), par Hattabi et al. [16] :

2'(t) = f(t,z(t)), pour toutt € [a,b], 0 < a <b, z(a)=xq (resp.,x(a) = z(b)).

- Dans [14], Cabada et al. ont établi un théoréme d’existence pour I’équa-
tion dynamique non-linéaire du premier ordre (2.1) avec des conditions fonc-
tionnelles non linéaires aux bords :

2 (t) = f(t,2°(t)), pour t € [a,b]r, a,b €R,  B(z(a),r) =0,

2.2 Résultat d’existence pour le probléme (2.1),(2.2)

Dans cette section, nous allons prouver I'existence d’une solution qui est
localisée entre la sur et la sous-solution du probléme (2.1),(2.2).

Définition 2.1. On dit que z € C},(T,R) est une solution de (2.1)(2.2) si
elle satisfait I’équation (2.1) sur T* et la condition (2.2).

Nous introduisons ici les notions de sur et sous-solutions de (2.1),(2.2).

Définition 2.2. Une fonction 6 € CY,(T,R) est appelée sur-solution de
(2.1),(2.2), si

§2(t) > f(t,0°(t)), pour tout t € TF;
(2.4)
d(a) > xo.

De la méme fagon, une fonction v € C},(T,R) est appelée sous-solution de
(2.1),(2.2) si

YA < f(t,7°(t)), pour tout t € TF;
(2.5)

Nous définissons 1’ensemble :

[v,0] ={z € C(T,R) : v(t) < z(t) < 4(t), pour tout t € T}.
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Lemme 2.1. Le probléme de Cauchy ( & valeur initiale)

x( (;) +a(o(t) = g(t), t€To; (2.6)

avec Tg € R et g € C!,(Ty,R), admet une solution unique x € C,(T,R),
donnée par

¢
z(t) == / e1(s,t)g(s)As + xoeq(a,t), pour tout t € T. (2.7)

Preuve 2.1. Soit x est solution du probléme (2.6), on a :

2 (t) +2°(t) = g(t), pour tout t € T*.

et
[er(ta)z(D)]® = et a)a (1) + [en(t, )" 27 (¢)
= ey(t,a)z™(t) + ey (t,a)z? (1)
= eyt a)[z®(t) + 2° ()]
= al(t,a)g(t).

On intégré les deuz cotés de cette égalité sur [a,t] et on obtient

z(t)ei(t,a) — x(a) = / e1(s,a)g(s)As.

Par le Théoreme 1.12, on obtient

o) = {x(a)—i— / tel(s,a)g(s)As]
= z(a)ei(a,t) +/at e1(a,t)er(s,a)g(s)As
= z(a)ei(a,t) +/: e1(s,t)g(s)As

= xoel(a,t)+/ e1(s,t)g(s)As.
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Afin de démontrer le théoréme d’existence, nous aurons recours au pro-
bléme modifié suivant :

a2(t) +x(o(t) = f(t,T(o(t) +T(o(t)), teT"
s (2.8)

ou

Z(t) = max {v(t), min{xz(t), (5(15)}}, pour tout t € T. (2.9)

Il est clair qu'une solution x de (2.8) telle que v(t) < z(t) < 0(t) pour
tout t € T (c-a-d. = € [y, d]) est une solution de (2.1)(2.2).

Définissons 'opérateur By : C(T,R) — C(T,R) par

Bi(z)(t) = / e1(s,t) (f(s,z(0(s))) +T(o(s))) As + zger(a, t) (2.10)

D’aprés le Lemme 2.1, les points fixes de 'opérateur B; sont les solutions
du probléme (2.8).

Proposition 2.1. Soit f : T¥ x R — R une fonction continue.
Siv,6 € CL(T,R) sont respectivement sous et sur solutions de (2.1)(2.2),
tel que ~(t) < 6(t), pour tout t € T, alors 'opérateur By est compact.

Preuve :0On va montrer que B; satisfait les conditions du théoréme
d’Arzela-Ascoli, la preuve est donnée en plusieures étapes.
Etape 1 : B; est continu.
Soit {xy, }nen une suite de C'(T,R) convergeant vers z € C(T,R). Alors pour
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tout t € T, on a :

Bu(an(t)) — Bi(x(1))
=[ [ et (Ut mlot) ~ o 7o)
+ (Tn(o(s)) —T(o(s))) As
< [ 101wt - 165,76
+HTn(o(s)) = T(a(s))]) As
<K | (Ifme) - S ae)
+[zn(o(s)) —7(o(s))]) As.
ol K := max,er|e1(s,t)|. Puisqu’il existe une constante R > 0 tel que
|Z||crr < R, il existe un indice N tell que ||Z,||crr < R pour tout

n > N. Ainsi, f uniformément continue sur T* x Br(0). Alors pour € > 0
donné, il existe un 0 > 0 tel que =,y € R ou

g

ly—z| <d < K (b —a)’

K (h—a) 1f(s,y) = f(s,2)| <

pour tout s € T*. Par hypothése, il est possible de trouver un indice N>N
tel que ||Z, — T|lc(rr) < 6 pour n > N. Dans ce cas,

By(xa(t)) — Bl(w(t))] =K (2K(b —a) " 2K(b- a)) >

<e

Y

ce qui nous convainc de la continuité de Bj.

Etape 2 : L’ensemble B;(C(T,R)) est relativement compact.
Considérons une suite {y, fnen de By (C(T,R)) pour tout n € N il existe une
suite (2,)nen € C(T,R) tell que y,, = Bi(z,(t)) pour tout n € N. Nous
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Bi(aa)()]
< / lex(s, )| (1f (5, n(o(s)))] + [Tn(o(s))]) As + er(a, t)]zol
la,b)T
K S, Tn(o(s To(o(s))|) As + |xo||.
<K[ [ (56T + o)) b5+
Puisque

Zn(s)] < R, pour tout s € T et tout n € N.

Comme T* x B (0, R) est un ensemble sur T x R et f étant continue sur
T* x B (0, R) , nous pouvons déduire I'existance d’une constante A > 0, telle
que

|f(5,Zn(s)] < A, pour tout s € T¥ et tout n € N.

Donc,
[9a(8)] = 1Ba(a) ()] < K | (b= @)(A+ R) + [z | < +o0.

Ainsi, la suite {y,},cy est uniformément bornée sur C(T,R).
D’autre part, pour tout t; < t; € T, on a

‘81 () (t2) — B () (1)

< /[ . lalst) = ea(s, )] | (5, (0(9) + Talo())) | s

n /[;thh le1(s, 12)] ’(f(g,m_n(a(s))) + I_n(0(8>)> ’As

+ |zollex(a, ta) — ei(a, t1)]

< /[mb)T le1(a, ty) — er(a, t1)|lei(s, a)l (|f(s,x_n(o(s)))| + ‘I‘_n(o'(5>>|)AS
+ /[tl’tQ]T le1 (s, t2)] (‘f(s,x_n((j(é’)))’ + ’m_n(o'(s))‘)AS

+ [zollex(a, t2) — e(a, t1)]
< lex(a.ta) = ex(a, )] | D (A+ R)(b = a) + |||

+K<A+R)|t2 ],
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ou D := maxser{ei(s,a)}. Donc, la suite {y, },en est équicontinue.
Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on obtient que ’ensemble B, (C(T,R)) est
relativement compacte dans C(T,R). Ainsi, B; est compacte.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d’existence suivant.

Théoréme 2.1. Soit f: TF x R — R une fonction continue.

Si 7,8 € CL(T,R) sont respectivement sous et sur solutions de (2.1)(2.2),
tel que : ¥t € T, v(t) < 4(t), alors le probleme (2.1)(2.2) admet une solution
r € CY(T,R), telle que :

v(t) < x(t) < (t), pour tout t € T.

Preuve.
Par la Proposition 2.1, 'opérateur B; est compact. Ainsi, par le Théoréme du
point fixe de Schauder, B; admet un point fixe. Le Lemme 2.1 nous assure que
ce point fixe est une solution du probléme (2.8). 1l suffit donc de démontrer
que pour toute solution x de (2.8), x € [, ], cest-a-dire vy (t) < x(t) < 0(¢)
pour tout t € T.
Soit z € C},(T,R) la solution de (2.8), prouvons d’abord que :

v(t) < x(t), pour tout t € T.
Procédons par Uabsurde, il existe t1,to € T, t; < t3 tel que y(t1) = x(t1) et
x(t) < v(t) pour tout t €|ty, to].
D’aprés la définition de z on a
z2(t) = f(t, (o (1) + (o) — 2(o(t)).
Donc

2(t) — x(ty) = / [£(5.7 (0(5)) + (1(0(5)) — (o (s)))] As.

t1

En utilusant le fait que 7 est une sous solution de (2.1)(2.2) (c’est a dire
v2(s) < f(s,7(0(s)))), inégalité ci-dessus nous donne :

() — () < / £(5,7(0(5))As

1

< /[ﬂa%dﬁ»+@@@ﬂ—ﬂd@»ﬁs

t1

= a(t) —x(t) <(t) —~(t).
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C’est une contradiction. Donc v(t) < x(t) pour tout t € T.
En suivant un raisonnement similaire a la partie précédente, nous montrons
maintenant que :

z(t) < 6(t) pour tout t € T.

Supposons qu’il existe t1,ty € T, t; <ty tel que 0(t1) = x(t1) et
x(t) > 6(t) pour tout t €]ty,ts].

En utilusant la définition de Z on a

22(t) = f(t,6(a(t)) + (8(a(t)) — z(a(t))).
Donc
x(t) —z(th) = /t [f(8,5(0(8))) — (z(o(s)) — 5(0(8)))]A8-

En utilusant le fait que § est une sur solution de (2.1)(2.2) (c’est a dire
62(s) > f(s,0(a(s)))). On obtient donc

5(t) — 3(t) > / £(5.8(0(s)))ds
> / [F(5.8(0() ~ (a(0(s)) — 8(a())] As

t1

= a(t) —x(t) > 8(t) — 3(t).

C’est une contradiction, donc : 6(t) > x(t) pour tout t € T.
Ceci montre que le probléme (2.8) a une solution dans lintervalle [7y,d] qui
est la solution de (2.1)(2.2).

2.3 Résultat d’existence pour le probléme (2.1)(2.3)

Dans cette partie, nous allons prouver ’existence d’une solution qui est
localisée entre la sur et la sous-solution du probléme (2.1)(2.3).

Définition 2.3. On dit que x € C};(T,R) est une solution de (2.1),(2.3) si
elle satisfait I’équation (2.1) sur T* et la condition (2.3).

Introduisons la définition de sous et sur-solution de ce probléme.
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Définition 2.4. Une fonction 6 € CY,(T,R) est appelée sur-solution de
(2.1)(2.3), si

§2(t) > f(t,0°(t)), pour tout t € T*;
(2.11)
d(a) > 4(b).

De méme fagon, une fonction v € CY(T,R) est appelée sous-solution de
(2.1)(2.3) si

Y2 () < f(t.47(1),  pour tout t € T,

(2.12)
v(a) < (D).
Lemme 2.2. Le probleme périodique
z®(t) + z(o(t)) = g(t), t€ Ty
(2.13)

x(a) = z(b).

avec g € C1,(To,R), admet une solution unique x € C!,(T,R), donnée par

x(t) = ! 1) — /el(s,a)g(s)As+/61(s,a)g(s)As , teT.

et a) \ ex(ba

a a

Preuve.
Soit x est solution du probléme (2.13), on a :

A
[x(t)el(t, a)} = 22 (D)er(t,a) + er(t, )z (o (1)),
= ex(t,a)g(t).
On intégré les deux cotés de cette égalité sur [a,t]; et on obtient

z(t)ei(t,a) —x(a) = / e1(s,a)g(s)As. (2.14)

Donc,

o) = afant) (@) + [ exts.alg(s)2s) (215)
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Par (2.13) et (3.9), on obtient

1 b
z(a) = W/a e1(s,a)g(s)As. (2.16)

Maintenant en substituant (3.10) a (3.9), on obtient

%/j e1(s,a)g(s)As + /at el(s,a)g(s)As)

e1(b,a

- 61(1:, a) (61(@ Clb) —3 /ab e1(s; a)g(s)As + /at el(s,a)g(s)As> .

En suivant un raisonnement similaire & la section précédente, nous pou-
vons obtenir le théoréme d’existence suivant.

2(t) = e1(a, t) (

Théoréme 2.2. Soit f: TF x R — R une fonction continue.

Siv,8 € CL(T,R) sont respectivement sous et sur solutions de (2.1)(2.3) tel
que Y(t) < 0(t), pour tout t € T, sur T, alors le probléme (2.1)(2.3) admet
une solution x € C',(T,R), telle que

v(t) < x(t) < 6(t) pour tout t € T.

Pour y arriver, il suffit d’utiliser le probléme modifié suivant :

z®(t) + 2(o(t) = f(t,Z(0(1) +T(a(t), teT
(2.17)

Z(t) = max {’y(t), min{xz(t), 5(75)}}, pour tout ¢t € T. (2.18)

Il est clair qu'une solution z de (2.17) telle que () < z(t) < 6(t) pour
tout t € T (c-a-d. = € [7,d]) est une solution de (2.1)(2.3).
Ensuite, on démontre que Popérateur B, : C(T,R) — C(T,R) tel que

Bo(x)(t) = ex(a, ) <m [ ealsi) (s (5)) + 3 (5)) s

+ [ el (s.70(5) +f<o—<s>>ms) ,

est compact. Finalement, on démontre que toute solution du probléme 2.17
est élément de [0, 7].
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2.4 Exemples

Dans cette partie nous donnons quelques exemples d’applications.

Exemple 2.4.1. Soit T une échelle de temps bornée. On considére le pro-
bleme a valeur initiale suivant :

3t 1—t
72 (t) = _x2( ) + cos(Gx(t)) + — v pour tout t € [0, 1]y,
1 (2.19)
0) = -.
2(0)=
, 23(t) 1—t ‘ ‘
Ici f(t,z(t)) = — 5 —l—cos(%x(t))—l—T. Il est clair que [ est une fonction
continue sur [0, 1] x R et y(t) = —1, 6(t) = 1, sont respectivement sous et
sur-solutions de (2.19), avec y(t) < §(t) pour t[0,1]y. En effet,

A 3t 1
Y2(t) =0 < f(t,y(t) = g bour tout t € [0,1[; et v(0)=-1< Y
R 1+ 1

02(t) =0> f(t,0(t)) = ——y bour tout t € [0,1[; et 6(0)=1> 3"

Le Theoreme 2.1 implique que le probléme (2.19) admet une solution x €
CH([0,1]4, R) telle que

—1 < z(t) <1 pour tout t € [0,1].

Exemple 2.4.2. On considére le probleme périodique suivant :
’ —l'(t)
z(t) = ——=———, pour toutt €= |1, 2|,
(®) 1 + sin®(mz(t) P 11.2] (2.20)
z(l) = z(2).
Iei T = [1,2] est un intervalle réel, o = 1 et f(t,z(t)) = ———2——.
c [1,2] est un intervalle réel, et f(t,z(t)) T s ()
clair que [ est une fonction continue sur [1,2] x R et v(t) = —1

sont respectivement sous et sur-solutions de (2.20), avec y(t) <
t €[1,2]. En effet,

Y () =0< f(t,y(t) =1, pourtoutt € [1,2[ et v(1) < (2),

§(t)=0> f(t,6(t)) = =1 pour tout t € [1,2[ et 5(1) =1 > §(2).



2.4 Exemples 30

Le Theoreme 2.2 implique que le probléme (2.20) admet une solution x €
CY([1,2],R) telle que

—1 < x(t) <1 pour tout t € [1,2].



Chapitre 3

Existence de solutions pour des
équations dynamiques
fractionnaires conformes sur les
échelles de temps

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence de solutions pour d’équation
dynamique fractionnaire conforme non-linéaire sur les échelles de temps sui-

vante :
2(1) = f(t,2°(1)), pour tout ¢ € I = [a, blr, (3.1)

sataisfont 'une des conditions de bord suivantes (condition de Cauchy ou
condition périodique) :

z(a) = x, (3.2)

z(a) = z(o(b)). (3.3)

O, T est une échelle de temps bornée, J = [a,o(b)|r avec a,b € T,0 < a < b,

zy € R, x(AO‘) (t) désigne la delta dérivée fractionnaire conforme de x d’ordre
a€ (0,1l entet f: I xR — R est une fonction continue.

A T’aide de la méthode des sous et sur-solutions et le théoréme de point
fixe de Schauder, on établit des résultats d’existence pour les deux problémes
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(3.1), (3.2) et (3.1), (3.3).

- L’existence de solutions pour le probléme (3.1), (3.2) (resp., (3.1),(3.3))
avec a = 1 a été obtenue dans le Chapitre 2 :

z2(t) = f(t,2°(t)), pour tout t € I =T, z(a) = ¢ (resp., z(a) = z(b)).

- La méthode de sous- et sur-solution a été appliquée pour le probléme
(3.1),(3.2) (resp., (3.1),(3.3)) avec T = R par Hattabi et al. [16] :

x*(t) = f(t,x(t)), pour toutt € [a,b], 0 < a <b, x(a)= o (resp.,z(a) = z(b)).

- La méthode de tube solution (cette méthode est équivalente a la méthode
de sous- et sur-solution) a été appliquée pour le probléme (3.1),(3.2), par
Khel et al. [20].

- Dans [9], Bendouma et al. ont établi un théoréme d’existence pour
I'équation dynamique fractionnaire conforme (3.1) avec des conditions fonc-
tionnelles non linéaires aux bords :

2 (t) = f(t,2°(t)), pour t €I, H(x;2°(b)) =0ou B(zx(a),z) =0,

3.2 Reésultat d’existence pour le probléme (3.1)(3.3)

Dans cette section, nous allons prouver I'existence d’une solution qui est
localisée entre la sur et la sous-solution du probléme (3.1),(3.3).

Définition 3.1. Une fonction x € C%(J,R) est dite solution de (3.1)(3.2) si
elle satisfait I’équation (3.1) sur I, et la condition (3.2).

Nous introduisons maintenant les notions de sur et sous-solutions de ce
probléme.

Définition 3.2. Une fonction w € C%(J,R) est appelée sur-solution de
(3.1)(3.3), si

wg)‘)(t) > f(t,w(t)), pour tout tel,
(3.4)
w(a) > w(o(b)).
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De méme fagon, une fonction v € C(I,R) est appelée sous-solution de
(3.1)(3.3) si
ng)<t) < f(t,v(t)), pour toutte I,

(3.5)
v(a) < v(o(b)).
Nous définissons 'ensemble (le secteur) :
[v,w] ={z € Cry(J,R) 1 v(t) < x(t) < w(t), pour tout t € J}.
Lemme 3.1. Le probleme périodique
2t) + ot w(o(t)) = g(t), tel; 56

z(a) = x(o(b)).

avec eq(o(b),a) # 1 et g € CY4(I,R), admet une solution unique v €
C%(J,R), donnée par

2(t) = eala, t) (ea . (b)l, o1 /[ . eals, a)g(s)A% + /[ N ea(s,a)g(s)AO‘s> . ted,

(3.7)
Preuve.
Soit x est solution du probléme (3.6), on a :
()
[x(t)ea(t, a)] L =28 (Bealta) + at'“eq(t a)a(o (1)),
= ea(t, a)g(t).
On intégré les deux cotés de cette égalité sur [a,t|; et on obtient
stealt.) ~aa) = [ calsalg(s)A%. (38)
[avt]'ﬂ"
Donc,
z(t) = eq(a,t) (x(a) +/ ea(s, a)g(s)A%) (3.9)
[a,th-
Par (3.6) et (3.9), on obtient

x(a) = ea(s,a)g(s)A%s. 3.10
(a) /[ L calsa)g(s) (3.10)
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Maintenant en substituant (3.10) a (3.9), on obtient

x(t) = ) eal(s,a)g(s)A%s + e, (a ea(s,a)g(s)A%s
(0 /[a,g(bm (5. 0)g(5)A%s 4 ealant) [ calsagls)

[avth“

= o) (o=t [ el aoams s [ e agans)

Pour, I’étude de ce probléme nous considérons le probléme modifié sui-
vant :

2@ + ot z(0(t) = f(t,T(0()) + a O T(o(t), tel,

(3.11)
o v(t), si x(t) < v(t),
T(t) = ¢ z(t), siv(t) < az(t) <w(t), (3.12)
w(t), si xz(t) > w(t),

avec v(t) < w(t) pour tout t € J.
Il est clair qu’une solution z de (3.11) telle que v(t) < z(t) < w(t) pour tout
t € J (c-a-d. x € [v,w]) est une solution de (3.1)(3.3).

Définissons 'opérateur Hy : C(J,R) — C(J,R) par

1
)7a)_1

+/[a,thr ea(s,a) (f(s,f(a(s))) 1t T(U(s))) A%) |

Ho(z)(t) = eqla,t) (ea(cr(b /[ o eq(s, a) (f(s,f(a(s))) +ast® E(U(s))) A%s

D’aprés le Lemme 3.1, les points fixes de 'opérateur Hsy sont les solutions
du probléme (3.11).

Proposition 3.1. Soit f: I x R — R une fonction continue.
Siv,w € C%(J,R) sont respectivement sous et sur solutions de (3.1)(3.3),
tel que v < w sur J, alors l'opérateur Hy est compact.

Preuve :La preuve est donnée en plusieures étapes.
Etape 1 : Montrons tout d’abord la continuité de 'opérateur Ho.
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Soit {x,, }nen une suite de C'(J,R) convergeant vers z € C(J,R). Alors pour
tout t € J, on a:

Ha(n (1)) = Ha(a(t)

< ! Tn T

< Jeala )|~ /[ oy, eals: @I (17 To () = s, 5)

+als' |70 (s)) — 70 (s))] ) A%
+ /[ , eals: @I (176 Tlo(s) = s, 7(os)
+ als' | [T(o(s)) - F(o(s))] ) A%]
(1£(s,7alo(5))) = £ (5,70 (5)))
+D[7n(o(s)) = 7o (s))]) As.

< M2G(K +1) /

[a,0(b))r

ol M := maxcylea(s,t)], D = maxsey|s' ™|, G = max,c;|s* 7! et K =

. Puisqu’il existe une constante R > 0 tel que ||Z||cr) < R,
ca(o(b),a) -1 ’

il existe un indice N tell que ||Z,||c(r) < R pour tout n > N. Ainsi, f
uniformément continue sur J x Bg(0). Alors pour € > 0 donné, il existe un
0 >0 tel que z,y € R ou

DIVEGE + (o) —a) &0 < e T ew —a)

ly—z| < § <

pour tout s € I. Par hypothése, il est possible de trouver un indice N >N
tel que ||Z,, — T||c(sr) < 6 pour n > N. Daus ce cas,

Ha(n (1)) = Ha(a(t))

2 c De
=Aretey /[a,aa,m (2M2G(K F1)(o®) —a) ' 2DMEG(K + D)(o(b) - a)) >

ce qui nous convainc de la continuité de Hs.
Etape 2 : L’ensemble Ho(C(J,R)) est relativement compact.
Considérons une suite {y, }ren de Ha(C(J,R)) pour tout n € N il existe une
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suite (z,)nen € C(J,R) tell que y, = Ha(z,(t)) pour tout n € N. Nous
avons

() ()] < MG + 1)/

[a,0(b))r

(175 Talo(s)] + DIFa(o(s))]) As.

Puisque
Zn(o(s))| < R, pour tout s € I et tout n € N.

Comme I x B(0,R) est un ensemble sur J x R et f étant continue sur
I x B(0,R), nous pouvons déduire I’existance d'une constante A > 0, telle
que

1f(s,Zn(0(s))] < A, pour tout s € I et toutn € N.

Donc,
1y (V)| = [Ha(20) ()| < M?G(K +1)(A+ DR)(c(b) — a) = L < +o0.

Ainsi, la suite {y,},cy est uniformément bornée sur C(J, R).
D’autre part, pour tout t; < t, € J, on a

Ha (w) (t2) — Ha (24) (t1)

< MKG|ea(a,ts) = eala,tr) (1 (s, a(o ()] + D [Talo(s))]) As
la,o(0))T

+ MGlea(a,t2) — ea(a; 1) </

[a,t1]T

£ (s, Tn(o(s)))| + D |x—n<a(s))|)As

+ MG (1 (s, Talo(s)| + Dlzn(o(s)]) As

[t1,t2]T

< MG +Dfealorts) = calat)] [ (1S Talot)] + D (o)) s

+ MGlea(ato)] [ (1765, 7lo()] + Diga(o(s))] ) As

[t1,t2]T
< MG(K 4+ 1)(A+ DR)(0(b) — a)lea(a, ts) — eqla, t1)]
+ M*(A+ DR)(o(b) — a)|ty — t4.

On a |Hy(x,) (t2) — Ha (z,) (t1)

{Yn }nen est équicontinue.,
Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on obtient que 'ensemble Hs (C'(J,R)) est

— 0 quand t5 — t; — 0. Donc, la suite
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relativement compacte dans C'(J,R). Ainsi, Hs est compacte.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d’existence suivant.

Théoréme 3.1. Soit f : I x R — R wune fonction continue. Si v,w €
C%(J,R) sont respectivement sous et sur solutions de (3.1)(3.3), tel que v <
w sur J, alors le probleme (3.1)(3.3) admet une solution x € C%(J,R), telle
que v(t) < x(t) < w(t) pour tout t € J.

Preuve.
Par la Proposition 3.1, 'opérateur Hy est compact. Ainsi, par le Théoréme
du point fixe de Schauder, H, admet un point fixe. Le Lemme 3.1 nous
assure que ce point fixe est une solution du probléme (3.11). Il suffit donc de
démontrer que pour toute solution x de (3.11), z € [v, w].
Soit z € C'%(J,R) la solution de (3.11), prouvons d’abord que :

v(t) < z(t), pour toutt e J.

Procédons par 'absurde, il existe t1,t, € J, t1 < to tel que v(t;) = x(t1) et
x(t) < v(t) pour tout t €]ty ta].
D’aprés la définition de = on a

23(1) = f(t,0(0 (1)) + a 1 (v(0(1)) — 2(a (1))

Donc

o) = a(t) = [ 5 [1(t.0(0() + 0 £ (u(a(0) ~ a(o(t)|As

t1

En utilusant le fait que v est une sous solution de (3.1)(3.3) (c’est a dire

U(Aa)(s) < f(s,v(0(s)))), inégalité ci-dessus nous donne :

o) —v(ty) < /so‘_lf(s,v(a(s)))As

o {f(s,v(a(S))) +a s (v(o(s) — x(0(s)))| As
( t

= :z:(lt) —x(t1) < v(t) —v(tq).
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C’est une contradiction. Donc v(t) < z(t) pour tout t € J.
En suivant un raisonnement similaire a la partie précédente, nous montrons
maintenant que :

z(t) < w(t) pour tout t € J.

Supposons qu’il existe t1,ty € I,t; <t tel que w(ty) = x(t1) et
x(t) > w(t) pour tout t €]ty, to].

En utilusant la définition de z on a

20(t) = f(tw(o(t) +a 7 (w(o(t) — z(a(t))).

Donc

o(t) —a(h) = /t s*7 [f(&U)(U(S))) —a s (z(0(s) —w(o(s)))| As.
En utilusant le fait que w est une sur solution de (3.1)(3.3) (c’est a dire
w(f)(s) > f(s,w(o(s)))). On obtient donc

w(t) —w(ty) > /so‘_lf(s,w(a(s)))As

t1

> /t 77 [f(sjw(S)) —a s (x(o(s) - ’w(U(S)))] As

t1

= z(t) — z(t1) > w(t) — w(ty).

C’est une contradiction, donc : w(t) > x(t) pour tout t € J.
Ceci montre que le probléme (3.11) a une solution dans [v,w] qui est la
solution de (3.1)(3.3).

3.3 Reésultat d’existence pour le probléme (3.1)(3.2)

Nous citons maintenant la défnition des sous et sur-solutions du probléme
(3.1)(3.2).

Définition 3.3. On dit qu’une fonction w € C%(J,R) est une sur-solution
de (3.1)(3.2), si
(i) w(t) > f(t,w(t)), pourtout t€l;
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(i1) w(a) > xo.
De méme, on dit qu’une fonction v € CY4(J,R) est une sous-solution de
(3.1)(3.2) si

(i) v (t) < f(t,v°(t)), pour toutt € 1;

(11) v(a) < z.

Nous définissons 'ensemble (le secteur) :
[v,w] ={z € Cry(J,R) 1 v(t) < z(t) < w(t), pour tout t € J}.

Lemme 3.2. Le probleme a valeur initiale

.CIZ((X) a -« (o — .
A () ot x(o(t) = g(t), tel; (3.13)

z(a) = x.

avec g € C%(I,R), admet une solution unique x € C%(J,R), donnée par

z(t) := xoeq(a,t) —I—/ ea(s,t)g(s)A%s, teJ, (3.14)

[a,th

Preuve.
Soit x est solution du probléme (3.13), on a :

[x(t)ea(t, a)] Z“) = 29 (M)ea(t, a) + at'Ceq(t, a)z(o(t)),
= eq(t,a)g(t).

On intégré les deux cotés de cette égalité sur [a,t|; et on obtient

z(t)eq(t,a) — x(a) = /[ ) eals,a)g(s)A%s. (3.15)
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Pour, I’étude de ce probléme nous considérons le probléme modifié sui-
vant :

20 + a tr 2(o0(t)) = f(t,T(0(t) + a 7 T(o(t), tel,

z(a) = xo,
(3.18)
o v(t), si z(t) < v(t),
T(t) =< =(t), siv(t) < z(t) < w(t), (3.19)
w(t), si z(t) > w(t),

avec v(t) < w(t) pour tout t € J.
Il est clair qu’une solution x de (3.18) telle que v(t) < z(t) < w(t) pour tout
t € J (c-a-d. x € [v,w]) est une solution de (3.1)(3.2).

Définissons 'opérateur H; : C(I,R) — C(I,R) par :
Hq(z)(t) = / ea(s,t) (f(s,f(a(s))) +a st E(o(s))) A%s + zoeq(a,t)
[a,t]T

D’aprés le Lemme 3.2, les points fixes de 'opérateur H; sont les solutions du
probléme (3.18).

En utilisant un raisonnement similaire a la preuve du Proposition 3.1, on
peut aussi obtenir le résultat suivant.

Proposition 3.2. Soit f: I x R — R une fonction continue.
Siv,w € C%(J,R) sont respectivement sous et sur solutions de (3.1)(3.2),
tel que v < w sur J, alors opérateur H, est compact.

En suivant un raisonnement similaire au Théoréme 3.1, nous pouvons
obtenir le théoréeme d’existence suivant.

Théoréme 3.2. Soit f : I x R — R une fonction continue. Si v,w €

. (J,R) sont respectivement sous et sur solutions de (3.1)(3.2), tel que v <
w sur J, alors le probleme (3.1)(3.2) admet une solution x € C%(J,R), telle
que v(t) < x(t) < w(t) pour tout t € J.

Preuve.
Par la Proposition 3.2, lopérateur H; est compact. Ainsi, par le Théoréme
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du point fixe de Schauder, H; admet un point fixe. Le Lemme 3.2 nous
assure que ce point fixe est une solution du probléme (3.18). 1l suffit donc de
démontrer que pour toute solution z de (3.18), x € [v, w].

Soit x € C%(J,R) la solution de (3.18), on prouve que :

v(t) < x(t), pour toutt e J.

et
z(t) <w(t), pour toutt € J.

Ceci montre que le probléme (3.18) admet une solution z sataisfait v(t) <
x(t) < w(t) pour tout t € J qui est une solution du probléme (3.1)(3.2).

Remarque 3.1. Les résultats (Théoréemes 3.2 et 3.1) de Chapitre 3 généra-
lisent les résultats précédents (Théorémes 2.1 et 2.2) donnés dans le Chapitre
2 pour équation dynamique non-linéaire du premier ordre :

22 (t) = f(t,2°(t)), pour toutt € I.

3.4 Exemples

Dans cette partie nous donnons quelques exemples d’applications.

Exemple 3.4.1. On considére le probleme périodique suivant :

= —t+2—2"(a(t)) tel=[13

Vi ’ (3.20)

—t+2—2"(o(t
Ici, o = % et f(t,z) = + \/; (o(t)) est une fonction continue sur
[1,3]r x R. On peut vérifier que v = —1 et 6 = 1 sont respectivement sous et
sur-solutions de (3.20), avec y(t) < 6(t) pourt € [1,0(3)]. En effet,

FE () =0 < f(t,47() = tel=013r (1) <y(0(3)

59(1) = 0> f(t,6°(t)) =

3—t
%
1—1
7 tel=[3k 8(1)250@),
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Alors, le Theoreme 3.1 implique que le probléeme (3.20) admet une solution
z € C3([1,0(3)]r,R) telle que

—1 < z(t) <1 pour tout t € [1,0(3)]r.

Exemple 3.4.2. On considére le probleme périodique suivant :
(@) 2*(t)
zp () = ——5 + cos(G(t)) + Vet, pour tout t € I =[0,N]z, N € Z*
z(0) = (N +1).
(3.21)
' <1, T=2Z _ ¢ . Ve, Il est clai
Ii0<a <1, T=2Zet f(t,z(t)) = — 5 + cos(Gx(t)) + Vel. 1l est clair

que [ est une fonction continue sur [0, N|z x R. On peut vérifier que v =0
et § = 2 sont respectivement sous el sur-solutions de (3.21), avec y(t) < §(t)
pour t € [0, N + 1]z. En effet,

W) =0< f(t,y7(t) =1+ Vel, tel=[0,Nz, +(0)<~(N+1),
SO () =0> f(t,0°(t) = =5+ Ve, tel=][0,N]z &0)>68N+1).

D’aprés le Théoréme 3.1, le probléeme (3.21) admet une solution x € C2,([0, N+
1]z, R) telle que 0 < x(t) < 2 pour tout t € [0, N + 1]z.

Remarque 3.2. Sia=1, ona :

(3.21) & w2 (t) = Ax(t) = ot + 1) — a(t) = —= 2(lﬁ)

z(0) = z(N + 1),

+cos(Zx(t) + Vel, t €1,

d’aprés le Théoréeme 3.1, le probleme (3.21) admet une solution x € C},([0, N+
1)z, R) telle que 0 < x(t) < 2 pour tout t € [0, N + 1].

Exemple 3.4.3. On considére le probléme a valeur initiale suivant :

2@ (t) = —Lsin®(Zx(t)) —t + 2 pour tout ¢ € [1,2],
(3.22)

z(1) = —1.

Ici, T = [1,2] est un intervalle réel, o = 1 et f(t,z) = —1sin®(Za(t)) —t + 3.

Il est clair que f est une fonction continue sur [1,2] x R. On peut vérifier que
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v = —2 et w = 2 sont respectivement sous et sur-solutions de (3.22), avec
v(t) < w(t) pour t € [1,2]. En effet,

VD) =0< fltbo@) =2—t, tel, v(l)=-2< -1,

et
W) =0> ft,wt)=1—t, tel, wl)=2>-1,
Alors, le Theoreme 3.2 implique que le probléme (3.22) admet une solution
z € Ci([1,2],R) telle que

—2 < z(t) < 2 pour tout t € [1,2].



Conclusion

Notre but principal, dans ce mémoire, est de présenter des résultats d’exis-
tence de solutions pour des équations différentielles non-linéaires du premier
ordre sur les échelles de temps et pour des équations différentielles fraction-
naires conformes non-linéaires d’ordre o €]0, 1] sur les échelles de temps avec
des conditions de bord. Ces résultats ont été obtenus grace a la méthode des
sous et sur solutions et le théoréme de point fixe de Schauder. La technique
utilisée est de transformer le probléme initial en un probléme de point fixe
de sorte que si 'on prouve qu’une solution du probléme modifié existe, elle
est aussi solution du probléme initial (original).
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