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NOTATIONS

CH(R")
A

exp(A), ou e’

L’ensemble des Nombres réels.
L’ensemble des Nombres réels positifs.
R-espace vectoriel de dimension n.

R U {o0}.

Une fonction de classe K.

Une fonction de classe L.

ov. oV e
= + %(t, x)f(t,x) la dérivée de V (¢, ).

Norme euclidienne sur R".

= [0, 00).

L’ensemble qui dépend du temps.

= {z € B/Wi(x) < ¢} l'intérieur de B,.

= {x € R",||z|| < r} la boule de centre 0 € R™ et de rayon r > 0.
La région d’attraction de B

Un domaine de R" contenant 0.

= — dérivée temporelle.

ensemble des fonctions contintiment différentiables.
valeur absolue ou module.

exponentielle de la matrice A.

transposé du vecteur x.



ABREVIATION

UAS
UES
GES
GPUS
GUES
GPUAS
GU PES

Uniformément asymptotiquement stable.

Uniformément exponentiellement stable.

Globalement exponentiellement stable.

Globalement pratiquement uniformément stable.

Globalement uniformément exponentiellement stable.

Globalement pratiquement uniformément asymptotiquement stable.
Globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable.



INTRODUCTION GENERALE

Un systéme dynamique est un ensemble d’objets ou de phénomeénes liés
entre eux et isolés artificiellement du monde extérieur. Sa modélisation vise a
établir les relations qui lient les variables caractéristique de ce processus entre
elles et a représenter rigoureusement son comportement dans un domaine de
fonctionnement donné. Elle nécessite dans cet objectif, un ensemble de tech-
nique permettant se disposer d’une représentation mathématique du systeme
étudie. Dans le méme sens, on peut dire que la modélisation théorique exige
une connaissance précise des phénomeénes intervenant dans le systéme et une
aptitude a les représenter par des équations mathématiques. Et par consé-
quent, elle conditionne les méthodes qui seront utilisées par la suite, pour

analyser ses propriétés.

Le théme général de ce mémoire s’inscrit dans le cadre des systémes non
linéaires non autonome. L’objectif consiste a résoudre certains problémes qui
sont d’importance majeure dans la théorie du controle. Ces problémes sont
liés a la stabilité de certains systémes non linéaires. Ce sujet a attiré 'atten-

tion de nombreux chercheurs [2,3,4].

Ce mémoire divisé en deux parties, dans le premier chapitre, nous com-
mencons par donner des définitions, ainsi que quelques résultats sur le pro-
bléme d’analyse de la stabilité pour le systéme
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&= f(t,z(t))
(0.0.1)
[L’(to) = Ty

Out>ty>0,2(t) e DCR et f: R, x R" — R" est continue en t.

Pour ce type du systéme, on donne des conditions suffisantes pour garan-
tir la stabilité on se référera souvent a la théorie de Lyapunov [11,13], cette
théorie étudie comment les systémes dynamiques évoluent au fil du temps.
Elle utilise des fonctions de Lyapunov pour évaluer la stabilité des systémes
en fonction de leurs conditions initiales. Cette théorie trouve des applica-
tions dans de nombreux domaine et est utilisée pour analyser la stabilité des
systémes linéaires et non linéaires. Elle est développée par le mathématicien
russe Alexandre Lyapunov au 19éme siécle.

Dans le deuxiéme chapitre des principes de séparations pour différentes

classes de systémes linéaires autonomes et non autonome.

Nous avons donné un principe de séparation pour une classe de systéme

non linéaires & partie nominale linéaire de la forme :

= A(t)x(t) + Bt)u(t) + f(t,z(t))
(0.0.2)

Ou z(t) € R™ est I'état du systéme, y(t) € RP est la sortie du systéme,
u(t) € R™ est entrée de controle et A(t) € R™™ B(t) € R™™,

C(t) € RP*™ sont des matrices bornées continues en fonction du temps. La
fonction f(¢,x) : Ry x R? — R? est continue, localement Lipschitzienne en

x.

Motivé par I'approche de Lyapunov, un principe de séparation est donné
pour les systémes non linéaires perturbés
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&= Ax+ Bu+ f(t, )
(0.0.3)
y=Cx
Sous une restriction que la perturbation f(t, z) est délimitée par la somme
d’une fonction continue Lipschitzienne ot le systéme nominale est censé a
étre globalement asymptotiquement stabilisable par un feedback linéaire. Une
approche pratique de la stabilité est obtenue.



CHAPITRE 1

GENERALITE ET RAPPEL DE STABILITE

1.1 Introduction

La notion de stabilité joue un réle primordial dans I’étude du comporte-
ment des systémes dynamiques et dans la synthése de lois de commande pour
ces systémes. Ainsi, le probléme de la stabilité des systémes dynamiques a
été et reste un sujet de préoccupation majeur du travail des automaticiens et
des ingénieurs |7|. Dans la littérature, il existe plusieurs notions de stabilité,
trés souvent liées aux natures des systémes étudiées, a ses environnements,
a ses spécications et aux performances désirées.

Parmi ces notions de stabilité, la plus connue est la stabilité au sens de Lya-
punov, établie en 1892 par le mathématicien russe Lyapunov [9]. Sa contribu-
tion consiste en une caractérisation qualitative de la stabilité par une étude
des trajectoires des systémes dynamiques, en utilisant des fonctions auxi-
liaires appelées aujourd’hui fonctions de Lyapunov. Ainsi, la stabilité au sens
de Lyapunov est la plus connue et utilisée dans la littérature. Néanmoins,
plusieurs travaux présentent d’autres notions de stabilité qui permettent de
résoudre plusieurs cas pratiques d’étude des systémes. On citera la bornitude
de 'état, la stabilité entrée-sortie [9], la stabilité pratique [11].

Dans ce chapitre, on donnera la définition de la stabilité au sens de Lya-

punov, et quelques résultats relatifs a cette notion dans le cas des systémes
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autonomes. Ensuite, on présentera les notions de stabilité pratique.[T]

1.2 Stabilité au sens de Lyapunov

1.2.1 Préliminaires et définitions

On considére un systéme non linéaire non autonome de la forme suivante :
#(t) = F(t,a(0)
(1.2.1)
x(to) = xo
out>ty>0,z(t) e DCR" et f: R x R" — R” est continue.
Théoréme 1.2.1. (Ezxistence et unicité)/7].

St f est une fonction continue en t et localement Lipschitzienne en x, c’est a

dire, il existe une constante strictement positive L tel que

1t z) = fty) IS Lz -yl (1.2.2)

pour tout x,y € B(xg,r) et pour tout t € [to, t1], Alors, il existe & > 0, tel que
I’équation avec x(ty) = xo admet une unique solution sur [to, to + d].

Définition 1.2.1. (Point d’équilibre)[17].
On dit que point v* € R™ est un point d’équilibre du systéme si:

f(t,z*) =0, t>0.

Remarque 1.2.1. Sans perte de généralité. On peut supposer dans tout le
reste que l’origine est une point d’équilibre du systeme .
En effet, si x* est un point d’équilibre, on pose y = x — x* alors :

y'=a" = f(t.x) = f(t,y+27) = g(y).
g(0) = f(t,z*) = 0 alors, 0 est un point d’équilibre.
Pour simplifier, on peut supposer dans tout le reste que l’origine est le point
d’équilibre de . La solution passant par [’emplacement xy au temps

t = to est également notée z(t,ty, xy) tel que x(t,ty, xo) = xo.

1. Alexander Mikhailovich Lyapunov : Mathématicien et physicien russe. Aprés des
études a l'université de Saint-Pétersbourg (o il est éléve de P.L. Tchebychev), il est
assistant puis professeur a l'université de Kharkov. En 1902, il est nommé professeur a
I"université de Saint-Pétersbourg.
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Définition 1.2.2. (Définition intuitive de la stabilité)[14]. Si le sys-
teme dynamique est "légérement” perturbé de son point d’équilibre, le méme
systeme reste "proche” de ce point d’équilibre. On dira alors que le point
d’équilibre est stable.

Cette définition intuitive de la stabilité traduit la capacité d’un systéme
dynamique, pour des conditions initiales données, de rester trés proche d’un
point d’équilibre suite a une perturbation.

Considérons comme exemple illustratif une bille sur une surface sphérique
comme montré sur la figure (1.1). Dans le schéma de gauche de la figure,
suite a une légére perturbation de la position d’équilibre, la bille reste proche
de sa position d’équilibre appelée stable, alors que dans le schéma de droite,
la bille ne reste pas proche de sa position d’équilibre qui est alors appelée

instable.

La traduction mathématique de cette définition intuitive de la stabilité

est donnée par le graphique suivante.

stable instable

FIGURE 1.1 — [llustration de la définition intuitive de la stabilité

Définition 1.2.3. (Stabilité au sens de Lyapunov)[9,6]. On dit que
x =0 est un point d’équilibre stable, si : Ve > 0, Yty >0, 3§ = d(ty,€) > 0,
tel que

|xo|| < & = ||z(t, to, x0)|| <&, ¥t > to.

Cela signifie que, quel que soit le rayon € d’une boule centrée sur 1’équi-
libre, il est possible de trouver une sous-boule de rayon d(g), telle que la
trajectoire issue de n’importe quelle condition initiale dans cette sous-boule
de rayon ¢ ne quittera jamais la boule de rayon ¢.
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FIGURE 1.2 — Illustration de la stabilité au sens de Lyapunov

Remarque 1.2.2. La stabilité du systéme ne donne pas la convergence des
solutions vers l'origine, et cela la notion de La stabilité seule est insuffisante
pour l’étude du comportement des solutions. On définit alors la notion d’at-
tractivité.

Définition 1.2.4. (Attractivité)[9,6]. On dit que l'origine x =0 est :

o Un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage de l'origine U(0),
tel que
Vaog € U(0), lim xz(t, to, o) = 0.

t—4o00

e Un point d’équilibre globalement attractif si :

Vg € Rn’t lim l'(t,tg,ﬂ?o) = 0.

—>+00

Définition 1.2.5. (Instabilité)[14]. Un systéme dynamique est dit instable

au sens de Lyapunov lorsqu’il n’est pas stable au sens de la définition(1,2,3).

Définition 1.2.6. (Stabilité asymptotique)/9,6].
On dit que l'origine x = 0 est :

(1) Un point d’équilibre asymptotiquement stable(ou noté AS), s’il est stable
et attractif.

(17) Un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable(ou noté GAS),
s’il est stable et globalement attractif.
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FIGURE 1.3 — llustration de la stabilité asymptotique

Définition 1.2.7. (Bornitude uniforme)[18].
La solution de est dite uniformément bornée, s’il existe une constante
strictement positive a, telle que Vo €]0,al, il existe une fonction c(.) crois-

sante vérifiant :
[zoll < o == [[z(t, 20, o) || < c(@), Vit = to.

Elle est dite globalement uniformément bornée, si la propriété précédente est

vrate pour tout o > 0.
Définition 1.2.8. (Stabilité uniforme)/6].

(1) On dit que lorigine x = 0 est un point d’équilibre uniformément stable
(ou noté US) si pour tout € > 0, il existe 6(¢) > 0, tel que

[zo]] <& = [la(t, to, zo)|| <&, VE=to.

(13) L’origine est un point d’équilibre globalement uniformément stable (noté
GUS), s’il est uniformément stable et toutes les solutions du systéme

1.2.1)) sont globalement uniformément bornée.

Remarque 1.2.3. La stabilité uniforme entraine la stabilité, mais la réci-
proque n’est pas toujours vraie. L’exemple suivant montre que la réciproque

est fausse.

Exemple 1.2.1. Considérons I’équation différentielle suivante :

&(t) = (6t sin(t) — 2t)x.
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ou t € R. La solution de condition initiale (ty,xo) est donnée par :

z(t) = x(to) exp [/t(Gs sin(s) — 2s)ds

to

= z(ty) exp [6 sin(t) — 6t cos(t) —t* — 6 sin(ty) + 6ty cos(ty) +t3|.

Ensuite, du fait que le terme —t? est dominant pour tout ty, on peut lier
exp [6 sin(t) — 6t cos(t) —t* — 6 sin(to) + 6ty cos(to) —i—tg] par une constante
c(to) qui dépend de ty :

|z (t)| < |z(to)|c(to), Yt > to.

Ainsi, pour un e > 0 donné, on peut choisir 6 = €/c(tg) pour indiquer que
l'origine est stable. Maintenant, si nous supposons que ty prend des valeurs
continues

to =2nm, n € IN et x(t, ty, o) s’évalue en ty + m, alors
x(ty + 7, to, x9) = xoexp[(4n + 1)(6 — m)7].

Donc, pour un e > 0, donné, il n’y a pas de 6 indépendant de ty, ce qui permet

de dire que l'origine x = 0 est uniformément stable.

Définition 1.2.9. (Attractivité uniforme).

(a) On dit que Uorigine x = 0 est un point d’équilibre uniformément at-
tractif (moté UA), s’il existe un voisinage U(0) de l'origine, tel que
Voo € U(0), Ve >0 il existe T =T(e), tel que :

lz(t, to, mo)|| <&, VE=T +to.

(b) Lorigine x = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément at-
tractif (noté GUA), siVxy € R", Ve > 0 il existe T = T(e), tel que :

||$(t,t07l‘0)|| <§g, Vi > T + to.
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Définition 1.2.10. (Stabilité asymptotique uniforme)/6].

(a) L’origine est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable

(noté UAS), s’il est uniformément stable et uniformément attractif.

(b) L’origine est un point d’équilibre globalement uniformément asympto-
tiquement stable (noté GUAS), s’il globalement uniformément stable et
attractif. L’ezemple suivant montre que la stabilité est uniforme mais

Pattractivité est non uniforme :

Exemple 1.2.2. Considérons I’équation différentielle suivante :
i(t)

ou t € R. La solution de condition initiale (ty,xo) est donnée par :

—T

- >t
1+¢ =0

t
1
z(t) = z(to) emp/ - ds
to 1"‘5
1+t
=x(t .
z(to) 11¢

Ainsi,
[z(t)] < |z(to)], VE = to.
Alors, pour e > 0 donné, il existe 6 = ¢ tel que :

z(to)| < 6 = |z(t)] <&, Yt > to.

D’ou lorigine est un point d’équilibre uniformément stable.
D’autre part, la fonction x(t) converge vers 0, quand t tend vers oo, d’une
maniere non uniforme, donc

1+t
141

(1)) = |x(to) <e.

donc,

t >ty + (M(l‘f‘to)—l—t()).

3

Ainsi, pour € > 0 donné, il n’existe pas de T indépendant de to qui permet

de dire que l'origine x = 0 est uniformément attractive.
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Définition 1.2.11. (Stabilité exponentielle)/6].

(a) L’origine x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable, s’il
existe un voisinage de l'origine U(0) , Ay > 0 et Ay > 0, tels que

||l‘(t,t0,[)’}0)|| S )\1||I0||6)\2(t_t0), \% Z t[) Z O, VCL’O S U(O)

(b) Lorigine x = 0 est un point d’équilibre globalement exponentiellement
stable, sl existe un A\ > 0 et Ay > 0, tels que

z(t, to, zo)|| < Mlzolle2=*), Wt >ty >0, Vao € R™
Exemple 1.2.3. Considérons le systeme décrit par
i = —(1+ sin(2?))z.

1l est clair que x = 0 est un point d’équilibre.

La solution du systeme est donnée par

z(t) = z(0) exp/o —(1 + sin(z*(s)))ds.

On a ¥Vt > 0, |z(t)] < Az(0)| exp(—t). D’ou la stabilité exponentielle du

systéme en question.

Remarque 1.2.4. [l est important de noter que le caractére exponentielle-
ment stable du systeme conduit nécessairement a une stabilité asymptotique
de ce dernier.

Pour étudier la stabilité du systéme, on se référe souvent a la théorie de
Lyapunov. En théorie qualitative, on [’appelle la méthode directe car elle ne

nécessite pas de résoudre le systeme.

1.3 Théorie de Lyapunov

L’utilisation des fonctions définies positives est 'une des techniques les
plus efficaces pour analyser la stabilité de systémes gouvernés par des équa-
tions différentielles ordinaires. L’utilisation de ces fonctions fournit des cri-
téres permettant de tirer des conclusions sur la stabilité ou la stabilité asymp-
totique d’un point d’équilibre sans qu’il soit nécessaire d’intégrer le systéme
d’équations. Les résultats remontent au 19 éme siécle, attribués a Lyapunov.
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1.3.1 Fonction de comparaison

Définition 1.3.1. (Fonction de classe K )[18]

Une fonction continue a(.) : [0,a] — [0,400] appartient a la classe K (ou
est une KC-fonction) si elle est strictement croissante et si a(0) = 0. Une K
-fonction appartient a la classe Ko si de plus a = +oo et a(zr) — 400
quand t — +o00.

Exemple 1.3.1. Donnons deux exemples de fonctions de classe K et de

classe Ko :

1. « définie par a(r) = arctan(r) est strictement croissante car
1
o/(r)

= > 0.
1472
Ainsi, o appartient a la classe K, mais o n’appartient pas a la classe

T
K li =—.
car THHEOOOZ(T) 5

2. Soit ¢ > 0, v définie par o(r) = r°¢ est strictement croissante car

o/ (r) =ere .

De plus, lirE a(r) = +oo, donc a appartient a la classe K.
7—>+00

Définition 1.3.2. (Fonction de classe KL)[18]

Une fonction continue § : [0, a] x [0, +o0[— [0, +o0[ est dite de classe KL,
si pour tout t fixé, 'application s — (s, t)est de classe K et pour tout s fixé,
Uapplication s — [(s,t) est décroissante et 5(s,t) — 0 quand t — +00.

Exemple 1.3.2. Soit k > 0, 5 définie par 5(r,s) =

croissante en r car

est strictement
ksr+1

)5} (7“ s) B 1
or>" (ksr +1)2
et strictement décroissante en s car

ap o —kr?
25" = Gar e <

> 0.

De plus, lim B(r,s) = 0; donc B appartient a la classe KL.

Le lemme suivant résume certaines propriétés des fonctions des classes K

et ICL.
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FIGURE 1.4 — Les fonctions K et KL

Lemme 1.3.1. [19] Soient ay(.) et as(.) deuz fonctions de classe I sur [0, al,
as(.), ay(.) deux fonctions de classe Ko et 5(.,.) une fonction de classe KCL.

On note Uinverse de a;(.) par o; '(.). Alors,
x ay'(.) définie sur [0, a1(a)[ est de classe K.
x az'(.) définie sur [0, 00[ est de classe Ky .
x (] 0 (g est de classe K.
x 30y est de classe K.

x o(r,s) = a1(B(az(a)),s) est de classe KL.
Définition 1.3.3. Une fonction est une N fonction a(t) : J — (0,00) si

elle est a valeur positive et non décroissante.

Définition 1.3.4. Une fonction est une N K, fonction B(s,t) : J x J — J
si f(s,.) € N et B(.,t) € Ko
Voici une autre formulation des notions de stabilité en utilisant les fonctions
de classe KC et KL, les démonstrations des propositions suivantes peuvent étre
consultées dans l'ouvrage [9].

Proposition 1.3.1. [3]. Le point d’équilibre x = 0 du systéme est :

e Uniformément stable : Si et seulement s’il existe une fonction a(.) de

classe KC et une constante strictement positive ¢ indépendante de ty, telle que
(¢, to, o) || < alllzol]), VE=1o >0, V|z| <c (1.3.1)

e Globalement uniformément stable : Si et seulement si l'inégalité pré-

cédente est satisfaite pour toute condition initiale xq € R".
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o Uniformément asymptotiquement stable : Si et seulement s’il existe
une fonction 5(.,.) de classe KL et une constante strictement positive ¢ in-
dépendante de ty, telle que

|x(t, to, z0)|| < B(||zol, t — o), YVt > to, V|0 < c. (1.3.2)
e Globalement uniformément asymptotiquement stable : Si et seule-

ment st ["inégalité est satisfaite pour toute condition initiale xo € R™.

e Exponentiellement stable : Si et seulement si l'inégalité est sa-
tisfaite avec

B(t,s) =kre’, k>0, v>0 (1.3.3)

o Globalement exponentiellement stable : Si et seulement si ["inégalité
est satisfaite pour toute condition initiale xy € R™.

Définition 1.3.5. (Fonctions définies positives)[17].
Une fonction continue V(.,.) : Ry x R" — R, est définie positive, si
V(t,0) =0 et sl existe une fonction p(y) définie positive, telle que

Vt,y) > o(y), Vt > ty, Yy € R".

Lemme 1.3.2. Une fonction V(t,y) est définie positive, s’il existe (.) de
classe IC, telle que V' (t,0) et

V(t,y) > e(|VI), Vt >t Yy € R"™.

Une fonction V est dite définie négative si —V est une fonction définie posi-

tive.

Définition 1.3.6. (Fonction semi-définies positives).

1. Une fonctionv : U — R est semi définie positive (respectivement semi

définie négative), s’il existe un voisinage U de 0, tel que

(a) v(0) =0.
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(b) Pour touty € U,v(y) > 0 (respectivement v(y) < 0).

2. FElle est dite définie positive (respectivement définie négative) s’il existe

un voisinage U de 0, tel que
(a) v(0) = 0.

(b) Pour tout y € U\O, v(y) > 0 (respectivement v(y) < 0).

Définition 1.3.7. (Fonction décrescente).
Une fonction V (t,y) est décrescente, si V (t,0) =0, Vt > to et sil existe une
fonction ¥(y) définie positive, telle que

V(t,y) < ¥(y), Yt > to, Yy € R".

Lemme 1.3.3. Une fonction V(t,y) est définie positive, s’il existe 1(.) de
classe IC, telle que V' (t,0) et

V(t,y) < ¥(lyll), Yt > to, Yy € R

Définition 1.3.8. (Fonction propre).

Une fonction V (t,x) est propre (ou radialement non bornée) si

lim V(t,z) =400

[|z]]— 400

uniformément en t.

Définition 1.3.9. (Fonction de Lyapunov)[11,20|.
On considére le systéme . Soit U(0) un voisinage de 0 et

ViR, x U(0) — R,
une fonction continue et différentiable sur U(0).

e On dit que V est une fonction de Lyapunov au sens large en 0, si elle

vérifie les deux propriétés suivantes :

(a) V est définie positive.
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(b) V(t,z) <0 pour tout x € U(0).

e On dit que V est une fonction de Lyapunov stricte en 0, si elle vérifie

les deux propriétés suivantes :

(a) V est définie positive.

(b) V(t,x) <0 pour tout z € U(0)\0.

v (l|yll)
V(t,y)
/./
p(e) . AR )/f’"f Q(Hg“)
0(6) | f
[ ;
= = Il

FIGURE 1.5 — Fonction définie positive et décrescente

Lemme 1.3.4. Une fonction continue V (t, x) est propre, s’il existe une fonc-

tion «(.) de classe Ko, telle que
V(t,z) > afllz]]), Vt=t,, VaeR™

Remarque 1.1. La dérivée de V (t,z) le long des trajectoires de est
notée par V(t,z) ot
: ov ov
t = —(t —(7 t,x).
V(t,0) = St 1) + (2 ()

Théoréme 1.3.1. [19]. L'origine x = 0 est un point d’équilibre de et
D un domaine de R™ contenant 0. Soit V : [0, +oc[xD — R une fonction

de Lyapunov contintiment différentiable (de classe C1), telle que

Wi(x) < V(t,z) < Wy(z).
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oV ov

- - < —Ws(x).

5 (t,x) + e (t,x) < 3()

Pour tout t > 0 et x € D avec Wy(z) et Wy(z) sont continue et définie posi-

tives.
1. Si W3(x) =0 sur D, alors l'origine x = 0 est uniformément stable.

2. Si Ws(x) est continue et définie positive sur D, alors 'origine x = 0

est uniformément asymptotiquement stable.

3. Si D =R", Ws(x) est continue sur D et Wi(x) est propre ou radiale-
ment non bornée, alors l'origine x = 0 est globalement uniformément

asymptotiquement stable.

Lemme 1.3.5. [19]. Soit V : D — R une fonction de Lyapunov continue
et définie positive sur D C R™ qui contient [’origine. Soit B(0,7) C D pour
un certain v > 0 o B(0,1) désigne la boule de centre 0 et de rayon r. Alors,
ils existent des fonctions de classe IC, oy et oo définie sur [0,r], telle que

ar([|]]) < V() < as(fjz]])- (1.3.4)

pour tout x € B(0, 7).
Si D = R"et les fonctions ay et ag sont définies sur [0, 400 alors l'inégalité
(1.3.4) est vérifie pour tout x € R™. De plus, V (z) est propre alors oy et ay

peuvent étre choisies de classe K.

Lemme 1.3.6. [19]. On considére I’équation différentielle autonome

y=—aly), y(to) = Yo (1.3.5)

Avec «.) une fonction localement Lipschitzienne et de classe KC définie sue
[0,a[. Pour tout 0 < yo < a, cette équation admet une unique solution définie

pour tout ty < t. De plus,

y(t) = o(yo, t — to).

Avec o(r,s) est une fonction de classe KL définie sur [0, a[x ][0, 4+o00].
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Lemme 1.3.7. (Lemme de comparaison).

On considere I’équation différentielle

= f(t,u), u(ty) = uop.

Ou f(t,u) est continue en t et localement Lipschitzienne en u, pour toutt > 0
et tout u € J C R". Soit [ty, T] (T pourrait étre linfini) l'intervalle mazimal
de la solution de u(t) et on suppose que u(t) € J pour tout t € [to, T[. Soit
v(t) une fonction continue dont la dérivée a droite O(t) satisfait l'inéquation
différentielle

0(t) < f(t,v(t)), v(ty) = uo.

Ou v(t) € J pour tout t € [to, T avec

Alors,
v(t) <wul(t), te [ty T

Exemple 1.3.3. On considére I’équation différentielle

P =f(x) =-(1+2%)z, 2(0)=a

a une solution unique sur [0,t,[ pour certains t; > 0 car f(x) est localement
T

Lipschitzienne. Soit v(t) = 2%(t). La fonction v(t) est différentiable et sa

dérivée est bornée par
O = 2x(t)i(t) = —22°(t) — 22 (t) < —222(¢).
Done, v(t) satisfait l'inéquation différentielle
o(t) < —2v(t), v(0) =a’

Soit u(t) une solution de l’équation différentielle

u(t) = —2u, u(0)=a®> = u(t) = a’e” .

Alors, en utilisant le lemme de comparaison, la solution x(t) est bien définie
pour tout t > 0 et satisfait

lz(t)] = Vo(t) < e '|z|, Vt>0.
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Remarque 1.2. Si a(.) n'est pas localement Lipschitzienne, on peut choisir

une fonction B(.) localement Lipschitzienne de classe K telle que
a(r) > B(r).
Dans le domaine ot on s’intéresse.

Exemple 1.3.4. Soit a(r) = /1 est une fonction de classe K mais non

localement Lipschitzienne en r = 0. On définie la fonction [ par :

Bry=r sir<l1

B(r)y=+r sir>1
est de classe KC et localement Lipschitzienne. De plus, a(r) > [(r) ¥r > 0.

Preuve. 1. Si W5 =0 sur D, on choisit r > 0 assez petit tel que B, C D
et
0 < c¢<a= min W(z).

llzl|=r
Alors,
S1={z¢e B, /Wi(x) <c}.

est a Uintérieur de B,.

On définit l’ensemble qui dépend du temps €. :
Qe.={xeB./V(tzx)<c}
L’ensemble . contient Sy = { x € B, /Wy(x) < ¢} car
Wh(z) <e=V(t,z) <ec.
D’autre part, Q. est inclus dans la boule { x € B, /W;(z) < ¢} car
V(t,z) <c= Wi(z) <ec (1.3.6)
Donc,

{xe B, /Wy(z)<c} U, .C{xeB,/W(r)<c}CB, CD,Vt>0.
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FIGURE 1.6 — Représentation géométrique des ensembles de la preuve du
théoréme 1.3.1.

On a V(t,z) <0 sur D, donc toute trajectoire x(t) de condition initiale
x(to) dans Q. reste dans . pour toutt > to. Alors, toutes trajectoires
de condition initiale dans l’ensemble Sy restent dans . C Sy pour tout
t > tg, donc ces trajectoires sont définies et bornées pour tout t > tg.
D’apres le lemme et la remarque , il existe des fonctions
de classe IC et localement Lipschitzienne oy (.)et as(.) définies sur [0, 7]
vérifiant Vt > 0 et Vo € D, tels que

ar([lz]) < Wi(z) < V(t,2) < Wa(z) < az(]=]))-
Alors,

D’apres le lemme . a Yoy est une fonction de classe K. Ce qui

implique que x = 0 est uniformément stable.

2. On a W3 est définie positive alors il existe une fonction de classe IC,
telle que
Ws(z) = as([|]])-

On a
V(t, ) < —as([lz]) < —as(ay ' (V(t,2))) = —a(V(t, 2)).
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La fonction a(.) est de classe IC définie sur [0, aq(r)[ d’apres le lemme
. On doit supposer que «a(.) est localement Lipschitzienne (Voit
la remarque ) Soit I’équation différentielle du premiére ordre :

y=—aly), ylto) =V(to,z(to)) = 0.

1l est clair que
V(t,x(t)) <y(t), Vt=t.

D’apres le lemme , il eziste une fonction o(r,s) de classe KL
définit sur [0, a1 (r)[x[0, +o0] telle que

Vit 2(t)) < a(V(ty, 2(to)),t —to), ¥V (to, 2(t)) € [0, (r)

Par conséquent,

()| < art(V (L, (1))
< a7 (o (V(to, x(to)), t — to))
< oy Ho(aa(x(to)), t — to))

|
=
-
=
—~
~
(=]
=
“&F
|
~
o
~

D’apres le lemme , B(.,,) est une fonction de classe KKL. Donc,
linéquation est satisfaite ce qui implique que x = 0 est unifor-
mément asymptotiquement stable.

3. Si D =R", les fonctions ay, g et ag sont définie sur [0, +oo[. Alors,
« et aussi § sont indépendantes de c. On a Wi(x) est radialement non
bornée alors on peut choisir ¢ assez grande de sorte que la condition
initiale dans Uensemble {Ws(x) < c¢}. Donec, est satisfaite pour
toute condition initiale ce qui implique que ['origine est globalement

uniformément asymptotiquement stable.

Théoréme 1.3.2. (Théoréme de stabilité exponentielle).
L’origine v = 0 est un point d’équilibre de et D un domaine de R™
contenant 0. Soit V : [0, +oo[xD — R un fonction de Lyapunov contini-

ment différentiable, telle que

killz)* < V(t, @) < kol|2]. (1.3.7)
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ov. oV

42 < 2, 3.

-+ o f(t2) < el (138)
oV
<k 2, 1.3.
| < Kz (1:3.9)

Vt > to et Vo € D, avec ki, ko, k3 et ky des constantes positives. Alors,
lorigine x = 0 est exponentiellement stable.

St D =R", alors l'origine x = 0 est globalement exponentiellement stable.

1.3.2 Systémes linéaires et linéarisation

Cas autonome

Considérons le systeme
T = Az, (1.3.10)

ou z € R” et A est une matrice carrée d’ordre n. L’origine est un point

d’équilibre de (|1.3.10)).

Théoréme 1.3.3. L’origine est globalement asymptotiquement stable si, et
seulement si, toutes les valeurs propres de A ont une parties réelles stricte-
ment négatives. On dit dans ce cas que A est de Horwitzﬂ

Cas non-autonome

Soit le systeme linéaire non-autonome :

@ = A(t)z(t). (1.3.11)

Ou A(t) est continue pour tout t > 0 , admet 'origine comme point d’équi-
libre.
La stabilité de l'origine du systéme linéaire non-autonome (1.3.11) peut

étre completement caractérisé en utilisant la résolvante’| du systeme. La so-

lution de (1.3.11]) est donnée par

x(t, to, l’o) = q)(t, to)il?o.

2. En mathématique, une matrice carrée A est appelle matrice de Horwitz si toutes
les valeurs propres de A ont une partie réels strictement négative c’est a dire R[\;] < 0
pour tout valeur propre ;.

3. On appelle matrice résolvante ( ou opérateur résolvant ) en ¢y du systéme 'unique
solution du systéme différentiel féfini sur I par
R'(t) = A(t)R(t), R(to) = In oa R: I — M, (R), on la note R(¢,tp).
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Ou ®(t,to) est la résolvante de A(t) définit par

DD (¢, 1)

o A)D(t,ty), P(t,t) =1.

D(t, tg)®(tg, 5) = ®(t,s) et D(to,t) = P (¢, ty).

Le théoreme suivant caractérise la stabilité asymptotique uniforme en tenant

compte du résolvante de A(t).

Théoréme 1.3.4. [9].
Supposons que l'origine est un point d’équilibre uniformément asymptotique-
ment stable du systéeme (1.3.11) si et seulement si, la résolvante satisfait

l'inégalité

| ®(t,to) [|< ke 70Vt > 1y > 0.
pour des constantes strictement positives k et .

Remarque 1.3.1. Ce théoréme permet de montre que pour un systéeme li-
néaire non autonome, l'uniforme asymptotique stabilité de l’origine est équi-
valente a la stabilité exponentielle.

On suppose qu’il existe une matrice P(t) définie, positive, symétrique, bornée

et contindment différentiable vérifiant pour tout t > 0,

0<01]§P(t) SCQI, (Cl >O,CQ >0),

et
— P(t) = P(t)A(t) + AT(t)P(t) + ¢(2). (1.3.12)

ot (t) est continue symétrique définie positive, c’est a dire,

o(t) > csl >0, VE>0, (c3>0).

Considérons la fonction de Lyapunov candidate

V(t,x) = 2" P(t)x.
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Donc

allz|P<Vt,e) <e |,

De plus, elle est propre puisque c; || x ||* est une fonction de classe K.

La dérivée de V(t,x) le long des trajectoires du systéeme (1.5.11)) est don-

née par :

V(t,z) =T P(t)z + 2" P(t)i + 2" P(t)x
= 2T(P(t) + P(t)A(t) + AT(t)P(t))x
= —alp(t)r < —cz ||z |*.
Alors V (t, ) est définie négative.

Toutes les hypothéses du Théoreme sont satisfaites globalement. Par
conséquent, l’origine est globalement exponentiellement stable.

Théoréme 1.3.5. Supposons que l’origine est un point d’équilibre uniformé-
ment asymptotiquement stable du systeme (1.3.11)). Supposons que A(t) est
continue et bornée. Alors pour tout matrice p(t) définie, positive, symétrique,

bornée et continue, il existe une matrice P(t) définie positive symétrique, bor-

née et continument différentiable, qui satisfait .

Donc V(t,z) = 2T P(t)x est une fonction de Lyapunov pour le systéme qui
satisfait les hypothéses du Théoreme[1.3.9

Remarque 1.3.2. La stabilité asymptotique uniforme du systéme (1.3.11

ne peut pas étre caractérisée par les valeurs propres. Khalil dans [9] donne

[’exemple suivante .

On considére le systéeme linéaire
(t) = A(t)z(t). (1.3.13)
Avec

A —1+4+1,5cos’t 1—1,5sintcost
~\ —1—1,5sintcost —1+1,5sin’t
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Donc les valeurs propres de A(t) sont

—1 4+ /7
A o VT

De plus, la résolvante de A(t)est

—e%tgint e tcost

ott.0) = (

Alors, le systéme n'est pas asymptotiquement stable.

%%t cost e tsint )

Maintenant, on revient au systéme dans le cas ou f est une fonc-
tion continiment différentiable, U un voisinage de 0 et en supposons que

lorigine est un point d’équilibre et aussi la matrice Jacobienne | =—| est
x

uniformément bornée et Lipschitzienne sur U, c’est a dire, ils existent des

constantes strictement positives k et L telles que

(t,7)

g <k, VreU Vt>t,.
ox

of of

O (t,r1) — %(tvlﬁz)

S L ” 1 — T2 ||7 Vl'l,ilig € U, Vit Z to.

La fonction f peut étre récrite de la fagon suivante

ft,x) = f(t,0) + %(t, z)x.

Ou z €0, z[. Alors

f(t,z) = A(t)x + g(t, ).

Avec

At) = g—i(t,O) et g(t,z) = [g—i(t,z) - g—i(tﬁ)] x.
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Théoréme 1.3.6. Supposons que l’origine est un point d’équilibre du systéme
non-linéaire ot f est continiment différentiable, U est un voisinage

0
de 0 et —f est uniformément bornée et Lipschitzienne sur U. Si ['origine

ox
est un point d’équilibre exponentiellement stable du systéme linéaire (1.5.11
alors elle est aussi un point d’équilibre exponentiellement stable du systeme
1.2.1)).

Le théoréme montre que si le linéarisé d’un systeme non-linéaire
au voisinage de lorigine est un point d’équilibre exponentiellement stable du

systeme non-linéaire.

1.4 Les systémes perturbés

On considére le systeme

&= f(t,z(t)) + g(t, (1)), (1.4.1)

ou f(.,.) et g(.,.) sont deux fonctions continues par morceaux par rapport a
la premiére variable et localement Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme

variable. On peut voir ce systéme comme perturbation du systéme nominale
T = f(t,x). (1.4.2)

La perturbation ¢(.,.) peut résulté des erreurs de modélisation des non-
linéarités ou des incertitude qui existent dans n’importe quel modéle réel.

Une analyse compléte de 'étude de stabilité des systeémes perturbés de la

forme (|1.4.1)) sont faite que [7,10].

Pour I'é¢tude de la stabilité de ses systémes, on souhaite toujours gar-
der la stabilité du systéme perturbé pour une classe de perturbation. C’est a
dire, on veut que la perturbation g(¢,x) qui est supposée un terme déstabi-
lisant n’influe pas sur la stabilité du systéme qui est assurée par le systéme
nominale. La préservation de la stabilité du systeme perturbé dépend de la
stabilité du systéme nominale et de la perturbation.
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Les systémes perturbée considérés ici sont & travers lesquels la pertur-

bation vérifie

g(t,0) = 0,V¢ > 0.

Cela veut dire que l'origine x = 0, qui est un point d’équilibre pour le
systéme nominale , reste un point d’équilibre du systéme perturbé.

Le théoréme suivant établit la stabilité exponentielle de 1’origine du sys-
téme perturbé, si I'on suppose que l'origine est exponentiellement stable et

la perturbation vérifie une condition de bornitude .

Théoréme 1.4.1. [10/

Supposons que l’origine du systéme nominaleest UES. Soit V(t,x) une
fonction de Lyapunov du systéme nominale vérifiant les inégalités ,
(1.3.8) et (1.3.9) sur Ry x B,.

Supposons que la perturbation g(t,z) satisfait

gt z@®) <A llz@) |, < Z_i (1.4.3)

Alors, Uorigine du systéme perturbé est un point d’équilibre UES. Si
de plus, toutes les conditions sont satisfaites globalement alors ['origine est

GUES.

Preuve. Soit V(t,x) une fonction de Lyapunov du systéme nominal véri-
fiant les inégalités (1.5.7), (1.5.8) et (1.53.9) sur R™ x B,.. Choisissons V (t,x)

comme fonction de Lyapunov du systéeme perturbé et en la dérivant le long

des solutions du systéme perturbé on obtient

W, a)

Vit,z) < — 2
(t,z) < CngH_'—@aj

| gt ) - (1.4.4)

En utilisant les estimations (1.3.7),(1.3.9) ,(1.4.5) on obtient

V(t,x) < —(c5 —eq) ||z |2 (1.4.5)

On conclure que l'origine est UES si les hypotheses sont satisfaites locale-

ment, et il est GUES si les hypothéses sont globauzx.
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On va énoncer un autre résultat établissant que l'origine du systéme no-
minale est GUAS en utilisant les mémes techniques. Plus précisément, on
suppose que l'origine du systeme nominale est GUAS et la perturbations vé-
rifie

I 9(t,2) 1< 19 (). (1.4.6)

Ou ¢(.) est une fonction de classe K, alors lorigine du systéme perturbé

est GUAS.

Théoréme 1.4.2. [10/

Supposons que l'origine du systéme nominale est UES .Soit V(t,x)
une fonction de Lyapunov du systéme nominale vérifiant 'inégalité
sur Ry x B, et,

Ou (.) est une fonction de classe K. Si la perturbation g(t,z) satisfait l'in-
égalité avec y < 2, alors Uorigine du systéme perturbé est
un point d’équilibre UAS. Si de plus, toutes les conditions sont satisfaites
globalement alors l'origine est GUAS.

1.5 Stabilité pratique

L’analyse de la stabilité pratique des systémes non-linéaire est étudiée

par plusieurs auteurs notamment dans [11,2,4].

Certains systémes peuvent étre instables et pourtant ces systémes peuvent
osciller suffisamment prés de cet état pour que leurs performances soient ac-
ceptables. Pour faire face a ces situations, nous avons besoin d’une notion
de stabilité plus adaptée a plusieurs situation que la stabilité de Lyapunov,
un concept appelé stabilité pratique. Cette stabilité introduite par La-Salle
et Lefschetz, concerne 'analyse quantitative par opposition a ’analyse de
Lyapunov qui est de nature qualitative. Ainsi, contrairement a la stabilité
de Lyapunov, I’étude de la stabilité pratique rameéne a I’étude de la stabilité

d’une boule centrée a l'origine. C’est pourquoi nous commencons par donner
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la définition de la stabilité uniforme et de ’attractivité uniforme d’une boule
bornée B, = {x € R", || = ||< r}.

Dans cette section, on présente la stabilité uniforme et ’attractivité uni-

forme d’une boule fermée B, présentées par Corles dans [18].

"\//
@i D

Q

FIGURE 1.7 — Illustration de la stabilité pratique

Définition 1.5.1. (Stabilité uniforme B, ) .
B, est dite uniformément stable, si pour tout € > r, il existe 6 = d(g) > 0 tel
que Yty > 0,

| zo ||< 6 = z(t,to, z0) ||< e, VEt>to (1.5.1)

Soit R C R™ un voisinage de l’origine.

Définition 1.5.2. (Attractivité uniforme de B, )
B, est dite uniformément attractive, si pour tout € > r il existe ¢ > 0 et il
existe T'(e,xq) > 0 telles que pour tout to € Ry , V|| x¢ ||< ¢,

| z(t,to, x0) ||[< e, Vt>to+T(e,x0). (1.5.2)

Définition 1.5.3. (Stabilité asymptotique uniforme pratique )

i) On dite que le systéme est pratiquement uniformément asymp-
totiquement stable s’il existe une boule B, C R™ telle que B, soit uni-

formément stable et uniformément attractive.
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1) On dite que le systéme est globalement pratiquement uniformé-
ment asymptotiquement stable s’il existe pratiquement uniformément
stable et si Ve > 0 et Ve > 0, il existe T'(e,x9) > 0 telle que pour tout
to € Ry, Val|<ec

| z(t,t0, o) ||< e, Vt>to+T(e,x0). (1.5.3)

Définition 1.5.4. (Stabilité exponentielle )

i) La boule B, est uniformément exponentiellement stable, s’il existe
v >0, k>0 telles que pour tout ty € Ry, xo € U(0)

|2t to, o) [[< 4k || 2o || exp(=(t = t0)). (1.5.4)

i1) La boule B, est globalement exponentiellement stable si et seulement
si, l'inégalité est satisfaite pour tout condition initiale
xo € R". On dite dans ce cas que le systeme est globalement pratique-

ment fortement stable.

Théoréme 1.5.1. Considérons le systéme . Supposons qu’il existe une
fonction V(.,.) : Ry x R" — R de classe C', deuz fonctions ay(.) et as(.)de
classe Koo, une fonction az(.) de classe K et un réel positif r suffisamment
petit telles que les inégalités suivantes sont satisfaite pour tout t € R, et
r e R™

(@ ) < Vi) < aalll 2 ). (15.5)
o+ st a) < —oslll w ) +r (156)

Alors, le systéme est globalement pratiquement stable avec
B,={zeR"/ ||z ||<a;'oazoa;'(r)}.

Preuve. La démonstration comportera trois étapes.

* La premiere partie : sera consacré a la bornitude globale uniforme des
solutions du systéme Soit § > 0 tel que || zo ||< & et choisissons
6 = max(0, R) avec R = o3 (r).
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Tout d’abord considérons la fonction c(.) sur ]0, 00| définie par

(ajtoa)(R), si §<R.
c(0) =
(a;toay)(d), si 6>R.
<

~

En tenant compte de la on ad < (a7 o) (d).

1l s’ensuit que

la(to) | = ll2olI< 6 < (a7 0az)(d).

Supposons qu’il existe ty > to tel que || z(ts) |> (a7 o a)(d). Puisque z(.)
est continue sur sur [to,ty] , il existe t; > to tel que || (1) ||= 6 et donc
| 2(t) ||> & pour tout t € [ty, ty). Il est ainsi clair d’apres (1.5.9) et (1.5.6) que

ar([] z(tz) [[) <V (L2, x(t2))

=V (ty,z(t1)) + / 2 V(T,x(T))dT

t1

< as([| x(t2) [1) +/2(—as(ll (7) || +r)dr

t1

< a(b) + / “(—as(R) + r)dr,

t1
ce qui entraine || z(ts) || < (a7 o as)(d), d’ot une contradiction.

Enfin, on aura || z(t) ||< ¢(8),t > to si || zo |< 8, puisque || 2o ||< 0 et
R<5.

* Dans deuziéeme partie : nous intéressons a la stabilité uniforme de la
boule B,. Prenons € > (a;* o ap)(R). On considére (a* o ap)(8) = ¢,
alors §(¢) = (ay ' o ay)(e) > R > 0.

Donc, d’apres létape (1), on a || xo ||< §(¢) alors

l2(t) < (a7 0 az)(d(e)) =&, Vit = to.
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* Dans troisiéme étape : On montre que B, est globalement uniformé-
ment attractive.
Soit 6 > 0 tel que || zo ||< 3, on considére € > (a;' o ay)(R) et
R = (a3 oa;)(€) alors R > R et donc par définition

c(R) = (a;' oan)(R) = ¢.

Ainsi, si 0 < R alors || zo ||< R il s’ensuit que, d’apres Uétape (1),
| 2(t) ||< ¢(R) = &. Maintenant par l’absurde, on considére que § > R
et on suppose que

| 2(t) ||> R,Vt € [to, 1] (1.5.7)

_ - as(8)—a1 (R
avec ty =tg+T(¢,6) et T(c,0) = %.

En tenant compte de (1.5.5) et (1.5.6]), on obtient

ar([[ x(ta) [I) < V(& 2(t))

= V(to, 2(to)) +/1 V(r,z(r))dr

to

< as([| z(to) 1) +/1(—a3(|! () ) +r)dr

to

S (12(6) + T(E, 5)[—0{3(R) + T‘],

donc

052(5) —Oél(R) o — r
O@,(R)—T [—as(R) + 7]

ar([| z(t1) [|) = a2(0) +
= (1 (R)
Par conséquent || x(t1) ||< R, Vt € [to, t1], ce qui contrer dit (1.5.7).
Alors, il existe ty € [to,t1] tel que || z(t2) ||< R. Donc comme consé-

quence de la bornitude uniforme des solutions dans ’étape (1), on aura
| 2(t) ||< ¢(R) = ¢, Vt > ty.
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D’ou on conclut que,

| 2(t) |< &Vt >ty = to + T (G, 9).

Le théoreme suivante donne des conditions pour que le systeme soit

globalement uniformément pratiquement exponentiellement stable.

Théoréme 1.5.2. (Stabilité exponentielle pratique).
On consideére le systéme . Sl eziste une fonction V : Ry x R — R
continument différentiable vérifiant :

kv ||z [P< Vit,x) <k ||z |]?. (1.5.8)

V(t,z) < —ksV (t,z) +r. (1.5.9)

Pour toutt > 0 et x € R"™, ou ki, ko, k3 et r sont des constantes strictement
positive.

Alors, le systeme est globalement pratiquement uniformément expo-
nentiellement stable .

De plus, B, est globalement uniformément exponentiellement stable avec

a=,/—
~V kiks

Preuve. La dérivée de V le long des trajectoire du systéme est donnée

par :
x

< —]CgV(t, ZL’) + 7.

Ce qui implique que

V(t,2) < Vto,ao)e 500 + -
3

ko k3 T
t.t < 4= -5 (t—to) -
It to,0) 1< /2 1o | 300 4 [

Alors
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1.6 Stabilisation

Dans cette section nous allons aborder le probléme de la stabilisation des

systémes controlés linéaires et non-linéaires.

1.6.1 Stabilisations des systémes contrdlés linéaires

Cas autonome

On appelle systeme linéaire controlé, tout systéme de la forme

#(t) = Az + Bu. (1.6.1)

A€ M(n’n) (R) et B € M(n’p) (R)

On consideére le systéme linéaire ([1.6.1f), on dit que alors qu’il est stabilisable
par un feedback, s’il existe une matrice K € M, ,)(R) telle que le feed-
back u = Kx stabilise , autrement dit, le systéme en boucle fermée
T = Ax + BKx est asymptotiquement stable.

Définition 1.6.1. On dit que la paire (A, B) est contrélable, si le rang de
la matrice (BAB...A""'B) est égale a n. Dans ce cas, il existe une matrice
K € Myn)(R) telle que le systeme @ = (A + BK)x soit asymptotiquement
stable (les wvaleurs propres de (A + BK) sont a parties réelles strictement

négatives ).

Cas non autonome
On considére le systéme linéaire controlé de la forme

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t). (1.6.2)

ou z(t) € R", u(t) € R™, A(t) € R™" et B(t) € R™™

Définition 1.6.2. On dit que le systéme linéaire est stabilisable par
un feedback, s’il exriste une matrice K(t) € R™ ™, telle que le systéme en

boucle fermée

& = A(t)a(t) + B K (t)z(t).



1.6 Stabilisation 40

Est asymptotiquement stable.

1.6.2 Stabilisation des systémes contrélés non-linéaires

Cas non autonome
Soit le systéme controlé
T = f(t,x,u). (1.6.3)

Ou z € R"™ c’est ’état et ©w € R™ c’est entrée.

Définition 1.6.3. On dit que le systéme est stabilisable, s’il existe
une fonction continue u(t,z) telle que l'origine du systéme en boucle
fermée par u(t, z) soit asymptotiquement stable. La fonction u(t,z) s’appelle

feedback (ou controleur).

Remarquons que la théorie de la stabilité des systemes linéaires est simple.
Aussi, une approche de la stabilisation des systémes non linéaires se référe a
cette théorie. Il s’agit d’associer au systéme un systeme plus simple
dont ’étude permet d’avoir des renseignements sur le systeme initial. La mé-
thode classique lorsque f(t,0,0) = 0, est de considérer le linéarisé a [’origine,
c’est a dire :

&= A(t)x(t) + B(t)u(t)
(1.6.4)

Alt) = 5=, B(t) = %.

On sait alors que si est stabilisable, lest aussi et avec le méme

feedback, mais cette méthode ne permet de conclure que localement.

Cas autonome

Dans le cas des systéme non linéaires, pour la stabilisation locale dans le cas
autonome des conditions nécessaires ont été données dans [15,8| et diverses
techniques (techniques d’approximation, linéarisation,...)on été utilisées pour
obtenir des feedbacks stabilisants. Pour les résultats de stabilisation globale,
ils sont essentiellement basés sur les techniques de Lyapunov .

Le théoréme suivant donne des conditions nécessaires de stabilisation asymp-

totique d’un systéme non linéaire par une commande de classe C1.
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Théoréme 1.6.1. [15/
Si le systeme & = f(x,u) admet un feedback stabilisant de classe C* dans un

voisinage de 0 € R™ alors :

1. Le systeme linéarisé n’admet pas de modes incontrolables associés a des
valeurs propres strictement positives.

2. Il exziste un voisinage V de (0,0) tel que pour tout & € V, il existe un
controle ue(.) défini sur [0,00[ qui raméne le systéme de Uétat x = ¢
ent =0 alétat x =0 ent = oco. En d’autres termes, si x(t) est une
solution de & = f(x,ug) vérifiant x(0) = & alors, tlifrn z(t) = 0.

—+00

3. L’application v : U x R" — R", (z,u) — f(x,u) est surjective sur

un voisinage de l'origine de R™.

Définition 1.6.4. Un systéme de la forme & = f(x,u) qui vérifie la condition
(2) du Théoreme sera dir stabilisable en boucle ouverte ou encore

asymptotiquement contrélable a l’origine.

1.7 Observateur

On considére le systéme entrée-sortie suivante :

= f(t,z,u)
(1.7.1)
y = h(t,z)
ou & = f(t,x,u) est un systéme controlé, z € R" I'état du systéme, u € R™
I'entrée du systéme ( controle du systéme ) et y € RP la sortie du systéme.

h(t,x) est une fonction de classe C'' qui s’appelle fonction d’observation.

Le but d’un observateur est de trouver une estimation de la valeur courante
de I'état en fonction des entrées et des sorties passées.

Définition 1.7.1. ( Observateur asymptotique )
On appelle observateur asymptotique local de tout systeme de la forme

(S): & =Gtz y,u).
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Vérifiant les deux propriétés suivantes :
i) Si pour tout ty, To = xo alors T(t) = x(t) pour tout t > t.

i1) Il existe un voisinage U C R™ tel que pour toute erreur initiale
To—x9 €U

on a z(t) —x(t) € U, YVt > tq et tlim || (t) — z(t) ||= 0.
—00

Cet observateur est asymptotique globale si dans (ii) on remplace U par R".

Définition 1.7.2. ( Observateur exponentiel)
On appelle observateur exponentiel locale de (1.7.1) tout systéme de la forme

(S*) c2 = G(t, &y, u).
Vérifiant les deux propriétés suivantes :
i) Si pour tout ty, To = x¢ alors T(t) = x(t) pour tout t > t.
i1) 1l existe un voisinage U C R™ tel que pour toute erreur initiale
To—x9 €U
on a :
1 2(t) = 2(t) [|< Ay || &0 — o || €20,

Avec \1 et Ay sont des constantes positives.

Cet observateur est exponentiel globale si dans (ii) on remplace U par R™.

Définition 1.7.3. ( Observateur exponentiel pratique )

On appelle observateur exponentiel pratique de tout systeme de la
forme

(S):2=G(t,z,y,u).
Vérifiant les deux propriétés suivantes : Pour tout erreur initiale
To—xg € R"

on a
o) —x() ||[S A || Tg—20 || €72 + 1, V>
~ <\ ~ A2 (t—to) Vit >

Avec \1 et Ay et r sont des constantes positives.
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Définition 1.7.4. ( observateur exponentiel pratique fort )
On appelle observateur exponentiel pratique de tout systeme de la

forme

Vérifiant pour tout 8 > 0, il existe \(0), K(6),p(0) > 0 tels que pour tout

erreur initiale To — g,

1 (t) — 2(t) < p(0) + K(0) || & — o || e XD,

Avec N\(0) — +o0 et p(f) — 0 lorsque § — 400 .

Cas linéaire

On considére le systéme linéaire entrée-sortie de la forme :
& = Ax + Bu
(1.7.2)
y=Cx
oux € R"ue R™etycRP.
A une matrice constante (n x n), B une matrice constante (n x m) et C une

matrice constante (p X n).

Définition 1.7.5. On dit que paire (A,C) est observable si et seulement si
le rang de la matrice (CT(CA)T(CA%)T.....(CA" YT est égale a n .

Théoréme 1.7.1. Si (A,C) est observable, alors il existe une matrice de
gain Ly telle que (A - LC ) est une matrice de Horwitz .

Définition 1.7.6. ( Observateur de Luenberger )
On appelle observateur de Luenberger du systéme linéaire un modele
de l’¢tat de la forme :

& = Ai + Bu — L(Ci — y).
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Ou L est la matrice de gain définie dans le théoréeme .

Conséquence

Si la pair (A,C) est observable, alors on peut concevoir un observateur du

type :

(S) : & = Ai 4+ Bu — L(Ci — y).
En fait, si on pose e(t) = Z(t) — z(t), I'erreur entre 'estimation z(t) et 1’état

du systéme (1.7.2)), alors on aura

é(t) = (A — LO)e(t).

Cette équation s’appelle I’équation de 'erreur qui globalement exponentielle-
ment stable d’aprés le théoréme (|1.7.1] ), vue que la matrice (A - LC) est de
Horwitz. Il s’ensuit que (S ) est un observateur exponentiel pour le systéme
(11.7.2)).

1.8 Conclusion

Ce chapitre a été consacré d’une part a quelques rappels sur les concepts
relatifs a la stabilité (stabilité au sens de Lyapunov, théoréme de Lyapunov)
et & Pobservabilité (rappels sur quelques définitions sur la notion d’observa-

bilité et formulation du principe d’estimation d’état).



CHAPITRE 2

PRINCIPE DE SEPARATION

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de trouver un principe de séparation basé sur
I'analyse des systémes en cascade [4]. On donne des conditions suffisantes
pour garantir la stabilité exponentielle pratique uniforme globale du systéme

en boucle fermé par un feedback d’état estimé.

2.2 Classe de systémes a partie nominale li-
néaire autonome

1. On considére une classe de systémes incertains qui est décrite par les

équations

&= Az + Bu+ Bf(t,z)
(2.2.1)
y=Cx
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ou z € R" (I'état), u € R™(I'entré) et y € RP (la sortie), les matrices
A, B, C, sont données par :

A = blockdiag[Ay, ..., A,], A=

Ti XT;

B = blockdiag|[B, ..., B,|, B; =

ri X1

C = blockdiag[Cy, ...,C,], C;=(1 0

)i
oul<i<petn=r+..+r,.

La notation A = blockdiag[A;, ..., A,] représente la matrice dont la
diagonale est formée par les blocs (A;), o 1 < i < p. La fonction
inconnue f(¢,z) est utilisée pour représenter I'incertitude non linéaire.
Le systéme sans incertitude, qui est appelé systéme nominal, est décrit

par

z = Az + Bu
(2.2.2)

y=Cx

On suppose que 'hypothése suivante est acquise.

(H1) {(.,.) est globalement uniformément bornée, c’est a dire,
If(t,2)| <M, Y(t z)eRy xR

ot M est une constante positive.
Dans cette section, on montre qu’on peut choisir des matrices K et L

de sorte que le feedback linéaire
u(zr) = K. (2.2.3)

rend le systéme (2.2.1) globalement pratiquement fortement stable et

que le systéme

& = Ai + Bu — L(Ci — y). (2.2.4)
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Soit un observateur pratique fort pour le systéme (2.2.1). On vérifie
enfin que le systéme en boucle fermée par le compensateur linéaire

z

A%+ BKi — L(C# — y)

(2.2.5)
u(®) = Ki

est globalement pratiquement fortement stable.

2.2.1 Stabilisation par retour d’état

On considére le feedback linéaire (2.2.3)) ou K est choisie comme suit

)
O{Ti

K = blockdiag|Ky, ..., K,)], K;= (
Les réels a;'- sont choisis de sorte que les racines de

o

s als T 4 al, = 0.

Soient & parties réelles strictement négatives, pour tout ¢ = 1,...,p et
0<e<l.
Le systéme en boucle fermée (2.2.1)-(2.2.3]) est donné par

= (A+ BK)x+ Bf(t,x).

(2.2.6)
Soient
l%i = Oéi, . ,Ck,f‘i
k = blockdiaglki, ..., kp]
Agx = A+ BK
6”_1 - 0
D; = : I
0 1
D(e) = blockdiag[Dx, ..., D, (2.2.7)
Alors, on a

AK = eD7Y(e)(A+ BK)D(e).
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On pose x = D(e) 'z, le systéme (2.2.6)) devient
1 -
¥ = LAx+ Bt D). (228)

Pour tout |¢] <1,
2l < {1l

Si on vérifie que le systéme ([2.2.8)) est globalement pratiquement forte-
ment stable alors il en est de méme pour le systéme (2.2.6)).

Ce qui nous ameéne au résultat suivant.

Théoréme 2.2.1. Sous Uhypothese (Hy), le systeme est globa-

lement pratiquement fortement stable.

2.2.2 Conception d’un observateur

On consideére 'observateur (2.2.4) ou L est donnée par
B
€
L = blockdiag[Ly, ...., L,|, L;= :

i
T

5” ri X1

Les constantes B} sont choisies de sorte que les racines de ’équation
st BlstT ﬂf,z = 0.

Soient a parties réelles strictement négatives, pour tout i = 1, ..., p.
Notons e = & — x, 'erreur entre I’estimation  donnée par I'observateur
(2.2.4) et I’état réel x du systéme (2.2.1). Son équation est représentée
par

é=(A—-LC)e— Bf(t,z). (2.2.9)
Posons
L = blockdiag[Ly, ..., L,)]
(A
L; = :

7
L

A, = A—LC
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alors
Ap =eD(e) YA - LC)D(e).
Ou D(e) est donnée par (2.2.7). En posant n = D(g)~!(Z—=z), 'équation

de l'erreur devient
1 -~
n=—-Am—Bf(tz) (2.2.10)
€

Il est clair que
lell < lInll.

Si on montre que le systéme ([2.2.10) est globalement pratiquement
fortement stable alors il en est de méme pour le systéme (2.2.9)).
On déduit alors le résultat suivant.

Théoréme 2.2.2. Considérons le systeme incertain (2.2.1)). St Uhypo-
these (H1) est satisfaite, alors on peut choisir L de sorte que le systéme

soit un observateur exponentiel pratique fort pour )

On se propose maintenant de vérifier que le systéme ([2.2.1)) est glo-
balement pratiquement stabilisable par le compensateur linéaire (2.2.5]).
En effectuant les mémes changements de variables, le systéme en boucle

fermée peut se mettre sous la forme :

1~ 1~
X = EAKX_I— EBKU—I—Bf(t,D(E)X). (2.2.11)

0= %Am + Bf(t,D(g)x). (2.2.12)

On a le résultat suivant.

Théoréme 2.2.3. Sous I’hypothése (H1) le systeme (2.2.11) est globa-

lement pratiquement fortement stable.
2. On considére maintenant le systéme dynamique suivant
&t =Ax+ Bu+ f(t,z)

(2.2.13)
y =Cux

outeR,, z eR" ueRPetyec R
La fonction f : [0,4+00[XR™ x R? — R™ est continue, localement
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Lipschitzienne en x uniformément en t. Les matrices Ag,xn), Bmnxp) €t

C’(qm) sont des matrices constantes.

Donnant ce lemme technique.

Lemme 2.2.1. Soit a € RY et b € R, alors

1

a"+b" < —(a+bn, Vnelo,1].
n

Introduisant les hypothéses suivantes :

(Hz2) La paire de matrices (A, B) est controlable. Il existe alors une
matrice constante K (p x n) telle que les valeurs propres de Ax sont a
parties réelles strictement négatives ot Ax = A+ BK. Ce qui implique
que pour toute matrice () définie positive symétrique,

Q1> cl, ¢ >0.
Il existe une matrice P; définie positive symétrique,
col < Py <c3l, cg>0, c3>0.
Telle que
ALP + P A = Q. (2.2.14)
On a alors pour tout x € R”,

clHycH2 < z1'Q .

caol|z])? < & Prw < ez

(H3) 11 existe une fonction 1 (t), telle que pour tout ¢ > 0,

£t z)|| < ¥(t). (2.2.15)

Avec oo
/ P(s)ds < M < +o0.
0
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Stabilisation pratique :

Théoréme 2.2.4. Sous les hypothéses (Ha) et (Hs), le systéme (2.2.13))
en boucle fermée par le feedback linéaire u(x) = Kz, est globalement

uniformément pratiquement exponentiellement stable.

Preuve. nous considérons une fonction de Lyapunov quadratique

V(t,x) = 2T Pixz. En prenant en compte et la dérivée de V le long des
trajectoires du systéme (2.2.13|) est donnée par :

V(t,r) =i P+ 2" P
(Agzx + f(t, x))TPlx + xTPI(AK;U + f(t,x))
< —2"Quz 4+ 2| Al £ (£, 2) ||| < —erll]l + 2es0(t) |||

s-%vm@+¢§%wﬂwvmw.

V(t, x)

2,/V(t,z)

Soit v(t) = \/V(t,x). La dérivée de v est donnée par v(t) =

ce qui implique que
C1

(1) < —5o0(t) + %w»

En intégrant entre ty et t, on obtient Vt > i,

1 1

v(t) < v(to)e_Q_C«%(t_tO) + 2 t¢(s)e_2_c3(t_8) ds.
c2 J,
Qui tmplique que
(&1
v@ﬁv%kigum+C;M

1l en résulte que

C1
cC - (t—to) c
lz@®)ll < [ lwlle 265+ 20
Co Co

Par conséquent, [’estimation ci-dessus montre la stabilité exponentielle

. C3 p \
uniforme globale de B,, avec o = —M mnous avons prouvé ce systeme
C2

(2.2.13) en boucle fermée avec le linéaire feedback u(xr) = Kx est glo-

balement fortement pratiquement stable.
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Exemple 2.2.1. On considére le systeme

&= Ax + Bu+ f(t, ).

0 1 -1 0 1

Le systéme © = Ax + Bu est globalement uniformément stabilisable ex-

Avec

ponentiellement, on peut prendre un linéaire feedback lot

u(zr) = Kz, K = ( 1 _11 ) tel que A+ BK est la matrice de Hurwitz.

La solution de I’équation de Lyapunov PA + ATP = —I est donné par

(20 e )

Soit V(t,z) = 27 Px ce qui satisfait I’hypotheése (Ha) ou

6 —2v/7 6 +2v/7
=1 =6———— >0 =6———7+—>0.
C1 , €2 16 , C3 16
De plus, la fonction f(t,x) est continue et vérifie ’hypothése (Hs),
o dt
parce que /0 TIe = g < 1. Ainsi, toutes les hypotheses du théo-

reme précédent sont vérifiées. Nous concluons que le systéme S est glo-
balement uniformément stable de maniére pratiquement exponentielle
par u(z) = K.

Maintenant, nous allons traiter une autre classe de systémes en pre-

nant & la place de I'hypothése (H3) la suivante.
(H'3) On suppose qu’il existe une constante M’ > 0, tel que

If(t,2)] < M (2.2.16)

Notons que, si 'on remplace M’ par M’ — 0 comme t — +00, nous
supposerons que f(t,0) =0, Vt > 0, de telle sorte que l'origine devient
un point d’équilibre.

Théoréme 2.2.5. Sous les hypotheéses (Hz) et (H's), le systéme
en boucle fermée avec feedback linéaire u(x) = Kz est globalement uni-

formément stable pratiquement exponentiellement.
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Preuve. Nous considérons une fonction quadratique de Lyapunov condi-
date V (t,z) = 2T Pix. Compte tenu de (2.2.14) (2.2.15), la dérivée de
V' le long des trajectoires du systéme est donnée par

V(t,z) = iTPix + 2T Py
(Agzx + f(t, :c))Tpla: + :L’TP1(AK1: + f(t,x))
< —2" Qua + 2| Pl f (&, o)l 7] < —crlla]]® + 2c5M ||z

C1 C3 /
< ——=V(t,x) +2—=M'\/V(t, x).
L 1,2) + 2 M)
. L o V(t,x)
Soitv(t) = \/V(t,z). La dérivée de v est donnée par v(t) = NGk
T
ce qui implique que
. C1 C3 /
) < ——o(t)+ —=M".
0(0) < —hu(t) + <

En integrant entre ty et t, on obtient ¥Vt > t,

= (t—to) 2C§ ,

1) < ot _263 3
v(t) < w(ty)e + NG
1l s’ensuit cela,
&1

c -5 (t—to)
lz@)] < C—zllﬁfoll6 2¢3

L2y
Ca2Cq

Cela donne la stabilité exponentielle uniforme globale de B, avec
2c3 A
\/0_201

Nous avons prouvé que le systéme ([2.2.13)) en boucle fermée avec feed-
back linéaire u(x) = Kz est globalement fortement stable en pratique.

v =

2.2.3 Conception d’observateur pratique

On consideére le systéeme satisfaisant les I'hypothéses suivantes.
(H4) Le couple (A, C) est observable. Donc il existe une matrice constante
Linxq) telle que les valeurs propres de Ay sont a parties réelles stric-
tement négatives ou A, = A — LC. Ce qui implique que pour toute
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matrice )y définie positive symétrique QYo > byI,b; > 0. Il existe une
matrice symétrique définie positive P

bQI<P2<b3[, b2>0, b3>0
telle que
ATPy+ PyAp = —Qo, ou Ap=A—LC. (2.2.17)

Pour concevoir I'observateur, on considére le systéme dynamique

T

Ai + Bu+ f(t,2) — L(Ci — y). (2.2.18)

Ou z € R™ est I'état estimé de z(t), dans le sens que e(t) = z(t) — z(t)

satisfait 'estimation suivante :
e(t 1|le(to)lle 2V 4+ 1, Vi > 1.
< A Aa(t=to) Vvt >

Proposition 2.2.1. Sous les hypothéses (Hs) et (Hy), le systéeme
est un observateur exponentielle pratique pour le systéme :

Preuve. On considére maintenant [’équation d’erreur avec

e=1—ux,
é=1—i=(A—LO)e+ f(t,&)— f(t,x). (2.2.19)
Nous considérons la fonction quadratique de Lyapunov candidate,
W(t,e) = e’ Pye.

En tenant compte , la dérivée de W le long des trajectoires du
systéme est donnée par

Wi(t,e) = el Pye + el Pyé

(ALe + f(t7 j) - f(ta x))TP2e =+ 6TP2(AL6 + f(tv‘%> - f(ta I))

<~ Qo+ 20BllI (2 ) — £t ) el
< —bylel|* + 4bsuo(t) |le]]
< W (1) + At/ WE ).

bs Vby
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O(t
Soit w(t) = \/W(t,e). La dérivée de w est donnée parw(t) = 5 wIEV’(i) i
L€

ce qui implique que

: by bs

w(t) < ——w(t) + 2—=y(t).

(1) < —gul) + 2u()
En intégrant entre ty et t, on obtient ¥Vt > t,
b1 bl

t t) 2b
w(t) <wlte)e s 4+ 2

On a,

w(t) < w(ty)e

t—to)
(ol <[ lettole e + 220

La derniére estimation montre la stabilité exponentielle uniforme glo-

2b
bale de By en respectant l’équation d’erreur avec K = Z2M. Par

, b
conséquent, nous pouvons en déduire que, est globalement pra-

tiquement exponentiellement stable. Nous concluons que, l'origine du
systéeme est un observateur exponentiel pratique pour le sys-

teme :
Proposition 2.2.2. Sous les hypotheses (H'3) et (Ha), le systéme
est un observateur exponentielle pratique pour le systéme .

Preuve. On considére maintenant [’équation d’erreur avec

1l en résulte que,

e=17—ux,

é=1—i=(A—LO)e+ f(t, &) — f(t,x). (2.2.20)
La fonction quadratique de Lyapunov condidate peut étre prise comme

W(t,e) = e’ Pye.
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En tenant compte , la dérivée de W le long des trajectoires du
systéme est donnée par

W(t, e) = ¢ Pye + el Pyé

(Ape + f(t,2) — f(t,x)) Poe + e Py(Ape + f(t, %) — f(t,x))
—e" Qae + 2| Rl f (£, &) — f(t,2)]l[lel]

< —bule]|* + 4bs M'|e]|

IN

bl b3 /
< ——Wi(t,e) +4—=M"\/W(t,e).
LW (1) + 4 TE
, o o w(t e)
Soitw(t) = /W (t,e). La dérivée de w est donnée parw(t) = NGO}
,e

ce qui implique que
. by b3
t) < ——w(t) + 2—=M".
(1) < —gpw(t) + 27

En intégrant entre ty et t ,on obtient ¥Vt > t,
LI 2

—57 (t—to 4b
w(t) < wlty)e 20 + —=—M.

Vbaby

1l en résulte que,

by
———(t—to) 4h2
e </ Zlletto)lle 25 + 8y
by baby

La derniére inégalité implique la stabilité exponentielle uniforme globale
2

de B, avec n = ﬁM’. On peut donc en déduire que ’origine du sys-
, 201

téme est globalement pratiquement exponentiellement stable. Il

s’ensuit que le systéme est un observateur exponentiel pratique
pour le systéme . Notons que, si l'on suppose que M' = M'(t)
qui tend vers zéro quand tend vers +00, alors les solutions de l’équation

d’erreur convergent exponentiellement vers zéro.

2.2.4 Principe de séparation
On considére le systéme controlé par le feedback linéaire
u(z) = Kz
estimé par I'observateur (2.2.18)).
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Théoréme 2.2.6. Sous les hypothéses (Ha), (Hs) et (Ha), le systéme

T = Ai + BKi + f(t, &) — LCe
(2.2.21)
é=(A—LO)e+ f(t,2) — f(t, )

est globalement pratiquement uniformément exponentiellement stable.

Preuve. Afin d’étudier le probleme de stabilisation via un observateur, on

considere le systeme en cascade

2= o(t, &)+ g(t, &)e
(2.2.22)
é = h(t,z,e)

ou (t,t) = At + BK% + f(t,2) , g(t,2) = —LC

h(t,z,e) = (A— LC)e+ f(t,z) — f(t,x)

Ona, & = o(t, ) est globalement pratiquement fortement stable et la fonction
de Lyapunov associée peut étre prise comme v(t, &) = /x1 Pyx. Cette fonction
de Lyapunov satisfait

|zl < vt z) < |z (2.2.23)
ov, ov . . C3
—(t t < — t —(t
at< ,$) + 8[)2'()0( ,LL’) = C4U( 71:) + \/aw( )7
ov < ©3 ol ¢4 1

0i = & T 2y
Aussi, é = h(t,z,¢é) est globalement pratiquement fortement stable et [’esti-

mation suivante peut étre obtenue

by
—57 (t=to) 2
el </ Zlleto)lle 25 + 220
bg b2

Par conséquent, la dérivée de v le long des trajectoires du systéme
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est donnée en utilisant (2.2.29) et (2.2.25).

o v, ov . ov .

~ & C
< —cuu(t, 2) + —;1/1(?5) + —3HLC||||6||

Ve Ve

. C3 C3 bs (t=to)  2by
< —cqo(t —1p(t) + —||LC =le(t 2b3 =M.
< et #) + (0 + | u( 2letto)le *

Ce qui implique que

(t,7) < —eqo(t, &) + Mle(to)le " + -2 y(t) + R,

NG

C3 b3 bl 2b303
A= —||LC|\/ =, =——, R= M| LC||.
LI =g R ML)

En intégrant entre ty et t, on obtient ¥Vt > t,

o

to 2

t
v(t, &) < v(to, o)e ) 4 / <)\He(to)|]€7(tt°) + C—\/g_w(t) + R) e~ t=9) (s
C

t t
< U(to, :i,o)e—m(t—to) + )‘He(tO)H/ e~ ca(t=3) o=v(s=t0) Jg +/ R+ &w(t) o—ca(t=s) ¢
to to \/6

t
C3 i6—84(t—5)]

t
< v(to, Zo)e ) Nle(to) || / e e M s + —— M+ R
to

\/5 Cy

to

t
R
< (to, o)e™ 71 + Ale(to) e e" / €1V ds 4~ M 4 =

to \/6 Cq

Donc, il existe des constantes positives 5 et u, telle que

1 _ eC4(tt0)] )

R
£ < ot i )e—cit=to) o) Y [le—nlt—to) 4 3 DUl pmaalt—to) |
v(t, ) < w(t, o)e + ABlle(to)||e + \/@M + o e

Soit 6 = min(cy, p) et | = max(y/cs, \B), on obtient

. . Y c R
v(t, &) < I([|Zoll, lleol e + —=M + —.

\/0_2 C4
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1l s’ensuit que

l

R
(1) < S(t=to) M
2@ < \/5(||$0,€0||) + +

C4\/5'

Ensuite, le systéme en cascade est globalement pratiquement expo-
nentiellement stable.

Nous utiliserons le méme argument que dans le théoréme pour prouver

un résultat analogique lorsque f est une fonction bornée.

Théoréme 2.2.7. Sous les hypothéses (Hz), (H) et (Ha), le systéme (2.2.21))est

globalement pratiquement uniformément exponentiellement stable.

Preuve. Afin d’étudier le probleme de stabilisation via un observateur, on
consideére le systéme avec k(t, &) = At +BKz+ f(t, &), qui satisfont

X i)+ 2
ot T i

(t,2) < —cqu(t, 1) + 71,

c
ou 1 = L Deuziement, é = h(t,z,¢é) est globalement pratiquement
vV C2C1

fortement stable et l’estimation suivante peut étre obtenue :

—t0) L Abs 4b3 M,

1

b3 B (t

O < /= ]lelt 2b
le()] < bzlle(o)lle 3 bob:

En utilisant (2.2.22) et (2.2.25), la dérivée de v le long des trajectoires du
systeme est donnée par :

) 9 0
o(t,7) = a—:(t,aﬁ) + a—;k(t )+ af’ (t,2)e
< —cqu(t, ) + 1 + —||LCHH6||

N
by

. C3 b3 —57_(t=to) 4b2
< —cqu(t —ILO [ /2 le( 2bs —S M
— C4U( ,l’)‘f“?"l—’— \/@” ||( b2||6( ())H@ + b2b1

Ce qui implique que

b(t, &) < —cqu(t, &) + N|e(to) e 7 ) + Ry
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4b§63
bab\/c3

En intégrant entre ty et t, on obtient ¥Vt > t,

O’llRlz'I“l

M||LCY|.

t
U(t, ‘Il) < U(to,fﬁo) —ealt=to) —|—/ ()\H (150)”6_'y (t—to) + R1> e—ca(t=s) 1o

t
< U(t(),fjfo) 4(t—1o) _|_)\H tO ||/ 4(t—s) e —y(s—to d8+R1/ —04(t—s)d8

to

t
l e (t— s)]
Cq

to

1— 6—04(t—to)] )

(to,%) 7C4t to _|_)\H t[) H/ —cyt 043 7756'yt0ds+R1

t
R
ulto, Zo)e™ 7" + Ale(to) e~ e / e0e T ds + —

to Cq

1 _ 664(tt0)] )

Ry
On a v(t,zy) < I(||7o]], [|eo|)e~0t0) + — pour incertain [ > 0.

Donc, il existe des constantes positives 5 et u, telle que

R
o(t, z1) < v(to, Zo)e ) 4 AB|le(ty)||e ) + =L
Cq

Ce qui implique que

l —5(t— Rl
O < — (|2 (t—to) 4 =1
H‘T()H — \/C—z(Hz(—)?eOH)e +C4\/C_2

Alors, le systeme en cascade globalement pratiquement exponentiel-

lement stable.

2.3 Classe de systéme a partie nominale linéaire
non-autonome

On considére le systéme dynamique

#(t) = A()x(t) + Bt)u(t) + f(t, x(t))
(2.3.1)
y(t) = C(t)x(t)
ot z(t) € R™ est I'état du systéme , u(t) € R est entrée et y(t) € R est la
sortie du systéme .
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La fonction f(t,z(t)) : Ry x R? — R? est continue localement Lipschit-
zienne en x uniformément en t. Il existe une constante positive fy telle que
I f(&0) 1< fo, VE>0.

Le systéme nominale associé est définie par :
z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)
(2.3.2)
y(t) = C(t)x(t)

|| . || c’est la forme euclidienne qui correspond aux matrice .

Définition 2.3.1. La paire (A(t), B(t)) est uniformément contréolable s’il
existe A et a(A) telle que le Grammian de controlabilité I(t — A,t) satisfait

I(t—At) = /t Yt — A, 7)B(T)BY (1) (t — A, 7)dr > a(A) > 0.

avec Y(t,T) c’est la matrice de transition de l’état qui est définie par :

oP(t,tg) B
CES — A@lt to), U(tt) = 1.

¢(t’ t0>¢(t07 S) = w(ta S) et ?/)_1(ta750) = 1/)(7507t)-

2.3.1 Stabilisation pratique

Nous prouvons dans cette sous-section la stabilisation du systéme (2.3.1)
par un candidat au controle par feedback d’état. On suppose que le systéme
(2.3.2)) est uniformément controlable (voir [20]).

Proposition 2.3.1. Si (A(t),B(t)) est uniformément controlable alors le sys-
teme en boucle fermé par u(t) = K(t)x(t) est globalement pratiquement uni-

formément stable exponentiellement.

Pour toute matrice o1 (t) définie positive symétrique

o1(t) > l, ¢ >0, Vt>0.
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Il existe une matrice Pj(t) définie positive symétrique
C2[<P]_(t) <c3l, ¢ >0, c3>0, vt > 0.

Telle que

AL ()P () + Py(t) Ag(t) + Pi(t) = —(t), (2.3.3)
Ak (t) = A(t) + B(t)K(t).

Maintenant, nous prouvons la stabilité uniforme pratique globale de (2.3.1)).
Nous supposerons ’hypothése suivante.
(A1) Supposons que

1£(t o)l < ()], vt >0, ¥z € R", (2.3.4)
ol v: Ry — R est une fonction continue non négative avec

+oo
/ Y2 (s)ds < M, < +oo
0

Théoréme 2.3.1. Sous l'hypothese (A1), le systeme (2.3.3)en boucle fermé
par le feedback linéaire u(t) = K(t)x(t) est globalement pratiquement unifor-
mément exponentiellement stable.

Preuve. Considérons la fonction de Lyapunov V (t,z(t)) = x7(t) Py (t)x(t).
la dérivée de V' le long des trajectoires du systéme est donnée par

Vit (b)) < —E—IV(t,x(t)) n 2032@)%,@%.

1
Gy

En utilisant le changement suivant v(t) = V(t,z(t))i. Alors, v(t) satisfait
lestimation suivante
C1 C1 1

———(t—tp) t (s—to) ———(t—to)
v(t) < u(tp)e 4¢3 + 633 /’}/(8)6463 ds |e 4cs3 :
2c4 \ /o

Un simple calcul montre que,

1

C1
t (s—to) ——(t—tp)
(/ 7(3)64@, Ods)e deg < %
to

C1
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Ainsi, nous obtenons

———(t—to) 2¢- M.
(t) <o(tole des 4 B [EET
2c c
1l s’ensuit que,
L) 8
c —5. (=to) s M
lz(@)] < 2¢/=llwolle 268 + =22
Co 1G5

Cela implique la stabilité exponentielle uniforme globale de B,, avec

3
cs M,

3

KR =

Par conséquent, le systeme en boucle fermée avec feedback linéaire
u(t) = K(t)z(t) est globalement pratiquement uniformément stable exponen-

tiellement.

2.3.2 Conception d’observateur pratique

Pour la notion d’observateur, nous visons a simplifier la conception de
ce systéme en exploitant la forme linéaire du systéme nominal. Le systéme
(2.3.2)) est supposé étre uniformément observable [20].

Définition 2.3.2. La paire (A(t),C(t)) est uniformément observable s’il existe
A et a(A) telles que le Grammian d’observabilité J(t — A, t) satisfait

J(t—At) = t Yt — A, 7)C(r)CH()WT (t — A, t)dr > a(A) >0
t—A

avec 1(t, T) c’est la matrice de transition de 1’état.
Pour désigner un observateur pour le systéme ([2.3.1)), on considére le systéme

&= A()E(t) + B(t)ult) + f(t,2(1)) = LO(C)(t) —y(t)  (2.35)

ou Z(t) est I'état estimité de z(t) et L(t) € R? est le feedback gain de 1'ob-
servateur & déterminer afin que Z(t) tend a x(¢) exponentiellement. L'une de
ces conceptions est la conception bien connue du filtre de Kalman [16], dans

lequel le feedback gain de 'observateur L(t) est choisi comme

L(t) = o(t)CT ()V3 ' (t) (2.3.6)
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ol p(t) satisfait une équation de Riccati différentielle directe

p(t) = A)p(t)+o) AT (1) +Vi(t) —p(t)CT OV, (C([)e(t), ©(0) = po >0

(2.3.7)
dans lequel Vi(t) > 0, Va(t) > 0 et Vi(t), Va(t), Vi '(), V5 '(t) sont tous
uniformément bornés. L’équation de l'erreur est donnée par :

é(t) = 2(t) —i(t) = (A(t) — LIOC(t)e(t) + f(t,2(1) — f(t.2(t)) (2.3.8)

Proposition 2.3.2. [12] Si (A(t),C(t)) est uniformément observable alors
le systeme é(t) = Ap(t)e(t) = (A(t) — L(t)C(t))e(t) est globalement unifor-
mément exponentiellement stable.

Le systeme é(t) = Ap(t)e(t) est globalement uniformément exponentiellement
stable.

Alors, pour toute matrice @o(t) définie positive symétrique
wa(t) > biI, by >0, Vt>0,
il existe une matrice Py(t) définie positive symétrique
bol < Py(t) < bsl, by >0, b3>0,Yt >0,
telle que

AR () Py(t) + Pa(t) AL (L) + Pa(t) = —ga(t), 0u Ap(t) = A(t) — L(t)C(t)
(2.3.9)
(Az) Suppose que

£ (t.2) = Ft )l < v(@B)z—yl2, VE>0, Yo,y € R", f(£,0) =0 (2.3.10)

ot v : RT — R est une fonction continue non négative avec
+oo
/ v*(s)ds < M, < +oc.
0

Théoréme 2.3.2. Sous Uhypothese (Ay), le systéme est un observa-
teur pratique exponentiel pour le systeme .

Preuve. Considérons la fonction de Lyapunov Y (t,e(t)) = el (t)Pa(t)e(t).
la dérivée de Y le long des trajectoires du systeme est donnée par

Y (t,e(t)) < —z—lY(t, e(t)) + 2b‘r‘"z(ﬂy(t, e)i.
3 bél
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En utilisant le changement suivant y(t) = Y (t,e(t)). Alors, y(t) satisfait

l’estimation suivante
by by by

(t—to) t — (s—tg) (t—to)
y() < ylt)e s " +£</ 7(s)edbs OdS)@ 15,
23

Un simple calcul montre que,

b1 b1
t (s—to) (t—to)
/ ’7(8)64b3 ’ ds e 4b3 ° < M
to bl

Ainsi, nous obtenons

by
———(t—to)
y(t) < y(to)e 4bg " + b_?’é M

1l s’ensuit que,

[bs e g
| || 0 ||€ + blb%

Cela implique la stabilité exponentielle uniforme globale de B,,, avec
b3 M.
n=23 2”/.
On en déduit que le systéeme est globalement pratiquement stable ex-

ponentiellement.
Par conséquent, le systéme est un observateur exponentiel pratique

pour le systeme .

2.3.3 Principe de séparation

Maintenant, pour obtenir un principe de séparation pour (2.3.1]). Nous
considérons le systéme (2.3.1) contrélé par feedback linéaire u(t) = K (¢)z(t)
et estimé avec 'observateur ([2.3.5)).
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Théoréme 2.3.3. Sous l’hypothése (As) et le fait

by < C1
b3 C3

le systeme

(2.3.11)
e(t) = (A(t) = L)Ct))e(t) + f(t, &(t) — f(E, x(t))

est globalement pratiguement uniformément stable exponentiellement.

Preuve. Afin d’étudier le probléme de stabilisation via un observateur, on

considére le systéme

T(t) = (t,2(t)) + g(t, 2(t))e(t) (2.3.12)

e(t) = hit, #(t), e(t)) (2.3.13)

h(t, 2(t), e(t)) = (A(t) = LO)C())e(t) + f(t, &) — [t x(1)).

Nous avons, &(t) = (t,i(t)) est globalement pratiquement uniformément
stable exponentiellement avec la fonction de Lyapunov associée a ce systéme

peut étre considérée comme
v(t,z(t)) : Ry x D — R",
avec D = {x € R"/||z|| > 1} et v(t, #(t)) = (&T(t) P (t)(t))T, qui satisfait
Ve e0F < ult,a0) < va* a0

GH8(0) + erv(t3(0) < — ol () + ()
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et

ov, . Cs
O b a(e)) < 2.

1
2¢,

La dérivée de v le long des trajectoires du systéme est donnée par

) c . c t—to) bgM
(0. 3(0)) < — ol #(0) +-% (0 + <\/ ol B o b)
€3 2c3 202 172

Puisque L(t)C(t) est uniformément borné pour tout t >ty > 0, alors il existe
Ry >0, tel que
IL(t)C(t)]] < Ry, Yt >ty >0.

Alors,
LI
) R c R ——(t—to IS
ot &(t) < = —v(t, #(8) + Alle(to)lle 205+ =5t + R
2¢3 2c4
2
avec
b
A= SRy
cy 2
b3M.
R = 6_331 g b;
2c3 1
En utilisant le changement suivant
C1
o (t=to)
y(t) = v(t)e?s
On obtient,
bl C1 &1 1
t (7_+_> (Sfto) t (Sfto) t (Sfto)
t) < olta)+ [ Metto)llet 2 26 As)e2en Vst [ R Vs
to 2@2Z to to
Alors,
o) LI
t—to 2A\bsc ~57_ t—to c csM, 2Rc
o(t) Solto)e 205+ efto)fle a4y [E T8

bg C1 — bl C3 1 C1 C1
2c,
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Alors,

by
= -t0) 82022

LI,
. AP b b
()] <24/ —|lzglle 93

[2(0)]| < s Il V/C2(bser — bics)

slle(to)lPe b5+

3 2 2
csM,  8Rcy
2c3c;  Jcd¥

YVt >ty >0, V|2 >1 Vle(ty)| > 1.

Laisser

c3 8A%b3c3
k=max|2,/—, )
( Ca \/5(5301 - 5103)2
Ainsi,

by

-7 (t=to) 3 M. SR22
|z(t)] < k‘||f0,e(t0)||23 b3 + C3 My C3

2c3c1  \/Cact’
Vit >ty >0, Y|zo|| > 1, Vl|e(to)|| > 1. Le systéme en cascade (17) est alors

globalement pratiquement uniformément stable exponentiellement.

Donnons maintenant un exemple pour illustrer 'applicabilité de notre
résultat.

Exemple 2.3.1. on considére le systéme

@(t) = A@)z(t) + Bt)u(t) + f(t,2(t))
(2.3.14)

=
4
o)
[
S
—~
~
N—
I
—
&
-
—~
~
SN—
=
)
—
~
N—
N—
S

et
f@t,(t) =(@)h(x)
avec y(t) = e~t, h(z) satisfait |h(z)—h(y)| < kl|lz—y|z , k> 0,Vz,y € R

et h(0) = 0. Le contréle proposé (7) est ensuite appliqué au systéme avec le
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parameétres de conception suivants P(0) = I, Ry(t) = I, Ry(t) = I dans (8).
La matrice P(t) est calculé en résolvant ’équation de Riccati (8). La fonction
f(t,z(t)) est continue et satisfait Uhypothese (Ay) car

[Tl
0 2

Nous concluons que le systéme peut étre globalement pratiquement
uniformément stable exponentiellement. Le gain de rétroaction de lobser-
vateur L(t) doit étre choisi comme en résolvant [’équation de Riccatt
. Nous concluons que le systéme est un observateur exponentiel

c
pratique pour le systeme (2.3.14). Ainsi, si — < L le théoreme (2.5.9) est
C3

satisfait. Nous concluons que le systeme (2.3.11]) est globalement uniforme,

pratiquement exponentiellement stable.

2.4 Conclusion

Cet chapitre présente le principe de séparation des systémes dynamiques
non linéaires variant dans le temps. Il s’avére que le systéme peut étre tres
stable globalement en observant feedback estimée de 1’état fournie par la

conception de I'observateur.



CONCLUSION GENERALE

Durant tout au long de ce mémoire, nous avons cité plusieurs problémes
de controdle : la controlabilité, la stabilisation, 1’observabilité et ’estimation
de 1'état. Nous avons accordé une attention particuliére aux problémes de
stabilisation et de ’estimation. Le probléme de stabilisation d'un systéeme
consiste a construire un retour d’état, ou feedback (ou encore un régula-
teur), c’est-a-dire une fonction  — wu(x) tel que le point que 'on cherche
a atteindre (’équilibre) soit asymptotiquement stable pour le systéme bou-
clé & = f(x,u(x)). La controlabilité est indispensable pour stabiliser un tel
systéme, en effet, pour atteindre le point d’équilibre, le systéme doit étre
controlable. Un tel feedback est dit bouclage statique. Souvent on ne me-
sure pas tout I’état x, mais une partie y de x. On peut se demander si la
connaissance partielle de cet état permet de reconstituer ’état complet. c’est
le probléme de l'observabilité. Dans ce cas, stabiliser le systéme entier re-
vient & construire un feedback par retour de sortie dynamique, il s’agit donc
de construire une fonction y — u(y, ), ou & est I'état estimé de x, telle que
I’équilibre du systéme en boucle fermé soit asymptotiquement stable. Estimer
x revient & construire un observateur asymptotique z de x, i.e. une fonction
dynamique de 'observable y tel que #(t) — z(t) — 0 quand t — oo.

Le probléme de construction d’un régulateur en fonction de 'observateur
asymptotique de I’état pour un systéme controlable et observable s’appelle
synthése régulateur observateur. Ce probléme est loin d’étre résolu dans le
cas des systémes non linéaires.

Les deux difficultés majeures du probléme de stabilisation des systémes
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non linéaires sont
1. comment construire le régulateur 7.

2. Une fois le régulateur construit comment analyser la stabilité asymp-

totique du systéme en boucle fermée.

De méme, la synthése d’observateur asymptotique est un probléme d’ac-
tualité, largement inverti par les automaticiens.

Dans le cas des systémes linéaires, les deux problémes sont complétement
résolus.

L’analyse de la stabilité de Lyapunov joue un role primordial aussi dans
les problémes de stabilisation que dans les problémes de la synthése d’obser-
vateur. Nous avons consacré, a cet effet, le premier chapitre aux différentes
méthodes de Lyapunov pour la stabilité des systémes linéaires et non li-
néaires, et la stabilisations des systémes controlés linéaires et non linéaires.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous sommes concentrés sur le principe
de séparation dans deux cas : Classe de systémes & partie nominale linéaire

autonome et classe de systémes & partie nominale linéaire non autonome.
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