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Résumé du mémoire

Introduction :
Les inégalités de Hardy sont des éléments fondamentaux de l’analyse mathématique

moderne. Leur importance dépasse les résultats théoriques, car elles ont des applica-
tions concrètes dans divers domaines comme la physique mathématique, la théorie du
contrôle et la théorie de l’approximation. Ces inégalités offrent des informations cru-
ciales sur le comportement des fonctions intégrables, rendant ces outils indispensables
pour les mathématiciens et les chercheurs.

Objectif : L’objectif de ce travail est de présenter quelques résultats sur l’inégalité
intégrale de Hardy.

Structure : Le mémoire est divisée en quatre chapitres :
Chapitre 1 : Définitions, théorèmes et inégalités intégrales (Hölder, Minkowski,

Hilbert) dans l’espace de Lebesgue classique Lp.

Chapitre 2 : Inégalités classiques de Hardy.
(Présentation des inégalités classiques de Hardy)

Chapitre 3 : Extension des inégalités intégrales définies sur (0;∞) à Ret Rn et
généralisation de certaines inégalités intégrales.

Chapitre 4 : Inégalités intégrales pour les fonctions quasi-monotones dans les es-
paces de Lebesgue pondérés.

Historique et Formulation des Inégalités de Hardy :
Au début du vingtième siècle, Hardy a prouvé des inégalités fondamentales qui ont

été généralisées par la suite.

Par exemple, pour p > 1, si fp ∈ L1(0,∞) et F (x) :=
∫ x

0
f(t)dt avec f(x) ≥ 0,

alors l’inégalité suivante est satisfaite :∫∞
0

(
F (x)
x

)p
dx <

(
p
p−1

)p ∫∞
0

(f(x))pdx, où la constante
(

p
p−1

)p
est optimale.

Conclusion
Les inégalités de Hardy et leurs extensions jouent un rôle crucial dans l’analyse ma-

thématique, permettant de comprendre et de résoudre des problèmes complexes dans
divers domaines scientifiques. Cette mémoire présente une exploration approfondie de
ces inégalités, fournissant ainsi une base solide pour des recherches futures et des ap-
plications pratiques.



Introduction

Les inégalités de Hardy représentent des piliers fondamentaux de l’analyse ma-
thématique moderne. Leurs importance s’étend bien au-delà des résultats théoriques,
car ils trouvent des applications concrètes dans de nombreux domaines, tels que la
physique mathématique, la théorie du contrôle, la théorie de l’approximation et bien
d’autres. Leur capacité à fournir des informations cruciales sur le comportement des
fonctions intégrables fait d’elles des outils indispensables pour les mathématiciens et
les chercheurs dans diverses disciplines. En continuant à explorer et à comprendre ces
inégalités, nous approfondissons notre compréhension des structures sous-jacentes des
systèmes mathématiques, ouvrant ainsi la voie à de nouvelles découvertes et avancées
dans le vaste domaine de l’analyse mathématique.

L’objectif de travail est de donner quelques résultats concernant l’inégalité intégrale
de Hardy

-Cet mémoire est divisé en quatres chapitres.
Dans le premier chapitre, on donne des définitions, des théorèmes, et des inégalités

intégrales (Hölder, Minkowski, Hilbert) dans l’espace de Lebesgue classique LP . Dans le
deuxième chapitre, on considéré les inégalités classiques de Hardy, et dans le troisième
chapitre on se propose d’étendre les inégalité intégrale que sont définis dans (0.∞) à R et
Rn et généralisé avec quelques inégalités intégrales, et dans le quatriéme chapitre nous
en discuterons sur quelques inégalités intégrales pour les fonctions quasi-monotones
dans les espaces de Lebesgue pondérés.
Au début du vingtième siècle, dans [1] Hardy a prouvé l’inégalité suivante

Si p > 1, fp ∈ L1(0,∞) et

F (x) :=

∫ x

0

f(t)dt, avec f(x) ≥ 0,

alors, ∫ ∞
0

(
F (x)

x

)p
dx <

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

(f(x))pdx, (1)

avec f 6= 0. La constante
(

p
p−1

)p
est optimale, et pour

F (x) :=

∫ ∞
x

f(t)dt, avec f(x) ≥ 0,

6
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on a ∫ ∞
0

(F (x))p dx < pp
∫ ∞

0

(xf(x))pdx, (2)

avec f 6= 0. La constante pp est optimale.
En outre, en 1928 Hardy a prouvé une forme généralisée de (1) et (2) à savoir que
Soient p > 1, α 6= 1 et

0 <

∫ ∞
0

t−a(tf(t))pdt <∞,

F (x) une fonction définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, si α > 1; F (x) =

∫ ∞
x

f(t)dt, si α < 1,

alors ∫ ∞
0

x−αF p(x)dx ≤
(

p

|α− 1|

)p ∫ ∞
0

t−α(tf(t))pdt. (3)

Ainsi Hardy a fait remarquer que si α et F (x) satisfont aux conditions précédentes
mais 0 < p < 1, alors∫ ∞

0

x−αF p(x)dx >

(
p

|α− 1|

)p ∫ ∞
0

t−α(tf(t))pdt. (4)



Chapitre 1

Préliminaires et notations

1.1 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens
Existe-t-il une application λ, définie sur tout P(R) et à valeurs dans R+, t.q. l’image

par λ d’un intervalle de R soit la longueur de cet intervalle. Le théorème suivant donne
l’existence d’une telle application définie seulement sur la tribu des boréliens de R,
notée B(R). Cette application s’appelle la mesure de Lebesgue.

Théorème 1.1.1. (Carathéodory) Il existe une et une seule mesure sur B(R), notée
λ et appelée mesure de Lebesgue sur les boréliens, t.q. λ(]a, b[) = b − a, pour tout
(a, b) ∈ R2 t.q. −∞ < a < b < +∞.

Soit A ⊂ R. On définitλ∗A par :

λ∗A = inf
(Ai)i∈N∈EA

n∑
i=1

l(Ai), (1.1)

où EA est l’ensemble des familles dénombrables d’intervalles ouverts dont l’union
contient A, l(Ai) représente la longueur de l’intervalle Ai.

Remarque 1.1.1. L’application λ∗ définie de P(R) dans R n’est pas σ-additive (ce
n’est donc pas une mesure). Par contre la restriction de λ∗ à B(R) est une mesure,
qu’on note λ, mesure de Lebesgue.

Définition 1.1.1. Soit A ∈ P(R). On pose

λ∗A = inf

{∑
n∈N

l(In); (In)n∈N ∈ EA

}
,

avec EA =

{
(In)n∈N; In = (an, bn), −∞ < an ≤ bn < +∞, ∀n ∈ N, A ⊂

⋃
n∈N

In

}
,

et l(I) = b− a si I = (a, b), −∞ < a ≤ b < 1.

8
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1.2 Fonction mesurable
Définition 1.2.1. Soient (E, T ) un espace mesurable et F un ensemble muni d’une to-
pologie. Une fonction f , définie de E dans F , est une fonction T -mesurable si f−1(A) ∈
T , pour tout A ∈ B(F ). (Ce qui est équivalent à dire que la tribu f−1(B(F )) =
{f−1(B), B ∈ B(F )} est incluse dans T ou encore que la tribu Tf = {B ∈ P(F ), f−1(B) ∈ T}
contient B(F ).

Théorème 1.2.1 (Théorème de Fubini). Soient E un ensemble mesurable de Rn

et F ⊂ Rm (un ensemble mesurable) et la fonction f(x, y) intégrable sur E × F . Alors
pour presque tous Les x ∈ E, f(x, y) est intégrable sur F , pour presque tous les y ∈
F, f(x, y) est intégrable sur E et∫

E×F
f(x, y)dxdy =

∫
E

(∫
F

f(x, y)dy

)
dx =

∫
F

(∫
E

f(x, y)dx

)
dy. (1.2)

Preuve : Voir [4], [8].

Remarque 1.2.1. Si f n’est pas intégrable sur E × F , alors les intégrales itérées
peuvent ne pas exister ou exister et être différentes.

Preuve : Voir [5].

1.3 Espaces Lp et Lp
Définition 1.3.1 (Les espaces Lp). Soient (E, T,m) un espace mesuré, 1 ≤ p < +∞
et f une fonction définie de E dans R, mesurable.

1. On dit que f ∈ Lp = LpR(E, T,m) si
∫
E
|f |p dm < +∞. On pose alors

‖f‖p =

(∫
E

|f |p dm
) 1

p

,

La fonction ‖·‖p : Lp(E)→ R définie par :

‖f‖p = ‖f‖p(E) =

(∫
E

|f |p dm
) 1

p

,

est non négative et défini semi norme. La fonction identiquement nulle n’est pas
la seule à satisfaire ‖f‖p = 0, et donc ‖·‖p n’est pas une norme dans le sens
habituel du terme et par conséquent c’est une semi-norme sur Lp(E). C’est à
dire :

‖f‖p = 0⇒ f = 0 (p.p).

2. On dit que f n’appartient pas à Lp si
∫
|f |p dm =∞ et on pose alors ‖f‖p =∞.
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Définition 1.3.2 (Les espaces Lp ). Soient (E, T,m) un espace mesuré, 1 ≤ p < +∞
et f une fonction définie de E dans R, mesurable.

1. On définit l’espace LpR(E, T,m) comme l’ensemble des classes d’équivalence des
fonctions de Lp pour la relation d’équivalence (= p.p). En l’absence d’ambiguïté
on notera Lp l’espace LpR(E, T,m).

2. Soit F ∈ LpR(E, T,m). On pose ‖F‖p = ‖f‖p si f ∈ F .

1.4 Espace de Lebesgue
Définition 1.4.1. Soit E ⊂ Rn, un ensemble mesurable avec 0 < p < ∞ et soit
f : E → C. On dit que f ∈ Lp(E) si :

(1) f est mesurable sur E.
(2) ‖f‖Lp(E) =

(∫
E
|f |p dx

) 1
p <∞.

Exemple 1.1. Soit

f(x) =

{
1, si x ∈ E1

−1, si x ∈ E/E1.

Avec E1 ⊂ E, E1 non mesurable, alors :
(1) n’est pas vérifiée.
(2) ‖f‖Lp(E) =

(∫
E
dx
) 1
p = |E|

1
p . Donc f /∈ Lp(E).

Définition 1.4.2. Soit E ⊂ Rn, un ensemble mesurable et soit f : E → C. On dit que
f ∈ L∞(E) si :

(1) f est mesurable sur E.
(2) ‖f‖L∞(E) = sup

x∈E
vrais |f(x)| = inf sup

x∈E
|f(x)| <∞.

Définition 1.4.3. Soit w une fonction de poids (une fonction positive mesurable) sur
E. Pour 0 < p ≤ ∞ l’espace Lp,w(E) est l’espace des fonctions mesurables sur E telles
que,

‖f‖Lp,w(E) :=

(∫
E

|f(x)|pw(x)dx

) 1
p

<∞, pour 0 < p <∞,

et
‖f‖L∞,w(E) := sup

x∈E
|f(x)|w(x) <∞.

• L’opérateur usuel de Hardy H (de la moyenne) défini sur LP (0,∞) par

(Hf)(x) :=
1

x

∫ x

0

f(t)dt.

• L’opérateur de Hardy généralisé noté Hw défini sur l’espace Lp,w(0,∞) par

(Hwf) (r) :=
1

W (r)

∫ r

0

f(x)w(x)dx,

où 0 < W (r) :=
∫ r

0
w(t)dt <∞ pour tout r > 0.



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES ET NOTATIONS 11

• L’opérateur de Hardy dans Rn, noté H̃n, défini sur Lp(Rn) par(
H̃nf

)
(r) :=

1

|Br|

∫
Br

f(y)dy,

où Br désigne la boule de centre zéro et de rayon r > 0 dans Rn et |Br| sa
mesure.
Rappelons que |Br| = rnvn, où vn = π

n
2

Γ(n2 +1)
est le volume de la boule unité,

Γ étant la fonction d’Euler définie pour x > 0 par Γ(x) =
∫∞

0
tx−1e−xdt, on a

Γ
(

1
2

)
=
√
π et Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Lemme 1 (Inégalité de Young). Soient a, b ∈ R+ et p, q ∈ (1,+∞) t.q. 1
p

+ 1
q

= 1.
Alors :

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Lemme 2 (Inégalité de Hölder). Soient (E, T,m) un espace mesuré et p, q ∈
(1,+∞) t.q. 1

p
+ 1

q
= 1. Si f ∈ Lp(E) et g ∈ Lq(E), alors fg ∈ L1(E) et

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p · ‖g‖q .

Lemme 3 (Inégalité de Minkowski). Soient (E, T,m) un espace mesuré.
Si 1 ≤ p <∞, f, g ∈ Lp(E), alors f + g ∈ Lp(E) et

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

Si 0 < p < 1, f, g ∈ Lp(E), alors f + g ∈ Lp(E) et

‖f + g‖p ≤ 2
1
p
−1 ‖f‖p + ‖g‖p .



Chapitre 2

Inégalités classiques de Hardy

Dans l’inégalité de Hölder, souvent on souleve la question suivante :
A quelle condition les deux membres de l’inégalité citée sont éguaux ?. Chose qu’on
éclaircit à l’aide du théorème suivant :

Théorème 2.0.1. Soit l’inégalité de Hölder ( en détails voir l’annexe),

‖fg‖Li(1)
≤ ‖f‖Lp′(M)

‖g‖L
µ(im)

, (2.1)

où
(

1
µ

+ 1
p′

= 1
)
.

Dans (2.1) il y’a égalité, si et seulement si existent les constantes A ≥ 0 et B ≥
0, A2 +B2 6= 0 telles que,

A · |f(x)|P = B · |g(x)|P′ p.p sur Ω, (2.2)

1. a) Si la condition (2.1) est vérifiée et A = 0, alors g(x) ∼ 0 sur Ω et les deux
membres de (2.1) sont nuls. D’une manière analogue on raisonne si B = 0.
b) Soit dans (2.2) A > 0 et B > 0, alors

|g(x)| = C|f(x)|p−1, où C =

(
A

B

)1/p′

,

et chacun des deux membres de (1.15) est égal a ‖f‖p
Lpp {}

.

2. On suppose qu’il existe un sou-ensemble E ⊂ Ω, mes E > 0 et pour lequel (2.2)
n’est pas vérifiée.
On pose

F (x) =
f(x)

‖f‖Lp(Ω)

et G(x) =
g(x)

‖g‖Lp′(Ω)

,

on obtient
|F (x)|p 6= |G(x)|p′ , ∀x ∈ Ei,

12



CHAPITRE 2. INÉGALITÉS CLASSIQUES DE HARDY 13

et d’aprés l’inégalité de Young

|F (x) ·G(x)| ≤ |F (x)|p

p
+
|G(x)|p′

p′
, ∀x ∈ Ω, (2.3)

sur E (2.3) est stricte.

Lemme 4. Si les fonctions f et g à valeurs réelles sont intégrables sur un ensemble
mesurable Ω et f(x) ≤ g(x), p.p, alors∫

Ω

f(x)dx ≤
∫

Ω

g(x)dx,

si f(x) < g(x) sur le sous-ensemble E avec mes(E) > 0, alors∫
Ω

f(x)dx <

∫
Ω

g(x)dx.

Par application du lemme on obtient∫
Ω

|F (x) ·G(x)|dx < 1

p

∫
Ω

|F (x)|pdx+
1

p′

∫
Ω

|G(x)|p′dx = 1

d’où on déduit que l’inégalité dans (2.1) est stricte.
Pour 0 < p < 1 et p =∞, on raisonne de la même manière.

Les Théorèmes 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 et leurs preuves figurent dans [1].

Théorème 2.0.2. Soient p > 1, f(x) ≥ 0, f ∈ Lp(0,x), x > 0 et fp ∈ L1(0,∞). F (x)
une fonction définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, x > 0,

alors, ∫ ∞
0

(
F (x)

x

)p
dx <

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

(f(x))pdx, (2.4)

avec f 6= 0. La constante
(

p
p−1

)p
est optimale.

Pour la preuve on utilise le lemme suivant.

Lemme 5. Si p > 1, f ∈ Lp(0,x), ∀a ≥ x et

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt,

alors, F (x) = o(x
1
p′ ), pour x suffisamment petit.



CHAPITRE 2. INÉGALITÉS CLASSIQUES DE HARDY 14

Démonstration. D’aprés l’inégalité de Hölder,

(F (x))p ≤
∫ x

0

(f(t))pdt

(∫ x

0

dt

)p−1

= xp−1

∫ x

0

(f(t))pdt1,

d’où F (x) = o
(
x

1
p

)
.

Démonstration. Du théorème 2.0.2. Si 0 < ξ < η, on a∫ η

ξ

(
F (x)

x

)p
dx = − 1

p− 1

∫ η

ξ

(F (x))p
(
d

dx
x1−p

)
dx

=
ξ1−pF p(ξ)

p− 1
− η1−pF p(η)

p− 1
+

p

p− 1

∫ η

ξ

x1−p(F (x))p−1f(x)dx.

D’aprés le lemme 11 ξ1−pF p(ξ) −→ 0, quandf p est intégrable et ξ −→ 0 , d’où∫ η

0

(
F (x)

x

)p
dx ≤ p

p− 1

∫ η

0

(
F (x)

x

)p−1

f(x)dx

≤ p

p− 1

{∫ η

0

(
F (x)

x

)p
dx

} 1
p
(∫ η

0

(f(x))pdx

) 1
p

donc ∫ η

0

(
F (x)

x

)p
dx ≤ p

p− 1

{∫ η

0

(
F (x)

x

)p
dx

} 1
p
(∫ η

0

(f(x))pdx

) 1
p

. (2.5)

Si f(x) est non nulle sur (0, η), le membre gauche de (2.5) est strictement positif, d’où
de (2.5) on déduit ∫ η

0

(
F (x)

x

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ η

0

(f(x))pdx, (2.6)

quand η −→ ∞ on obtient (2.4), sauf que < est remplacé par ≤. En particulier,
l’intégrale du membre gauche de (2.4) est fini. Par conséquent, toutes les intégrales
dans (2.5) sont finies lorsque η tend vers ∞ et∫ ∞

0

(
F (x)

x

)p
dx ≤ p

p− 1

{∫ ∞
0

(
F (x)

x

)p
dx

} 1
p
(∫ ∞

0

(f(x))pdx

) 1
p

, (2.7)

dans (2.7) le signe ≤ peut être remplacé par <, à moins que x−p(F (x))p et (f(x))n

soient effectivement proportionnelles. Ceci transformerait f(x) en une puissence de x,
alors

∫∞
0

(f(x))pdx serait divergente. Alors si f est non nulle, on déduit de (2.7)∫ ∞
0

(
F (x)

x

)p
dx <

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

(f(x))pdx,
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Pour démontrer que la constante
(

p
p−1

)p
est optimale, on considère la fonction fc(x), 0 <

ε < (p− 1)/p définie par :

fε(x) =

{
0, si x ∈ (0; 1)

x−ε−
1
p , si x ∈ [1;∞)

on trouve que ∫ ∞
0

(
x−1

∫ x

0

fε(t)dt

)p
dx =

1

εp
(
−ε− 1

p
+ 1
)p ,

et ∫ ∞
0

(fz(t))
p dt =

1

εp
.

Si la constante
(

p
p−1

)n
dans (2.4) n’est pas optimale, alors, il existe une constante

K, avec K <
(

p
p−1

)p
telle que (2.4) reste valable si l’on remplace

(
p
p−1

)p
par K. En

particulier, on a ∫ ∞
0

(
x−1

∫ x

0

fε(t)dt

)p
dx < K

∫ ∞
0

(fε(t))
p dt,

et puis
1

εp
(
−ε− 1

µ
+ 1
)p < K

1

εp
,

il s’ensuit que
(

p
p−1

)p
≤ K, quand ε −→ 0. De cette contradiction on déduit que(

p
p−1

)p
est la constante optimale dans (2.4).

Théorème 2.0.3. Soient p > 1, f(x) ≥ 0 et fp ∈ L1(0,∞), f(x) ∈ Lp(x,∞). F (x) une
fonction définie par :

F (x) =

∫ ∞
x

f(t)dt, x > 0,

alors ∫ ∞
0

(F (x))pdx < pp
∫ ∞

0

(xf(x))pdx,

avec f 6= 0. La constante pp est optimale.

Démonstration. La preuve est analogue au théorème 2.0.2.

Théorème 2.0.4. Soient p > 1, α 6= 1, 0 <
∫∞

0
t−a(tf(t))pdt < ∞ et F (x) une

fonction définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, (α > 1);F (x) =

∫ ∞
x

f(t)dt, (α < 1),
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alors ∫ ∞
0

x−αF p(x)dx ≤
(

p

|α− 1|

)p ∫ ∞
0

t−α(tf(t))pdt. (2.8)

Pour la démonstration on utilise le lemme suivant

Lemme 6. Soient p > 1 et K(x, y) ≥ 0 une fonction homogène de degré −1 telle que∫ ∞
0

K(x, 1)x−1/pdx =

∫ ∞
0

K(1, y)y−1/p′dy = k,

alors∫ ∞
0

∫ ∞
0

K(x, y)f(x)g(y)dxdy ≤ k

(∫ ∞
0

(f(x))µdx

)1/p(∫ ∞
0

(g(y))p
′
dy

)1/p′

, (2.9)

avec f 6= 0 ou g ≡ 0, si K(x, y) est positive.∫ ∞
0

dy

(∫ ∞
0

K(x, y)f(x)dx

)p
≤ kp

∫ ∞
0

(f(x))pdx, (2.10)

avec f 6= 0, si K(x, y) est positive,∫ ∞
0

dx

(∫ ∞
0

K(x, y)g(y)dy

)p′
≤ kp

′
∫ ∞

0

(g(y))p
′
dy, (2.11)

avec g 6= 0, si K(x, y) est positive.

Démonstration. Maintenant on passe à la preuve du théorème 2.0.4. On prend{
K(x, y) = yr−1

xr
, si x ≤ y

K(x, y) = 0, si x > y

Pour r < 1
p′
. On a

k =

∫ ∞
0

x−r−1/pdx =

∫ 1

0

x−r−1/pdx =
p

p− pr − 1
.

Dans ce cas les inégalités (2.10) et (2.11) donnent∫ ∞
0

yp(r−1)

(∫ y

0

x−rf(x)dx

)p
dy ≤

(
p

p− pr − 1

)p ∫ ∞
0

(f(x))pdx, (2.12)

et ∫ ∞
0

x−rp
′
(∫ ∞

x

yr−1g(y)dy

)p′
dx ≤

(
p

p− pr − 1

)p′ ∫ ∞
0

(g(y))p
′
dy. (2.13)
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Définition 2.0.4. Une fonction M(x, y) est appelée homogène de degré s si :

∀k > 0;M(x, y) = ksM(x, y).

En changeant la notation dans (2.12) et (2.13). Pour cela on pose

h(x) = x−rf(x) et p(r − 1) = −α,

puisque r < 1/p′ alors, α = p(1− r) > p (1− 1/p′) ≥ 1 et (2.12) devient∫ ∞
0

y−α
(∫ y

0

h(x)dx

)p
dy ≤

(
p

α− 1

)p ∫ ∞
0

x−α(xh(x))pdx. (2.14)

D’une manière analogue on pose

H(y) = yr−1g(y) et r′p′ = α,

donc on a α = rp′ < 1 (car r < 1/p′) et (2.13) devient∫ ∞
0

x−α
(∫ ∞

x

H(y)dy

)p′
dx ≤

(
p′

1− α

)p′ ∫ ∞
0

y−α(yH(y))p
′
dy, (2.15)

car
p

p− pr − 1
=

p′

1− rp′
=

p′

1− α
.

Donc de (2.14) et (2.15), on obtient∫ ∞
0

x−aF p(x)dx ≤
(

p

|α− 1|

)p ∫ ∞
0

t−a(tf(t))pdt,

pour p > 1 et

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, (α > 1);F (x) =

∫ ∞
x

f(t)dt, (α < 1),

d’où l’inégalité (2.8).

L’inégalité classique de Hardy pour les quasi-normes, est exprimée à l’aide du théo-
rème suivant.

Théorème 2.0.5. Soient 0 < p < 1, α 6= 1, 0 <
∫∞

0
t−α(tf(t))pdt < ∞ et F (x) une

fonction définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, (α > 1); F (x) =

∫ ∞
x

f(t)dt, (α < 1),

alors, ∫ ∞
0

x−αF p(x)dx >

(
p

|α− 1|

)p ∫ ∞
0

t−α(tf(t))pdt.
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On obtient le même resultat en changeant le signe dans les inégalitées (2.9), (2.10)
et (2.11) et on considère la fonction elle même. Dans ce qui suit on se propose de donner
d’autres démonstrations des inégalités classiques de Hardy.

On considère la fonction f à une seule variable définie sur (0,∞). Considérons les
deux opérateurs H1 et H2 définis de la manière suivante :

(H1f) (x) =
1

x

∫ x

0

f(y)dy∀x > 0,

(C’est la valeur moyenne de f sur l’intervalle (0;x) ) et

(H2f) (x) =
1

x

∫ ∞
x

f(y)dy∀x > 0.

Théorème 2.0.6. Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p

= 1, f(x) ≥ 0, xαf(xz) mesurable sur
(0,∞)× (0, 1) et xαf(xz) ∈ Lp(0,∞) pour presque tous les z ∈ (0, 1), alors

‖xa (H1f) (x)‖Lp(0;∞)
≤
(

1

p′
− α

)−1

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
, si α <

1

p′
, (2.16)

et

‖xα (H2f) (x)‖Lp(0;∞)
≤
(
α− 1

p′

)−1

‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
, si α >

1

p′
, (2.17)

avec
(

1
p′
− α

)−1

et
(
α− 1

p′

)−1

, sont les constantes optimales dans (2.16) et (2.17) (i.e.
les plus petites possibles ).

Le calcul de la constante dans (2.16) :
On suppose qu’il existe une constante A > 0 telle que ;

‖xα (H1f) (x)‖Lρ{(i)∞) ≤ A ‖xαf(x)‖Lp(0;∞)
,

ce qui implique
‖xα (H1f) (x)‖Lp(0;∞)

‖xαf(x)‖Lp{0;∞)

≤ A, (2.18)

On considère la fonction fε, ε > 0 définie par :

fε(x) =

{
1, si x ∈ (0; 1)

x−α−
14
P , si x ∈ [1;∞)
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fε(x) est une fonction intégrable sur l’intervalle (0, 1) et aussi sur [1,∞), alors on a :

‖xα (H1fε) (x)‖Lp(0)=) =

(∫ 1

0

x(α−1)p+pdx+

∫ ∞
1

x(α−1)p

∣∣∣∣∫ x

0

y − 1 + ε

p
dy

∣∣∣∣p dx)
1
p

=

 1

αp+ 1
+

∫ ∞
1

x(α−1)px−αp−(1+ε)+p(
−α− 1+ε

p
+ 1
)p dx

 1
p

=

 1

αp+ 1
+

1

ε
(
−α− 1+i

p
+ 1
)p
 1

p

d’autre part

‖xαfε(x)‖Lµ(a;) =

(∫ 1

0

xαµdx+

∫ ∞
1

xαµx−αp−(1+ε)dx

) 1
p

=

(
1

αp+ 1
+

1

ε

) 1
p

on sait que le nombre
[

1
αp+1

+ 1
ε

] 1
p est non nul, dans ce cas on peut revenir à l’inégalité

(2.18) comme suit.

‖xα (H1f) (x)‖Lp(0,∞)

‖xαf(x)‖Lp{(i)∞)

≤ A⇔

(
1

αp+1
+ 1

ε(−α− 1+t
p

+1)
p

) 1
p

(
1

αp+1
+ 1

ε

) 1
p

≤ A,

c’est à dire

(2.18)⇔

(
1

αp+1
+ 1

ε(−α− 1+ε
p

+1)
p

) 1
p

(
1

αp+1
+ 1

ε

) 1
p

≤ A

⇔

 1
αp+1

+ 1

ε(−α− 1+ε
p

+1)
p

1
αp+1

+ 1
ε

 1
n

≤ A

⇔

 ε
ε

αp+1
+ 1

(−α− 1+ε
p

+1)
p

 1
p

≤ A

quand ε→ 0, on trouve
(
−α + 1

p2

)−1

≤ A. Alors,
(

1
p′
− α

)−1

est la constante optimale
dans (2.15).
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Le calcul de la constante dans (2.16) : Soit la constante B > 0 telle que

‖xα (H2f) (x)‖Lp(0;ix)
≤ B ‖xαf(x)‖Lp(Ĝ;∞)

,

considérons la fonction fε, ε > 0 définie par :

fε(x) =

{
x−a−

1−r
r , si x ∈ (0; 1]

0, si x ∈ (1;∞)

On a
‖xα (H2fe) (x)‖Lp(0;ix)

≤ B ‖xαf`(x)‖Lp(0;∞;) ,

D’aprèés des calculs analogues aux précédents, on obtient

‖xα (H2fε) (x)‖Lp(0,∞)
=

(
1

ε

) 1
p
(
α− 1

p′
− ε

p

)−1

,

car ∣∣∣∣−α +
1

p′
+
ε

p

∣∣∣∣p =

(
α− 1

p′
− ε

p

)p
,

pour −α + 1
p

+ ε
p
< 0 et

‖xαfε(x)‖
L
p{0j∞

) =

(
1

ε

) 1
p

,

d’où l’on déduit que (
1

ε

) 1
p
(
α− 1

p′
+
ε

p

)−1

≤ B

(
1

ε

) 1
p

,

alors (
α− 1

p′
+
ε

p

)−1

≤ B,

pour ε→ 0, on conclut (
α− 1

p′

)−1

≤ B.

Ce qui fait que
(
α− 1

p′

)−1

est la constante optimale dans (2.16).

Théorème 2.0.7. Pour 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p

= 1, xαf(x) ∈ Lp(0,∞), il n’eriste pas de
A > 0 telles que les inégalités suivantes soient vérifiées :

‖xa (H1f) (x)‖Lp(0;∞) ≤ A ‖xaf(x)‖Lp(0,∞)
, si α ≥ 1

p′
, (2.19)

et
‖xa (H2f) (x)‖Lp(0;∞) ≤ A ‖xaf(x)‖Lp(0,∞)

, si α ≤ 1

p′
. (2.20)
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Démonstration. La démonstration comprend deux parties :
i. Soient 1 ≤ p <∞, 1

p
+ 1

p′
= 1.

1. Si α ≥ 1
p′

et ϕδ(x), δ > 0 une fonction définie par :

ϕδ(x) = x−a−
L+d
P χ(1,∞)(x),

où χ(1,∞) est la fonction caractéristique de l’intervale (1,∞). Alors pour
x ≥ 2

(H1ϕδ) (x) =
1

x

∫ x

0

ϕδ(t)dt

=
1

x

∫ x

1

t−a−
1+δ
p dt ≥ C1

x

où C1 =
∫ 2

1
t−a−

1+δ
p dt.

Comme α ≥ 1/p′, on a αp− p ≥ −1 et alors

‖xαϕδ(x)‖Lp(0,∞)
= δ−

1
p <∞.

En vertu de l’inégalité (I) on déduit que

‖xα (H1ϕij) (x)‖Lp{0,∞} ≥ C1

(∫ ∞
1

xαβ−pdx

) 1
p

=∞,

donc on conclut que l’inégalité (2.19) n’a pas lieu.
2. Si α ≤ 1

p
et ψδ(x), δ > 0 une fonction définie par :

ψδ(x) = x−α−
L−d
P χ(0,1)(x),

alors α + (1− δ)/p < 1 et quand 0 < x < 1/2, on a

(H2ψδ) (x) =
1

x

∫ 1

x

y−a−( 1−f
p )dy ≥ C2

x
,

où C2 =
∫ 1

1/2
y−α−( 1−6

p )dy. Donc quand α ≤ 1/p′ on a αp− p ≤ −1, alors

‖xaψδ(x)‖Lp(0,∞)
= δ−

1
p <∞.

d’autre part on a

‖xa (H2ψs) (x)‖Lp(0,∞)
≥ C2

(∫ 1/2

0

xap−pdx

) 1
p

=∞,

donc on conclut que l’inégalité (2.20) n’a pas lieu.



CHAPITRE 2. INÉGALITÉS CLASSIQUES DE HARDY 22

ii. Si p = ∞, d’une manière analogue on prouve qu’il n’existe pas des constantes
A > 0 et B > 0 telles que les inégalités suivantes soient vérifiées :

‖xα (H1f) (x)‖L∞{(1;∞)
≤ A ‖xαf(x)‖L∞(0,∞)

‖xa (H2f) (x)‖L∞(0,∞)
≤ B ‖xαf(x)‖L∞(t;∞)

.

Définition 2.0.5. Soient 1 ≤ p ≤ ∞, α ∈ R, l’espace LP,a(0,∞) est l’espace de toutes
les fonctions mesurables sur (0,∞) telles que ;

‖f‖LP (0,∞)
= ‖xof(x)‖LP (0,∞)

<∞.

Soit 0 < a < b <∞, on pose

(H3f) (x) =
1

x

∫ bx

ax

f(y)dy,∀x > 0.

2.1 Nouveau type de l’inégalité intégrale de Hardy(p <
0)

Les enoncés des théorèmes suivants et leurs preuves ont fait l’objet de la publication
de Bicheng Yang ( voir [3]). Ensuite des inégalités analogues à celles de l’auteur de la
publication, de plus ces dernières ont été étendues à Rn. On sait que si p > 1 et
0 <

∫∞
0
t−r(tf(t))pdt <∞ on a l’inégalité suivante∫ ∞

0

x−rF p(x)dx <

(
p

|r − 1|

)p ∫ ∞
0

t−r(tf(t))pdt, (2.21)

où la constante
(

p
|r−1|

)µ
est optimale.

On considère une nouvelle inégalité intégrale du type de Hardy, pour p < 0 avec
une constante optimale.

Théorème 2.1.1. Si p < 0, r 6= 1, f(t) ≥ 0 et 0 <
∫∞

0
t−r(tf(t))pdt <∞, F (x)

une fonction définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, (r < 1), F (x) =

∫ ∞
x

f(t)dt, (r > 1),

alors, on a ∫ ∞
0

x−rF p(x)dx <

(
−p
|r − 1|

)p ∫ ∞
0

t−r(tf(t))pdt, (2.22)

où le facteur
(
−p
|r−1|

)p
est la constante optimale.
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Pour la démontration, nous avons besoin de ce type d’inégalité intégrale de Hölder.

Proposition 2.1. Si p < 0, 1
p

+ 1
q

= 1, f(t), g(t) ≥ 0 et

(∫
E

|f(t)|p dt
) 1

p

<∞,
(∫

E

|g(t)|q dt
) 1

q

<∞,

alors ∫
E

f(t)g(t)dt ≥
(∫

E

fp(t)dt

) 1
p
(∫

E

gq(t)dt

) 1
q

. (2.23)

On a une égalité si et seulement s’il existe des constantes c et d, telles quelles ne
soient pas nulles simultanément et

cfp(t) = dgq(t), dansE.

Lemme 7. Si p < 0, r < 1, f(t) ≥ 0 et 0 <
∫∞

0
t−r(tf(t))pdt <∞, alors∫ ∞

0

x−r
(∫ x

0

f(t)dt

)p
dx <

(
p

r − 1

)p ∫ ∞
0

t−r(tf(t))pdt, (2.24)

où le facteur
(

p
r−1

)µ est la constante optimale. En particulier,
(i) pour = 0, on a ∫ ∞

0

(∫ x

0

f(t)dt

)p
dx < (−p)p

∫ ∞
0

(tf(t))pdt, (2.25)

(ii) pour r = p, on a∫ ∞
0

(∫ x
0
f(t)dt

x

)p
dx <

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

fp(t)dt, (2.26)

(iii) pour r = 1 + p, on a∫ ∞
0

x−1

(∫ x
0
f(t)dt

x

)p
dx <

∫ ∞
0

t−1fp(t)dt, (2.27)

où les facteurs dans les inégalités (2.25), (2.26) et (2.27) sont les constantes optimales.

Lemme 8. Si p < 0, r > 1, f(t) ≥ 0 et 0 <
∫∞

0
t−r(tf(t))pdt <∞, alors∫ ∞

0

x−r
(∫ ∞

x

f(t)dt

)p
dx <

(
p

1− r

)p ∫ ∞
0

t−r(tf(t))µdt, (2.28)

où le facteur
(

p
1−r

)p est la constante optimale. En particulier,
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(i) pour r = 2, on a∫ ∞
0

x−2

(∫ ∞
x

f(t)dt

)p
dx < (−p)p

∫ ∞
0

tp−2fp(t)dt, (2.29)

(ii) pour r = 1− p, on a∫ ∞
0

xp−1

(∫ ∞
x

f(t)dt

)p
dx <

∫ ∞
0

t2p−1fp(t)dt, (2.30)

où les facteurs dans les inégalités (2.29) et (2.30) sont les constantes optimales.

Théorème 2.1.2. Soient p < 0, α 6= 1 − p, f(t) ≥ 0 et 0 <
∫∞

0
t−a(f(t))pdt < ∞,

alors
1. si α < 1− p∫ ∞

0

x−α (H1f)p (x)dx <

(
p

α + p− 1

)p ∫ ∞
0

t−α(f(t))pdt, (2.31)

où le facteur
(

p
α+p−1

)p
est la constante optimale et (H1f) (x) = 1

x

∫ x
0
f(t)dt

2. si α > 1− p∫ ∞
0

x−α (H2f)P (x)dx <

(
−p

α + p− 1

)p ∫ ∞
0

t−α(f(t))pdt, (2.32)

où le facteur
(
−p

α+p−1

)p
est la constante optimale et (H2f) (x) = 1

x

∫∞
x
f(t)dt.



Chapitre 3

Éxtension de certaines inégalités de
Hardy

On se propose d’étendre les inégalités (2.16) et (2.17) qui sont définis dans (0,∞)
à R et Rn. Jusqu’a présent on a considéré les inégalités de Hardy pour 1 ≤ p ≤ ∞,
dans la deuxième partie de ce chapitre on aborde les analogues de (2.16) et (2.17) pour
0 < p < 1.

3.1 Extension à R
On pose (

H̃1f
)

(x) :=
1

2x

∫ x

−x
f(y)dy,

et (
H̃2f

)
(x) :=

1

2x

∫
|y|≥x

f(y)dy.

Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1, xαf(xz) mesurable sur R× (−1, 1) et xαf(xz) ∈ Lp(R)

pour presque tous les z ∈ (−1, 1), alors
i. Si α < 1

p′
, on a

∥∥∥|x|α (H̃1f
)

(x)
∥∥∥
Lp(R)

≤
(

1

p′
− α

)−1

‖|x|αf(x)‖Lp(R)
.

ii. Si α ≥ 1
p′
, on a

∥∥∥|x|α (H̃2f
)

(x)
∥∥∥
Lp(R)

≤
(
α− 1

p′

)−1

‖|x|αf(x)‖Lp(R)
.

25
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3.2 Extension à Rn

Soient x ∈ Ra, r = |x| > 0, Br = {y ∈ Rn; |y| < r} , 1 ≤ p ≤ ∞, f(x) une
fonction mesurable sur Br. Considérons les deux opérateures suivants :(

H̃1f
)

(x) :=
1

mes(Br)

∫
Br

f(y)dy,

et (
H̃2f

)
(x) :=

1

mes(Br)

∫
Rn\Br

f(y)dy.

Théorème 3.2.1. Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1 et f(r, ξ) ∈ Lp(Sn−1), où Sn−1 désigne
la sphère unité dans Rn , alors

i. Si α < n
p′ ∥∥∥|x|α (H̃1f

)
(x)
∥∥∥
Lp(Rn)

≤
(

1

p′
− α

n

)−1

‖|x|αf(x)‖Lp(Rn)
.

ii. Si α > n
p′ ∥∥∥|x|α (H̃2f

)
(x)
∥∥∥
Lp(Rn)

≤
(
α

n
− 1

p′

)−1

‖|x|αf(x)‖Lp(Rn)
.

3.3 Inégalités de Hardy pour les quasi-normes
Pour les quasi-normes dans Lp(0 < p < 1) les inégalités (2.16) et (2.17) ne sont plus

valables pour les fonctions seulement mesurables. Pour obtenir l’analogue de (2.16) et
(2.17) on peut considérer la classe des fonctions monotones. C’est ce qui est exprimé
dans le théorème suivant :

Théorème 3.3.1. :
i. Soient 0 < p < 1, 1

p
+ 1

p′
= 1, α < 1

p
, f(x) ≥ 0 une fonction monotone définie

sur (0,∞), alors, il existe une constante C > 0 telle que :

‖xα (H1f) (x)‖Lp(0,∞)
≤ C ‖xαf(x)‖Lp(Q,∞)

. (3.1)

ii. Soient 0 < p < 1, 1
p

+ 1
p′

= 1, α > 1
p′
, f(x) ≥ 0 une fonction décroissante

définie sur (0,∞), alors, il éxiste une constante C ′ > 0 telle que :

‖xa (H2f) (x)‖Lp(0;∞)
≤ C ′ ‖xaf(x)‖Lp(0,∞)

. (3.2)
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3.4 Nouveau type de l’inégalité intégrale de Hardy(p<0)
Les enoncés des théorèmes suivants et leurs preuves ont fait l’objet de la publication

de Bicheng Yang ( voir [3]). Ensuite on aborde des inégalités analogues à celles de
l’auteur de la publication, de plus ces derniàres ont été étendues à Rn. On sait que si
p > 1 et 0 <

∫∞
0
t−r(tf(t))pdt <∞ on a l’inégalité suivante∫ ∞

0

x−rF p(x)dx <

(
p

|r − 1|

)p ∫ ∞
0

t−r(tf(t))pdt, (3.3)

où la constante
(

p
|r−1|

)µ
est optimale. Dans cette partie on considère une nouvelle

inégalité intégrale du type de Hardy, c’est-à-dire l’analogue de (3.3) pour p < 0 avec
une constante optimale.

Théorème 3.4.1. Si p < 0, r 6= 1, f(t) ≥ 0 et 0 <
∫∞

0
t−r(tf(t))pdt <∞, F (x)

une fonction définie par :

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt, (r < 1), F (x) =

∫ ∞
x

f(t)dt, (r > 1),

alors, on a ∫ ∞
0

x−rF p(x)dx <

(
−p
|r − 1|

)p ∫ ∞
0

t−r(tf(t))pdt, (3.4)

où le facteur
(
−p
|r−1|

)p
est la constante optimale.

Pour la démontration le, nous avons besoin de ce type d’inégalité intégrale de Höl-
der.

Proposition 3.1. Si p < 0, 1
p

+ 1
q

= 1, f(t), g(t) ≥ 0 et f ∈ Lp(E), g ∈ Lq(E), alors∫
E

f(t)g(t)dt ≥
(∫

E

fp(t)dt

) 1
p
(∫

E

gq(t)dt

) 1
q

. (3.5)

On a une égalité si et seulement s’il existe des constantes c et d, telles quelles ne
soient pas nulles simultanément et

cfp(t) = dgq(t), dans E.

Lemme 9. Si p < 0, r < 1, f(t) ≥ 0 et 0 <
∫∞

0
t−r(tf(t))pdt <∞, alors∫ ∞

0

x−r
(∫ x

0

f(t)dt

)p
dx <

(
p

r − 1

)p ∫ ∞
0

t−r(tf(t))pdt, (3.6)

oé le facteur
(

p
r−1

)µ est la constante optimale.
En particulier,
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i. pour r = 0, on a ∫ ∞
0

(∫ x

0

f(t)dt

)p
dx < (−p)p

∫ ∞
0

(tf(t))pdt, (3.7)

ii. pour r = p, on a∫ ∞
0

(∫ x
0
f(t)dt

x

)p
dx <

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

fp(t)dt, (3.8)

iii. pour r = 1 + p, on a∫ ∞
0

x−1

(∫ x
0
f(t)dt

x

)p
dx <

∫ ∞
0

t−1fp(t)dt, (3.9)

où les facteurs dans les inégalités (3.7), (3.8) et (3.9) sont les constantes optimales.

Lemme 10. Si p < 0, r > 1, f(t) ≥ 0 et 0 <
∫∞

0
t−r(tf(t))pdt <∞, alors∫ ∞

0

x−r
(∫ ∞

x

f(t)dt

)p
dx <

(
p

1− r

)p ∫ ∞
0

t−r(tf(t))µdt, (3.10)

où le facteur
(

p
1−r

)p est la constante optimale.
En particulier,
i. pour r = 2, on a∫ ∞

0

x−2

(∫ ∞
x

f(t)dt

)p
dx < (−p)p

∫ ∞
0

tp−2fp(t)dt, (3.11)

ii. pour r = 1− p, on a∫ ∞
0

xp−1

(∫ ∞
x

f(t)dt

)p
dx <

∫ ∞
0

t2p−1fp(t)dt, (3.12)

où les facteurs dans les inégalités (3.11) et (3.12) sont les constantes optimales.

Dans ce qui suit on établi l’analogue de (3.6) et (3.10). Il s’avère que la seule
difference est le changement du paramètre r dans la constante, c’est-à-dire à la place
de r apparait α + p.

Théorème 3.4.2. Soient p < 0, α 6= 1 − p, f(t) ≥ 0 et 0 <
∫∞

0
t−a(f(t))pdt < ∞,

alors
1. si α < 1− p∫ ∞

0

x−α (H1f)p (x)dx <

(
p

α + p− 1

)p ∫ ∞
0

t−α(f(t))pdt, (3.13)

où le facteur
(

p
α+p−1

)p
est la constante optimale et (H1f) (x) = 1

x

∫ x
0
f(t)dt,

2. si α > 1− p∫ ∞
0

x−α (H2f)P (x)dx <

(
−p

α + p− 1

)p ∫ ∞
0

t−α(f(t))pdt, (3.14)

où le facteur
(
−p

α+p−1

)p
est la constante optimale et (H2f) (x) = 1

x

∫∞
x
f(t)dt.
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3.4.1 Extension de quelques inégalités à Rn

Théorème 3.4.3. Soient p < 0, α 6= n(1 − p), f(t) ≥ 0 et
∫
Rn |x|

−α (f(x))p dx <
∞, f(r, ξ) ∈ Lp(Sn−1), où Sn−1 désigne la sphère unité dans Rn , alors

i. Si α < n(1− p)∫
Rn
|x|−α

(
H̃1f

)p
(x)dx <

(
np

α + n(p− 1)

)p ∫
Rn
|x|−α (f(x))p dx. (3.15)

où
(
H̃1f

)
(x) = 1

mes(Br)

∫
Br
f(t)dt,

ii. Si α > n(1− p)∫
Rn
|x|−α

(
H̃2f

)p
(x)dx <

(
−np

α + n(p− 1)

)p ∫
Rn/Br

|x|−α (f(x))p dx. (3.16)

où
(
H̃2f

)
(x) = 1

mes(Br)

∫
Rn/Br f(t)dt.



Chapitre 4

Quelques Inégalités intégrales pour les
fonctions quasi-monotone dans les
espaces de Lebesgue pondérés

Il est bien connu que pour les espaces Lp avec 0 < p < 1, l’inégalité de Hardy
est non satisfaite pour les fonctions mesurables arbitraires non négatives, mais elle est
satisfait pour les fonctions non négatives non croissantes (voir [3] pour plus de détails).

Dans [4] l’inégalité de type Hardy pour 0 < p < 1 a été prouvée sous des hypothèses
plus faibles sur f mais toujours de type monotonie. Le résultat a été prouvé pour la
variante à n-dimensions de l’opérateur de Hardy, à savoir pour l’opérateur H défini
pour toutes les fonctions f ∈ Lloc1 (Rn) par

(Hf)(t) =
1

vntn

∫
Bt

f(y)dy, 0 < t <∞,

où Bt est la boule de centre 0 et de rayon t et vn est le volume de la boule unité en Rn.

Théorème 4.0.4. Soient 0 < p < 1, α < n− 1
p
et M > 0. De plus, soit f une fonction

non-négative mesurable sur Rn telle que ‖f(x)|x|
n
p′ ‖Lp(Br) <∞ et

‖f(x)‖L1(Br)
≤M

∥∥∥f(x)|x|
n
p′
∥∥∥
Lp(Br)

(4.1)

pour tout r > 0, avec p′ = p
p−1

.
Alors

‖fα(Hf)(t)‖Lp(0,∞) ≤ N
∥∥∥f(x)|x|α−

n−1
p

∥∥∥
Lp(Rn)

, (4.2)

où
N = v−1

n ((n− α)p− 1)−
1
pM. (4.3)

L’opérateur pondéré de type Hardy (Hwf)(t) est défini comme suit

(Hwf)(t) =
1

W (t)

∫ t

0

f(x)w(x)dx.

30
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où 0 < W (t) :=
∫ t

0
w(x)dx < ∞ pour tout r > 0, et w(x) est une fonction de poid.

Notez que pour w(x) = 1 l’opérateur Hw est l’opérateur de Hardy classique

(Hf)(x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt.

Plus tard, les résultats de [4] ont été étendus à l’opérateur pondéré de type Hardy (voir
[1] pour plus de détails).

L’objectif de ce travail dans cet chapitre est d’étendre les résultats de [1] à d’autres
opérateurs de type Hardy pour les fonctions quasi-monotones.

4.1 Fonction quasi-monotone
La définition suivante a été introduite dans [10].

Définition 4.1.1 (Fonction quasi-monotone). On dit qu’une fonction non négative
f est quasi-monotone sur ]0,∞[, si pour un nombre réel α, xαf(x) est une fonction
décroissante ou croissante. Plus précisément, étant donné β ∈ R, on dit que f ∈ Qβ si
x−βf(x) n’est pas croissante et f ∈ Qβ si x−βf(x) n’est pas décroissant.

Les lemmes suivants généralisent le Lemme 2.1 et le Lemme 2.2 de [9].

Lemme 11. Soit 0 < p < 1, C1 > 0, w une fonction de poid sur (0,∞), telle que

x−βw(x) ≤ C1y
−βw(y), pour β ≥ 0, 0 < y < x <∞, (4.4)

alors, pour tout 0 < x < r <∞(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

≤ A2x
p−2 1

r−
β
pw

1
p (r)

∫ x

0

t−βw(t)dt, (4.5)

où A2 = C
2
p
−1

1 p
1
p
−1.

Démonstration. D’aprés (4.4), pour 0 < y < x < r <∞, on a

y−βw(y) ≥ C−1
1 x−βw(x),

ainsi
y−βw(y)yp−1 ≥ C−1

1 x−βw(x)yp−1.

En intégrant sur (0, x), on obtient∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy ≥
∫ x

0

C−1
1 x−βw(x)yp−1dy

=C−1
1 x−βw(x)

xp

p

≥C−2
1 r−βw(r)

xp

p
.
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En utilisant l’hypothèse 0 < p < 1, nous avons 1− 1
p
< 0, donc

(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

≤ C
2
p
−2

1 r−β(1− 1
p) w(r)

w
1
p (r)

xp−1

p1− 1
p

. (4.6)

Soit 0 < t < x < r, par conséquent r−βw(r) ≤ C1t
−βw(t).

En intégrant la dernière inégalité sur (0, x), on obtient∫ x

0

r−βw(r)dt ≤
∫ x

0

C1t
−βw(t)dt,

alors
w(r) ≤ C1

xr−β

∫ x

0

t−βw(t)dt. (4.7)

Par conséquent en appliquant (4.6) et (4.7), on trouve(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

≤C
2
p
−2

1 r−β(1− 1
p) xp−1

w
1
p (r)p1− 1

p

C1

xr−β

∫ x

0

t−βw(t)dt

=C
2
p
−1

1 p
1
p
−1xp−2 1

r−
β
pw

1
p (r)

∫ x

0

t−βw(t)dt.

Nous considérons l’opérateur de type Hardy Fw,β donné par

(Fw,βf) (r) =

∫ r

0

x−βf(x)w(x)

Wβ(x)
dx,

où 0 < Wβ(x) :=
∫ x

0
t−βw(t)dt <∞ pour tout x > 0.

Lemme 12. Soit 0 < p < 1, C2 > 0, , w une fonction de poids sur (0,∞), satisfaisant
la condition (4.4). Si f est une fonction mesurable de Lebesgue non négative sur (0,∞),
telle que pour presque tout 0 < x <∞,

f(x) ≤ C2

x−β−
1

1−p

(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)− 1
p
(∫ x

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

, (4.8)

alors, pour tout 0 < y < r <∞

(Fw,βf) (r) ≤ pC1−p
2 C1

r−
β
pw

1
p (r)

(∫ r

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

. (4.9)
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Démonstration. En appliquant (4.8), on a

x−β(1−p)f 1−p(x) ≤ C1−p
2 x

(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)− 1
p

(1−p)(∫ x

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

(1−p)

,

ainsi

x−βf(x)w(x) ≤C1−p
2 x

(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

fp(x)w(x)x−βp
(∫ x

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p
−1

=pC1−p
2 x

(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

x1−p

[(∫ x

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

]′
.

En utilisant (4.5), pour 0 < y < x < r, on trouve

x−βf(x)w(x) ≤ pC1−p
2 x

(
C1x

p−2 1

r−
β
pw

1
p (r)

∫ x

0

t−βw(t)dt

)
x1−p

[(∫ x

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

]′
,

de là

x−βf(x)w(x)∫ x
0
t−βw(t)dt

≤ pC1−p
2 C1

1

r−
β
pw

1
p (r)

[(∫ x

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

]′
.

En intégrant sur l’intervalle (0, r), on obtient∫ r

0

x−βf(x)w(x)∫ x
0
t−βw(t)dt

dx ≤ pC1−p
2 C1

1

r−
β
pw

1
p (r)

(∫ r

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

.

La preuve est complète.

Lemme 13. Soit 0 < p < 1, C3 > 0, w une fonction de poids sur (0,∞), telle que

y−βw(y) ≤ C3x
−βw(x), for β ≥ 0, 0 < y < x <∞. (4.10)

1. si pour tout 0 < x < r <∞, alors(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

≥ C3x
p−2 1

r−
β
pw

1
p (r)

∫ x

0

t−βw(t)dt. (4.11)

2. Si f est une fonction mesurable de Lebesgue non négative sur (0,∞), telle que
pour presque tout 0 < x <∞,

f(x) ≥ C4

x−β−
1

1−p

(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)− 1
p
(∫ x

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

,

(4.12)
où A1 > 0, alors pour tout r > 0

(Fw,βf) (r) ≥ pC1−p
4 C3

r−
β
pw

1
p (r)

(∫ r

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

. (4.13)
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Démonstration. Les preuves de (4.11) et (4.13) sont similaires à celles du Lemme 11
et du Lemme 12 respectivement.

Théorème 4.1.1. Soit 0 < p < 1, w une fonction de poids sur (0,∞), satisfaisant la
condition (4.4) et α < −β+1

p
. Si f est une fonction mesurable de Lebesgue non négative

sur (0,∞), satisfaisant (4.8), alors pour tout 0 < y < x < r <∞

‖rα (Fw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞) ≤ C5

∥∥∥yα+1− β
p′ f(y)

∥∥∥
Lp,w(0,∞)

, (4.14)

où p′ est le conjugué de p et C5 = C1−p
2 C

2
p
−1

1

(
−α− β+1

p

)− 1
p .

Si w et f satisfont respectivement (4.10), (4.12), alors (4.14) tient dans le sens inverse.

Démonstration. Nous avons

‖rα (Fw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞) =

(∫ ∞
0

rαp (Fw,βf)p (r)w(r)dr

) 1
p

,

à partir de (4.9), on trouve

‖rα (Fw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞) ≤
(∫ ∞

0

rαp
(
ppC

(1−p)p
2 Cp

1

1

r−βw(r)

∫ r

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

)
w(r)dr

) 1
p

=pC1−p
2 C1

(∫ ∞
0

rαp+β
(∫ r

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

)
dr

) 1
p

=pC1−p
2 C1

(∫ ∞
0

(∫ ∞
y

rαp+βdr

)
y−βpfp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p

.

En appliquant l’hypothèse α < −β+1
p
, nous avons αp+ β + 1 < 0, donc

‖rα (Fw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞) ≤pC
1−p
2 C1

(∫ ∞
0

(
− yαp+β+1

αp+ β + 1

)
y−βpfp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p

=
pC1−p

2 C1

(−αp− β − 1)
1
p

(∫ ∞
0

(
y
α+1− β

p′ f(y)
)p
w(y)dy

) 1
p

=
C1−p

2 C
2
p
−1

1(
−α− β+1

p

) 1
p

∥∥∥yα+1− β
p′ f(y)

∥∥∥
Lp,w(0,∞)

.

La preuve est complète.

En mettant β = 0 dans (4.14), on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 4.1.1. Soit 0 < p < 1, C1 > 0, C2 > 0, w une fonction de poids sur
(0,∞), satisfaisant la condition

w(x) ≤ C1w(y), for 0 < y < x <∞, (4.15)

et α < −1
p
. Si f est une fonction mesurable de Lebesgue non négative sur (0,∞), telle

que pour presque tout 0 < x <∞,

f(x) ≤ C2

x−
1

1−p

(∫ x

0

w(y)yp−1dy

)− 1
p
(∫ x

0

fp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p

, (4.16)

alors pour tout 0 < y < x < r <∞

‖rα (Fwf) (r)‖Lp,w(0,∞) ≤ C6

∥∥yα+1f(y)
∥∥
Lp,w(0,∞)

, (4.17)

où
(Fwf) (r) :=

∫ r

0

f(x)w(x)

W (x)
dx,

0 < W (x) :=
∫ x

0
w(t)dt <∞ for all x > 0 and C6 = C1−p

2 C
2
p
−1

1

(
−α− 1

p

)− 1
p .

Lemme 14. Soit 0 < p < 1, C1 > 0, w une fonction de poids sur (0,∞), satisfaisant
la condition (4.4), alors pour tout 0 < x < r <∞(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

≤ 2C
2
p
−1

1

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p xp−2

r−
β
pw

1
p (r)

∫ x

x
2

t−βw(t)dt. (4.18)

Démonstration. Par (4.4), pour 0 < y < x < r <∞, on a

y−βw(y) ≥ C−1
1 x−βw(x),

alors
y−βw(y)yp−1 ≥ C−1

1 x−βw(x)yp−1.

En intégrant sur (x
2
, x), on obtient∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy ≥
∫ x

x
2

C−1
1 x−βw(x)yp−1dy

=C−1
1 x−βw(x)

xp

p

(
1− 1

2p

)
≥C−2

1 r−βw(r)
xp

p

(
2p − 1

2p

)
.

Puisque 0 < p < 1, on a 1− 1
p
< 0, donc(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

≤ C
2
p
−2

1 r−β(1− 1
p)w(r)xp−1

w
1
p (r)

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p

, (4.19)
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pour 0 < t < r <∞, r−βw(r) ≤ C1t
−βw(t), par intégration sur (x

2
, x),∫ x

x
2

r−βw(r)dt ≤
∫ x

x
2

C1t
−βw(t)dt,

alors
w(r) ≤ 2C1

xr−β

∫ x

x
2

t−βw(t)dt. (4.20)

Par conséquent de (4.19) et (4.20), on obtient(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

≤C
2
p
−2

1 r−β(1− 1
p) x

p−1

w
1
p (r)

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p

[
2C1

xr−β

∫ x

x
2

t−βw(t)dt

]

=2C
2
p
−1

1

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p xp−2

r−
β
pw

1
p (r)

∫ x

x
2

t−βw(t)dt.

La preuve est complète.

Lemme 15. Soit 0 < p < 1, C2 > 0, w une fonction de poids sur (0,∞), satisfaisant
la condition (4.4). Si f est une fonction Lebesgue mesurable non négative sur (0,∞),
telle que pour presque tout 0 < x <∞ et x

2
< λ < x,

f(x) ≤ C2

x−β−
1

1−p

(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)− 1
p (∫ x

λ

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

, (4.21)

alors, pour tout 0 < y < r <∞

(Pw,βf) (r) ≤

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p

2C
2
p
−p

2

r−
β
pw

1
p (r)

(∫ r

r
2

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

, (4.22)

où Pw,β est l’opérateur de type Hardy défini par

(Pw,βf) (r) =

∫ r

r
2

x−βf(x)w(x)

ψβ(x)
dx,

et 0 < ψβ(x) :=
∫ x
x
2
t−βw(t)dt <∞ pour tout x > 0.

Démonstration. En utilisant la preuve comme dans les lemmes 12 et (4.21), on obtient

x−βf(x)w(x) ≤ pC1−p
2 x

(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

x1−p

[(∫ x

λ

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

]′
.
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En utilisant (4.18), pour 0 < y < x < r, on trouve

x−βf(x)w(x) ≤ pC1−p
2 x

(
2C

2
p
−1

2

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p xp−2

r−
β
pw

1
p (r)

∫ x

x
2

t−βw(t)dt

)

x1−p

[(∫ x

λ

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

]′
,

ainsi

x−βf(x)w(x)∫ x
x
2
t−βw(t)dt

≤

(
2p − 1

p
1

1−p2p

)1− 1
p

2C
2
p
−p

r−
β
pw

1
p (r)

[(∫ x

λ

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

]′
.

En intégrant sur ( r
2
, r), on obtient

∫ r

r
2

x−βf(x)w(x)∫ x
x
2
t−βw(t)dt

dx ≤

(
2p − 1

p
1

1−p2p

)1− 1
p

2C
2
p
−p

2

r−
β
pw

1
p (r)

(∫ r

r
2

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

.

La preuve est complète.

Remarque 4.1.1. Si w satisfait (4.10) et f est une fonction mesurable de Lebesgue
non négative sur (0,∞), telle que pour presque tout 0 < x <∞ et x

2
< λ < x,

f(x) ≥ C7

x−β−
1

1−p

(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)− 1
p (∫ x

λ

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

, (4.23)

où C7 > 0, alors (4.22) est tient dans le sens inverse.

Théorème 4.1.2. Soit 0 < p < 1, C1 > 0, C2 > 0, w une fonction de poids sur
(0,∞), satisfaisant la condition (4.4) et α < −β+1

p
. Si f est une fonction mesurable de

Lebesgue non négative sur (0,∞), satisfaisant (4.21), alors pour tout 0 < y < x < r <
∞

‖rα (Pw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞) ≤
2C1−p

2 C
2
p
−1

1(
−α− β+1

p

) 1
p

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p ∥∥∥yα+1−βp′f(y)

∥∥∥
Lp,w(0,∞)

.

(4.24)
Si w et f satisfont respectivement (4.10), (4.23), alors (4.24) est tient dans le sens
inverse.

Démonstration.

‖rα (Pw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞) =

(∫ ∞
0

rαp (Pw,βf)p (r)w(r)dr

) 1
p

,
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et par (4.22), on a

‖rα (Pw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞)

≤

∫ ∞
0

rαp

( 2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p

2C1−p
2 C

2
p
−1

1

r−
β
pw

1
p (r)

(∫ r

r
2

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

pw(r)dr


1
p

=2C1−p
2 C

2
p
−1

1

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p
(∫ ∞

0

rαp+β

(∫ r

r
2

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

)
dr

) 1
p

≤2C1−p
2 C

2
p
−1

1

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p (∫ ∞

0

rαp+β
(∫ r

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

)
dr

) 1
p

=2C1−p
2 C

2
p
−1

1

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p (∫ ∞

0

(∫ ∞
y

rαp+βdr

)(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

.

Par l’hypothèse α < −β+1
p
, nous avons αp+ β + 1 < 0, donc

‖rα (Pw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞)

≤2C1−p
2 C

2
p
−1

1

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p (∫ ∞

0

(
− yαp+β+1

αp+ β + 1

)
y−βpfp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p

=
2C1−p

2 C
2
p
−1

1

(−αp− β − 1)
1
p

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p (∫ ∞

0

(
yα+1−βp′f(y)

)p
w(y)dy

) 1
p

=
2C1−p

2 C
2
p
−1

1(
−α− β+1

p

) 1
p

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p ∥∥∥yα+1−βp′f(y)

∥∥∥
Lp,w(0,∞)

.

La preuve est complète.

Lemme 16. Soit 0 < p < 1, C1 > 0, w une fonction de poids sur (0,∞), satisfaisant
la condition (4.4), alors pour tout 0 < x < r <∞(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

≤ 2C
2
p
−1

1

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p xp−1

r−
β
p

+1w
1
p (r)

∫ r

r
2

t−βw(t)dt. (4.25)

Démonstration. Pour 0 < t < r <∞, r−βw(r) ≤ C1t
−βw(t), par intégration sur ( r

2
, r),∫ r

r
2

r−βw(r)dt ≤
∫ r

r
2

C1t
−βw(t)dt,

ainsi
w(r) ≤ 2C1

r−β+1

∫ r

r
2

t−βw(t)dt. (4.26)
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Par conséquent par (4.19) et (4.26), on obtient(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

≤C
2
p
−2

1 r−β(1− 1
p) x

p−1

w
1
p (r)

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p

[
2C1

r−β+1

∫ r

r
2

t−βw(t)dt

]

=2C
2
p
−1

1

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p xp−1

r−
β
p

+1w
1
p (r)

∫ r

r
2

t−βw(t)dt.

La preuve est complète.

Lemme 17. Soit 0 < p < 1, C1 > 0, C2 > 0, w une fonction de poids sur (0,∞),
satisfaisant la condition (4.4). Si f est une fonction mesurable de Lebesgue non négative
sur (0,∞), telle que pour presque tout 0 < x <∞ et x

2
< λ < x,

f(x) ≤ C2

x−β

(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)− 1
p (∫ x

λ

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

, (4.27)

alors, pour tout 0 < y < r <∞

(Γw,βf) (r) ≤

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p

2C1−p
2 C

2
p
−1

1

r−
β
p

+1w
1
p (r)

(∫ r

r
2

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

, (4.28)

où Γw,β est l’opérateur pondéré défini par

(Γw,βf) (r) =
1

ϕβ(r)

∫ r

r
2

x−βf(x)w(x)dx,

et 0 < ϕβ(r) :=
∫ r
r
2
t−βw(t)dt <∞ our tout r > 0.

Démonstration. En appliquant (4.27), on a

x−βf(x)w(x) ≤ pC1−p
2

(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

x1−p

[(∫ x

λ

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

]′
.

Par conséquent, de (4.25) il s’ensuit que, pour 0 < y < x < r,

x−βf(x)w(x) ≤ pC1−p
2

(
2C

2
p
−1

1

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p xp−1

r−
β
p

+1w
1
p (r)

∫ r

r
2

t−βw(t)dt

)

x1−p

[(∫ x

λ

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

]′
,
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En intégrant sur ( r
2
, r), il resulte

∫ r

r
2

x−βf(x)w(x)dx ≤

(
2p − 1

p
1

1−p2p

)1− 1
p

2C1−p
2 C

2
p
−1

1

r−
β
p

+1w
1
p (r)

∫ r

r
2

t−βw(t)dt

(∫ r

r
2

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

.

ainsi

1∫ r
r
2
t−βw(t)dt

∫ r

r
2

x−βf(x)w(x)dx ≤

(
2p − 1

p
1

1−p2p

)1− 1
p

2C1−p
2 C

2
p
−1

1

r−
β
p

+1w
1
p (r)

(∫ r

r
2

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

.

La preuve est complète.

Théorème 4.1.3. Soit 0 < p < 1, C1 > 0, C2 > 0, w une fonction de poids sur
(0,∞), satisfaisant la condition (4.4) et α < 1− β+1

p
. Si f est une fonction mesurable

de Lebesgue non négative sur (0,∞), satisfaisant (4.27), alors pour tout 0 < y < x <
r <∞

‖rα (Γw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞) ≤
2C1−p

2 C
2
p
−1

1(
1− α− β+1

p

) 1
p

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p ∥∥∥yα−βp′f(y)

∥∥∥
Lp,w(0,∞)

.

(4.29)
Si w satisfait (4.10) et f est une fonction mesurable de Lebesgue non négative sur
(0,∞), telle que pour presque tout 0 < x <∞ et x

2
< λ < x,

f(x) ≥ C2

x−β

(∫ x

x
2

y−βw(y)yp−1dy

)− 1
p (∫ x

λ

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

, (4.30)

alors (4.28) et (4.29) sont tient dans le sens inverse.

Démonstration.

‖rα (Γw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞) =

(∫ ∞
0

rαp (Γw,βf)p (r)w(r)dr

) 1
p

,
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et par (4.28), on a

‖rα (Γw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞)

≤

∫ ∞
0

rαp

( 2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p

2C1−p
2 C

2
p
−1

1

r−
β
p

+1w
1
p (r)

(∫ r

r
2

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

pw(r)dr


1
p

=2C1−p
2 C

2
p
−1

1

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p
(∫ ∞

0

rαp+β−p

(∫ r

r
2

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

)
dr

) 1
p

≤2C1−p
2 C

2
p
−1

1

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p (∫ ∞

0

rαp+β−p
(∫ r

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

)
dr

) 1
p

=2C1−p
2 C

2
p
−1

1

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p (∫ ∞

0

(∫ ∞
y

rαp+β−pdr

)(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

.

Comme α < 1− β+1
p
, alors αp+ β − p+ 1 < 0, donc

‖rα (Γw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞)

≤2C1−p
2 C

2
p
−1

1

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p (∫ ∞

0

(
− yαp+β−p+1

αp+ β − p+ 1

)
y−βpfp(y)w(y)yp−1dy

) 1
p

=
2C1−p

2 C
2
p
−1

1

(−αp− β + p− 1)
1
p

(
2p − 1

p
1

1−p 2p

)1− 1
p (∫ ∞

0

(
yα−βp

′
f(y)

)p
w(y)dy

) 1
p

=
2C1−p

2 C
2
p
−1

1(
1− α− β+1

p

) 1
p

(
2p − 1

p 2p

)1− 1
p ∥∥∥yα−βp′f(y)

∥∥∥
Lp,w(0,∞)

.

La preuve est complète.

Lemme 18. Soit 0 < p < 1, C > 0, w une fonction de poids sur (0,∞), satisfaisant
la condition (4.4), alors pour tout 0 < x < r <∞(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)1− 1
p

≤ A2x
p−1 1

r1−β
pw

1
p (r)

∫ r

0

t−βw(t)dt. (4.31)

Démonstration. La preuve est similaire à celle du Lemme 11.

Lemme 19. Soit 0 < p < 1, C > 0, A1 > 0, w une fonction de poids sur (0,∞),
satisfaisant la condition (4.4). Si f est une fonction mesurable de Lebesgue non négative
sur (0,∞), telle que pour presque tout 0 < x <∞,

f(x) ≤ A1

x−β

(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)− 1
p
(∫ x

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

, (4.32)
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alors, pour tout r > 0

(Sw,βf) (r) ≤ pA1−p
1 A2

1

r1−β
pw

1
p (r)

(∫ r

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

. (4.33)

Démonstration. La preuve est similaire à celle du Lemme 12.

Nous considérons l’opérateur de type Hardy Sw,β donné par

(Sw,βf) (x) =
1

Wβ(x)

∫ x

0

t−βf(t)w(t)dt,

où 0 < Wβ(x) :=
∫ x

0
t−βw(t)dt < ∞ pour tout x > 0, w(t) est une fonction de poids

sur (0,∞).

Remarque 4.1.2. Si w satisfait (4.10) et f est une fonction mesurable de Lebesgue
non négative sur (0,∞), telle que pour presque tout 0 < x <∞,

f(x) ≥ A1

x−β

(∫ x

0

y−βw(y)yp−1dy

)− 1
p
(∫ x

0

(
y−βf(y)

)p
w(y)yp−1dy

) 1
p

, (4.34)

où A1 > 0, alors (4.33) est vérifier dans le sens inverse.

Théorème 4.1.4. Soit 0 < p < 1, C > 0, A1 > 0, w une fonction de poids sur
(0,∞), satisfaisant la condition (4.4) et α < 1− β+1

p
. Si f est une fonction mesurable

de Lebesgue non négative sur (0,∞), satisfaisant (4.32), alors pour tout r > 0

‖rα (Sw,βf) (r)‖Lp,w(0,∞) ≤ A1−p
1 C

2
p
−1

(
1− α− β + 1

p

)− 1
p ∥∥∥yα−βp′f(y)

∥∥∥
Lp,w(0,∞)

.

(4.35)
Si w et f satisfont respectivement (4.10), (4.34), alors (4.35) tient dans le sens inverse.

Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème 11.

Remarque 4.1.3. En mettant β = 0 dans (4.35), on obtient le théorème 2.1 de [9].



Conclusion

L’inégalité de Hardy joue un rôle crucial en théorie des fonctions quasi-monotones,
fournissant un outil essentiel pour étudier leur croissance asymptotique. Cette inéga-
lité, exprimée par

∫ x
0
f(t) dt ≤ f(x)

2x
, établit une relation profonde entre l’intégrale

d’une fonction et son comportement aux limites. En particulier, pour les fonctions
quasi-monotones, où f(x + y) ≤ f(x) + f(y), cette inégalité renforce la décroissance
contrôlée des fonctions et leur comportement asymptotique. En combinant cela avec
des techniques d’analyse fonctionnelle, on peut mieux appréhender les propriétés de
ces fonctions dans divers contextes mathématiques. Ainsi, l’étude des fonctions quasi-
monotones bénéficie grandement de l’inégalité de Hardy, offrant une perspective plus
profonde sur leur comportement global et leurs implications dans divers domaines ma-
thématiques.
En combinant cela avec des techniques d’analyse fonctionnelle, on peut mieux appré-
hender les propriétés de ces fonctions dans divers contextes mathématiques. Ainsi,
l’étude des fonctions quasi-monotones bénéficie grandement de l’inégalité de Hardy, of-
frant une perspective plus profonde sur leur comportement global et leurs implications
dans divers domaines mathématiques.

La recherche menée dans cette mémoire a permis de démontrer des extensions de
certaines inégalités de Hardy, notamment leur généralisation à différents espaces et
conditions. Cela ouvre la voie à des applications plus larges et à une compréhension
plus fine des phénomènes décrits par ces inégalités. En résumé, l’inégalité de Hardy
et ses extensions constituent un pilier fondamental dans l’étude des fonctions quasi-
monotones et leurs applications en analyse mathématique.
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