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Résumé du mémoire

Introduction :

Les inégalités de Hardy sont des éléments fondamentaux de I’analyse mathématique
moderne. Leur importance dépasse les résultats théoriques, car elles ont des applica-
tions concrétes dans divers domaines comme la physique mathématique, la théorie du
controle et la théorie de I'approximation. Ces inégalités offrent des informations cru-
ciales sur le comportement des fonctions intégrables, rendant ces outils indispensables
pour les mathématiciens et les chercheurs.

Objectif : L’objectif de ce travail est de présenter quelques résultats sur I'inégalité
intégrale de Hardy.

Structure : Le mémoire est divisée en quatre chapitres :
Chapitre 1 : Définitions, théorémes et inégalités intégrales (Holder, Minkowski,
Hilbert) dans 'espace de Lebesgue classique L,,.

Chapitre 2 : Inégalités classiques de Hardy.
(Présentation des inégalités classiques de Hardy)

Chapitre 3 : Extension des inégalités intégrales définies sur (0;00) & Ret R™ et
généralisation de certaines inégalités intégrales.

Chapitre 4 : Inégalités intégrales pour les fonctions quasi-monotones dans les es-
paces de Lebesgue pondérés.

Historique et Formulation des Inégalités de Hardy :
Au début du vingtieme siécle, Hardy a prouvé des inégalités fondamentales qui ont
été généralisées par la suite.

Par exemple, pour p > 1, si f? € L'(0,00) et F(z) := [ f(t)dt avec f(x) > 0,
alors I'inégalité suivante est satisfaite :

I <¥)pda: < (%)pfooo(f(a:))pdx, ot la constante (%)p est optimale.

Conclusion

Les inégalités de Hardy et leurs extensions jouent un role crucial dans ’analyse ma-
thématique, permettant de comprendre et de résoudre des problémes complexes dans
divers domaines scientifiques. Cette mémoire présente une exploration approfondie de
ces inégalités, fournissant ainsi une base solide pour des recherches futures et des ap-
plications pratiques.



Introduction

Les inégalités de Hardy représentent des piliers fondamentaux de l’analyse ma-
thématique moderne. Leurs importance s’étend bien au-dela des résultats théoriques,
car ils trouvent des applications concretes dans de nombreux domaines, tels que la
physique mathématique, la théorie du controle, la théorie de 'approximation et bien
d’autres. Leur capacité a fournir des informations cruciales sur le comportement des
fonctions intégrables fait d’elles des outils indispensables pour les mathématiciens et
les chercheurs dans diverses disciplines. En continuant & explorer et & comprendre ces
inégalités, nous approfondissons notre compréhension des structures sous-jacentes des
systéemes mathématiques, ouvrant ainsi la voie a de nouvelles découvertes et avancées
dans le vaste domaine de I’analyse mathématique.

L’objectif de travail est de donner quelques résultats concernant 1'inégalité intégrale
de Hardy

-Cet mémoire est divisé en quatres chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne des définitions, des théorémes, et des inégalités
intégrales (Holder, Minkowski, Hilbert) dans I'espace de Lebesgue classique L”. Dans le
deuxiéme chapitre, on considéré les inégalités classiques de Hardy, et dans le troisiéme
chapitre on se propose d’étendre les inégalité intégrale que sont définis dans (0.00) & R et
R"™ et généralisé avec quelques inégalités intégrales, et dans le quatriéme chapitre nous
en discuterons sur quelques inégalités intégrales pour les fonctions quasi-monotones
dans les espaces de Lebesgue pondérés.

Au début du vingtiéme siécle, dans [1] Hardy a prouvé 'inégalité suivante

Sip>1, ffe Ll(O,oo) et

F(z) := /Oz f(t)dt, avec f(x)>0,

alors,
o) F(:L’))p ( P )P/oo
dr < | — f(x))Pdz, 1
| (% 2 [Tuw )
p .
avec f # 0. La constante Z%) est optimale, et pour

F(z) := /OO f@t)ydt, avec f(x)>0,
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o | @y <y [“@rp, )

avec f # 0. La constante pP est optimale.
En outre, en 1928 Hardy a prouvé une forme généralisée de (1) et (2) a savoir que
Soient p > 1, aa# 1 et

0< / Tt (t))Pdt < oo,
0
F(z) une fonction définie par :

F(:):):/Oxf(t)dt, sioa>1; F(x):/oof(t)dt, sioa<l,

/0 () dr < <L>p /O T @), (3)

o — 1]

alors

Ainsi Hardy a fait remarquer que si « et F'(z) satisfont aux conditions précédentes
mais 0 < p < 1, alors

/0 )y > ( b )p /0 T @), (4)

oo — 1




Chapitre 1

Préliminaires et notations

1.1 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Existe-t-il une application A, définie sur tout P(R) et a valeurs dans R, t.q. I'image
par A d’'un intervalle de R soit la longueur de cet intervalle. Le théoréme suivant donne
I’existence d’une telle application définie seulement sur la tribu des boréliens de R,
notée B(R). Cette application s’appelle la mesure de Lebesgue.

Théoréme 1.1.1. (Carathéodory) Il existe une et une seule mesure sur B(R), notée
A\ et appelée mesure de Lebesque sur les boréliens, t.q. A(|a,b]) = b — a, pour tout
(a,b) ER? t.q. —00 < a < b < +00.

Soit A C R. On définitA\* A par :

n

NA= inf > I(A), (1.1)

(Ai)ien€EA “—
i=1

ol E,4 est l'ensemble des familles dénombrables d’intervalles ouverts dont 1'union
contient A, [(A;) représente la longueur de l'intervalle A;.

Remarque 1.1.1. L’application \* définie de P(R) dans R n’est pas o-additive (ce
n'est donc pas une mesure). Par contre la restriction de \* a B(R) est une mesure,
qu’on note A\, mesure de Lebesgue.

Définition 1.1.1. Soit A € P(R). On pose

AA = inf {Zl([n); (In)nen € EA} )

neN

avec B4 = {(]n)neN; I, = (ap,b,), —00 <a, <b, <400, Vn e N, A C U]n},
neN
etl(l)=b—asil = (a,b), —co<a<b<l.
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1.2 Fonction mesurable

Définition 1.2.1. Soient (E,T) un espace mesurable et F' un ensemble muni d’une to-
pologie. Une fonction f, définie de E dans F, est une fonction T-mesurable si f~1(A) €

T, pour tout A € B(F). (Ce qui est équivalent & dire que la tribu f~Y(B(F)) =
{f~YB), B € B(F)} estincluse dans T ou encore que la tribu Ty = {B € P(F), f~Y(B) € T}
contient B(F').

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Fubini). Soient E un ensemble mesurable de R"
et FF'C R™ (un ensemble mesurable) et la fonction f(x,y) intégrable sur E x F. Alors
pour presque tous Les x € E, f(z,y) est intégrable sur F', pour presque tous les y €
F, f(x,y) est intégrable sur E et

[ ftegdsdy = [ ( / f(:c,y)dy> w- [ ( / f(x,y)dx) B (1)

Prewve : Voir [4], [8].

Remarque 1.2.1. 5@ f n’est pas intégrable sur E X F, alors les intégrales itérées
peuvent ne pas exister ou exister et étre différentes.

Preuve : Voir [5].

1.3 Espaces L, et L,

Définition 1.3.1 (Les espaces L,). Sotent (E,T, m) un espace mesuré, 1 < p < 400
et f une fonction définie de E dans R, mesurable.

1. On dit que f € L, = LY(E,T,m) si [,|f[" dm < 4oco. On pose alors

1Al = ( / !f|”dm)p,

La fonction |-, : L,(E) — R définie par :

1AL, = 1l = ( [ dm)p |

est non négative et défini semi norme. La fonction identiquement nulle n’est pas
la seule a satisfaire ||f|, = 0, et donc |-||, n'est pas une norme dans le sens
habituel du terme et par conséquent c’est une semi-norme sur L,(E). C’est a
dire :

Ifll,=0=f=0(pp)

2. On dit que f n’appartient pas a L, si [ |f|" dm = oo et on pose alors | f]l, = oo.
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Définition 1.3.2 (Les espaces L, ). Soient (E, T, m) un espace mesuré, 1 < p < 400
et f une fonction définie de E dans R, mesurable.
1. On définit lespace L (E,T,m) comme l’ensemble des classes d’équivalence des
fonctions de L, pour la relation d’équivalence (= p.p). En l'absence d’ambiguité
on notera L, lespace LY (E, T, m).
2. Soit F' € Ly(E,T,m). On pose |F||,=|fll, si f € F.

1.4 Espace de Lebesgue

Définition 1.4.1. Soit E C R", un ensemble mesurable avec 0 < p < oo et soit
f:E—C. Ondit que f € L,(E) si
(1) f est mesurable sur E.

1
) £l ) = ([ [ £ d) " <
Exemple 1.1. Soit
. ]_, st x € E1
f(z) —{ —1, si z€E/E.
Avec Ey C E, Ey non mesurable, alors :
(1) n’est pas vérifiée.
1
(2) Wl ) = ([pda)? =|E|>. Donc f ¢ Ly(E).
Définition 1.4.2. Soit E C R", un ensemble mesurable et soit f : E — C. On dit que
f € Loo(E) si
(1) f est mesurable sur E.
2) 1.y = supvrais £ ()] = infsup ()] < oc.
xe

zeFE

=

Définition 1.4.3. Soit w une fonction de poids (une fonction positive mesurable) sur
E. Pour 0 < p < oo l’espace L, .,(E) est l’espace des fonctions mesurables sur E telles
que,

||f||pr </ |f(x d:v) < 00, pour 0 <p < o0,

et
11y = Sup |f(2)|w(z) < oc.

e L’opérateur usuel de Hardy H (de la moyenne) défini sur Lp(0, 00) par

= [ 1w

e L’opérateur de Hardy généralisé noté H,, défini sur 'espace L, (0, 00) par

(Haf) ()= g5 | Fots,

ou 0 < W(r) := [ w(t)dt < oo pour tout r > 0.
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e L’opérateur de Hardy dans R", noté H,, défini sur L,(R™) par

(7)) = 5 [ s

ou B, désigne la boule de centre zéro et de rayon r > 0 dans R™ et |B,| sa

mesure. N

Rappelons que |B,| = r"v,, ou v, = F(TH) est le volume de la boule unité,
3

[ étant la fonction d’Euler définie pour = > 0 par I'(x fo t*“le=2dt, on a

I'(3)=yret(z+1)=al(x).
Lemme 1 (Inégalité de Young). Soient a,b € Ry et p,q € (1,400) t.q. ]lj + % =1.
Alors :
a? bl
ab < — + —
p q

Lemme 2 (Inégalité de Holder). Soient (E,T,m) un espace mesuré et p,q €
(1,400) t.q. 217 + % =1. 8 fe L,(F) etge L,E), alors fg € Li(E) et

1Fglly < A1, - Mlgllg -

Lemme 3 (Inégalité de Minkowski). Soient (E,T,m) un espace mesuré.
Sil<p<oo, f,g€ Ly(E), alors f + g € L,(E) et

LF+gll, <A1, + gl -
Si0<p<l, f,ge L,(E), alors f+g € L,(E) et

1_
If +gll, < 227 L£1, + llgll, -



Chapitre 2

Inégalités classiques de Hardy

Dans l'inégalité de Holder, souvent on souleve la question suivante :
A quelle condition les deux membres de 'inégalité citée sont éguaux?. Chose qu’on
éclaircit a ’aide du théoréme suivant :

Théoréme 2.0.1. Soit l'inégalité de Holder ( en détails voir I'annexe),

1fg

L < HfHLp/(M)HgHLM(im)a (21>

ou l% + % =1).
Dans (2.1) il y’a égalité, si et seulement si existent les constantes A > 0 et B >
0, A2 4 B2 £ 0 telles que,

A-|f(@)" =B |g(@)[" p.p sur (2.2)

1. a) Si la condition (2.1) est vérifiée et A = 0, alors g(x) ~ 0 sur Q et les deux
membres de (2.1) sont nuls. D’une maniére analogue on raisonne si B = 0.
b) Soit dans (2.2) A >0 et B >0, alors

1/p
sl =Cli@r, o o= (),

et chacun des deux membres de (1.15) est égal a || f||%, e
P

2. On suppose qu’il existe un sou-ensemble E C 2, mes E > 0 et pour lequel (2.2)
n’est pas vérifiée.

On pose
f@
||f”Lp(Q)

et G(z)= LI),
19112, 0

on obtient

[F(z)]” # |G(2), Ve e B,

12
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et d’aprés l'inégalité de Young

F@P | G

Fle)- Gl < =00 4+ F

, Vo e, (2.3)

sur E (2.3) est stricte.

Lemme 4. Si les fonctions f et g a valeurs réelles sont intégrables sur un ensemble
mesurable Q et f(z) < g(x), p.p, alors

/Q f(#)de < / g(w)de,

si f(x) < g(x) sur le sous-ensemble E avec mes(E) > 0, alors

/Qf(x)dx</ﬂg(x)dx.

Par application du lemme on obtient

1 1 /
/ |F(z) - G(z)|dz < —/ |F(z)Pdx + —// |G(z)Pde =1
Q pJa P Ja
d’ot on déduit que l'inégalité dans (2.1) est stricte.
Pour 0 <p <1 et p=o00, on raisonne de la méme maniere.

Les Théorémes 2.1,2.2,2.3 et 2.4 et leurs preuves figurent dans [1].

Théoréme 2.0.2. Soient p > 1, f(x) >0, f € Lyoa), * >0 et fP € Ly F(2)
une fonction définie par :

F(z) = /OI f®)dt, x >0,

/Ooo (&W < (Zﬁ) / Uy, (2.4)

p .
avec f # 0. La constante (;%1) est optimale.

alors,

Pour la preuve on utilise le lemme suivant.

Lemme 5. Sip > 1, f € Ly, Va>x et

F(z) = / o

alors, F(x) = o(zi), pour x suffisamment petit.
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Démonstration. D’aprés 'inégalité de Holder,

< [“ora( [ dt)p_l — ot [y,

d'ot F(xz) =0 (:z:%) O

Démonstration. Du théoréme 2.0.2. Si0 < & <n, on a

[ ity [ ()

ST M) p T s e o
= T e [y e

D’aprés le lemme 11 E17PFP(€) — 0, quandf? est intégrable et £ — 0, d’ou
" (F(x)\" p [T (F@)\""
[ (52) e () o
o L E@Y LV epan)’
<t (57) o (fuere)

/077 (#)pdlﬁ : z% {/077 (@)pdx}; (/On(f(fv))pdxy : (2.5)

Si f(x) est non nulle sur (0,7), le membre gauche de (2.5) est strictement positif, d’ot

de (2.5) on déduit
/On (@)pdx < (%)p/on(f(w))pd‘”v (2.6)

quand 7 —> oo on obtient (2.4), sauf que < est remplacé par <. En particulier,
I'intégrale du membre gauche de (2.4) est fini. Par conséquent, toutes les intégrales
dans (2.5) sont finies lorsque 1 tend vers oo et

/0°° (Ff))pdx : z& {/ooo (F;x))pdx}; (/Ooo(f(x))pdx);, (2.7)

n

donc

dans (2.7) le signe < peut étre remplacé par <, a moins que =z ?(F(x))? et (f(z))
soient effectivement proportionnelles. Ceci transformerait f(x) en une puissence de z,
alors [°(f(z))Pdx serait divergente. Alors si f est non nulle, on déduit de (2.7)

[T (52 ar< (25) [ oy
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p
Pour démontrer que la constante <]%> est optimale, on considére la fonction f.(z), 0 <
e < (p—1)/p définie par :

f(a) = { 0,_6_l size (0;1)

x T, six € [l;00)

/e o 1
[ (e [ roa) L "

00 » B i
|-

Si la constante (p_ ) dans (2.4) n’est pas optimale, alors, il existe une constante
p

on trouve que

K, avec K < (p—) telle que (2.4) reste valable si 'on remplace <p%> par K. En

/O N (m /0 ) ﬂ(t)dt)pdx <K /O (L,

particulier, on a

et puis
1 1
P < K_7
ep(—e—1+1) e
p
il s’ensuit que (ﬁ) < K, quand ¢ — 0. De cette contradiction on déduit que
P
<%1> est la constante optimale dans (2.4). =
p

Théoréme 2.0.3. Soient p > 1, f(x) > 0 et fP € Liooc), [(Z) € Lp@,c)- F(x) une

fonction définie par :
:/ ft)dt,z > 0,

| @y <p [Carwya,

avec f # 0. La constante pP est optimale.

alors

Démonstration. La preuve est analogue au théoréme 2.0.2. O]

Théoréme 2.0.4. Soient p > 1, a # 1, 0 < [Tt (tf(t))Pdt < oo et F(x) une

fonction définie par :
/f t)dt, (a > 1); /f t)dt, (a < 1),
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/OOO T FP(2)da < <‘a€ 1’)1’/000 I (2.8)

Pour la démonstration on utilise le lemme suivant

alors

Lemme 6. Soient p > 1 et K(z,y) > 0 une fonction homogéne de degré —1 telle que

/ K (z, 1)z~ Pdx =/ K(1,y)y "dy =k,
0 0

alors

/0 i /0 " K(e.w)2)o(y)dady < k ( /0 Oo(f(x))“dx) " ( /0 Oo(g(y))pldy> " . (29)

avec f#0 ou g =0, si K(x,y) est positive.

/ dy (/ K(y)f dx) < kp/ooo(f(x))pdx, (2.10)

avec [ # 0, si K(x,y) est positive,

/ dm (/ K(w.y)g y> <K /Ooo(g(y))p'dy, (2.11)

avec g # 0, si K(x,y) est positive.

Démonstration. Maintenant on passe a la preuve du théoréme 2.0.4. On prend

K(r,y) =L, siz<y
(x,y) =0, siz >y

Pour7°<— On a

[e’s) 1
k= / TPy = / VP dy = L
0 0 p—pr—1

Dans ce cas les inégalités (2.10) et (2.11) donnent

/OOO yrtr =y (/Oy x_rf(ﬂv)d:n)pdy < (ﬁ)p/om(f(x))pdx, (2.12)

/0°° o (/:" yr_lg(y)dy)p dr < <]$)p /Ooo(g(y))”/dy' (2.13)

et
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Définition 2.0.4. Une fonction M(x,y) est appelée homogéne de degré s si :
Vk > 0; M(z,y) = k°M(z,y).
En changeant la notation dans (2.12) et (2.13). Pour cela on pose
hz) = 577 f(z) et p(r — 1) = —a,

puisque r < 1/p" alors, a« =p(1 —7r) >p(1 —1/p') > 1 et (2.12) devient

[ ([ o) s () [ o

D’une maniére analogue on pose

H(y) =y 'g(y) et r'p' = a,

donc on a oo =rp’ < 1(carr < 1/p') et (2.13) devient

/0°° v (/:o H(y)dy)p/ dx < (1 ﬁ'a)p/ /OOO " (yH (y))" dy, (2.15)

p v ¥
p—pr—1 1—rp 1—a

Donc de (2.14) et (2.15), on obtient

() < L ’ T )t
0 o — 1| 0

F(a) = / " F(tydt, (o> 1); F(x) = / " F)de, (o < 1),

car

pour p > 1 et

d’ou l'inégalité (2.8). O

L’inégalité classique de Hardy pour les quasi-normes, est exprimée a 1’aide du théo-
réme suivant.

Théoréme 2.0.5. Soient 0 <p <1, a # 1, 0 < [[Tt7*(tf(t))Pdt < oo et F(x) une
fonction définie par :

Fa)= [f0d >0 Fla)= [ fod @<

)y > P ’ T @)t
0 la—1[/) Jo

alors,
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On obtient le méme resultat en changeant le signe dans les inégalitées (2.9), (2.10)
et (2.11) et on considére la fonction elle méme. Dans ce qui suit on se propose de donner
d’autres démonstrations des inégalités classiques de Hardy.

On considére la fonction f a une seule variable définie sur (0, c0). Considérons les
deux opérateurs H; et Hy définis de la maniére suivante :

) (@) = 1 [ i > o

(C’est la valeur moyenne de f sur lintervalle (0;z) ) et

() @) =5 [ )y >0

Théoréme 2.0.6. Soient 1 < p < oo, %—l—% =1, f(x) >0, x“f(xz) mesurable sur
(0,00) x (0,1) et x*f(xz) € Lpo,00) pour presque tous les z € (0,1), alors

o () Dl < (3 0) @y st a< s (216)

et
(e 1 - @ - 1
la® (Baf) ()]l < (a—;) 7 f @)y, 51 @> 0 (207)

-1 -1
avec (% - a) et (a - }%) , sont les constantes optimales dans (2.16) et (2.17) (i.e.
les plus petites possibles ).

Le calcul de la constante dans (2.16) :
On suppose qu’il existe une constante A > 0 telle que;

o (L) @), ey < Al @l

ce qui implique
|z (Hyf) ()
[z f ()

On considére la fonction f., € > 0 définie par :

|
oo < 4, (2.18)
HLP{O;OO)

1, size (0;1)
14 .
P, siz e [l;00)
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fe(x) est une fonction intégrable sur I'intervalle (0,1) et aussi sur [1,00), alors on a :

o ! a— > a— ’ T+e %
|| (Hlfe)(x)HLp(o):):</0 2 1)p+de—|—/l le=Dp /0 y— 5 dy dm)

(a l)px ap—(1+€)+

3=

1

(o
ap+1 1 <_ —1+6+1>

E

1 n 1
ap +1 e(—a—&—l—ly
P

d’autre part

=

1 0o -
”xafﬁ(x)”Lu(a;) = </ % dr +/ xa#x—ap—(1+e)dx)
0 1
< 1 1)
= _|_ —
ap+1 €

. p . N . ” oy, .
on sait que le nombre [ﬁ + %] est non nul, dans ce cas on peut revenir a l'inégalité

D=

=

(2.18) comme suit.

1 1 g
xz* (H x (aerl + e(—a—1tt41 p)
” (a 1f)( )HLp(O,oo) <Ao ( P I) <A
||I f(l’)HLp{(i)oo) ( 1 + %>p

c’est a dire

—
m
|
Q
|
+)—‘
-
S
3=

ap+1 (—a—ﬁ—&-l)p

-1
quand € — 0, on trouve (—04 + #) < A. Alors, (17 - a) est la constante optimale

dans (2.15).
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Le calcul de la constante dans (2.16) : Soit la constante B > 0 telle que
o (Hof) @), ., < Bla®F @)y,

considérons la fonction f., ¢ > 0 définie par :

o, size (0:1)
Jelw) = { 0, siz € (1;00)

On a
e (Hafe) @)l ., < Bllafel@)l,, -

D’apréés des calculs analogues aux précédents, on obtient

|lz® (Ha fe) ($)|’Lp(0,oo) = (%) ’ (a - }% — ;) )

car
‘ 1 €

1 €
pour—a+5—|—5<Oet

d’ott 'on déduit que

alors .
] _
(a ——+ E) < B,

pour € — 0, on conclut

-1
Ce qui fait que (oz - 1%) est la constante optimale dans (2.16).

Théoréme 2.0.7. Pour 1 < p < oo, % + % =1, 2°f(z) € Lyo,00), il n'eriste pas de
A > 0 telles que les inégalités suivantes soient vérifiées :
(2.19)

AV
D | =

2 (HL ) (@) ] 0000y < AN F @, 0 81 @

et
(2.20)

Q
(VAN
SRR

la* (o) (@)l 00y < Al F@),, o si
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Démonstration. La démonstration comprend deux parties :
i. Soient 1 < p < o0, }D—l—i:l.

1. Sia> z% et @s(z), 0 > 0 une fonction définie par :

L+d

ps(w) = =P x(1, 00)(x),

oll X(1,00) st la fonction caractéristique de I'intervale (1,00). Alors pour
x> 2

(Higs) () = 1 [ eston

- l/ o s &
T J; x
oi Cy = [Ft77 dt.

Comme o > 1/p', on a ap — p > —1 et alors
1
o 1

En vertu de I'inégalité (1) on déduit que

|2 (H1;j) (x)||Lp{O - 2 Ch (/ ;paﬁ—pdx> = 00,
’ 1

donc on conclut que 'inégalité (2.19) n’a pas lieu.

2. Sia< Il) et ¥s(z), § > 0 une fonction définie par :

L—d

Ys(z) =27 F Xx01)(7),

alors a + (1 —¢)/p < 1 et quand 0 < z < 1/2, on a

wwwmzi/y*<wwz—n

x
o Cy = f11/2 y_o‘_(%)dy. Donc quand o < 1/p' on a ap — p < —1, alors

_1
la®ss @)l . =077 < oo

d’autre part on a

3=

1/2
[ (Hats) ()Ml ., = Co </ wap_pd$> = o0,
' 0

donc on conclut que I'inégalité (2.20) n’a pas lieu.
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71. Si p = 0o, d’'une maniére analogue on prouve qu’il n’existe pas des constantes
A > 0et B> 0 telles que les inégalités suivantes soient vérifiées :

[% (Hvf) () < Az f(x)

”Loom;oo) =

[ (Hof) ()], < Bllz"f(x)

00(0,00) ||L00<tv°°) )

120,00

]

Définition 2.0.5. Soient 1 < p < oo, a € R, l'espace Lpqo,) est l'espace de toutes
les fonctions mesurables sur (0,00) telles que ;

HfHLP(o,oo) = |’xof(x)HLP(O,oo) < 0.

Soit 0 < a < b < 0o, on pose

bx
(H3f) (v) = i f(y)dy,Vx > 0.

a

2.1 Nouveau type de I’inégalité intégrale de Hardy(p <
0)

Les enoncés des théorémes suivants et leurs preuves ont fait ’objet de la publication
de Bicheng Yang ( voir [3]). Ensuite des inégalités analogues a celles de 'auteur de la
publication, de plus ces derniéres ont été étendues a R™. On sait que si p > 1 et
0< [Tt (tf(t))Pdt < co on a l'inégalité suivante

/OOO x "FP(x)dx < ( P )p/ooo T f ()Pt (2.21)

r =1

o
ol la constante (ﬁ) est optimale.
On considére une nouvelle inégalité intégrale du type de Hardy, pour p < 0 avec

une constante optimale.
Théoréme 2.1.1. Sip <0, r#1, f(t)>0e0< [Tt (tf()Pdt < oo, F(z)

une fonction définie par :

F(x):/oxf(t)dt, (r<1), F(x):/oof(t)dt, (r> 1),

alors, on a

/Ooo v FP(z)dxr < (__p)p/OOO (L (1)t (2.22)

r =1

p
ot le facteur (|Tipl|) est la constante optimale.
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Pour la démontration, nous avons besoin de ce type d’inégalité intégrale de Holder.

Proposition 2.1. Sip <0, % + % =1, f(t), g(t) >0 et

(/E’f(t)\pdt)é<oo, (/E|g(t)|th>é<oo’

| sgtoie= ([ f”(t)dt>; (f gq<t>dt)é | (2.23)

On a une égalité si et seulement s’il existe des constantes c et d, telles quelles ne
sotent pas nulles simultanément et

alors

cfP(t) =dg?(t), dansE.

Lemme 7. Sip <0, r<1, f(t)>0et0< [Zt"(tf(t))Pdt < oo, alors

[ ([som) e (F2g) [Teenora e

ot le facteur (r%l)“ est la constante optimale. En particulier,

(1) pour =0, on a

/ooo (/ / <t>df)pdx < (-py / sy (2.25)

1) pour r = on a
(i) p P,

/00" <W)pd“‘ < (]%)p/ooo fr(t)dt, (2.26)

(1ii) pourr=1+p, on a

[ (m)d < [ e (2.27)

0

ou les facteurs dans les inégalités (2.25), (2.26) et (2.27) sont les constantes optimales.

Lemme 8. Sip <0, r>1, f(t) >0 et 0< [Zt(tf(t))Pdt < oo, alors

[ (o) are (G2 [ wora: e

ou le facteur (%)p est la constante optimale. En particulier,
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(1) pourr =2, on a

/000 2 (/:O f(t)dt>pdx < (—p)? /OOO =2 7 (1) dt, (2.29)

) pourr=1— on a
(i) p P,

/OOO op1 </OO f(t)dt)p dz < /OOo 21 fP(t)dt, (2.:30)

ot les facteurs dans les inégalités (2.29) et (2.30) sont les constantes optimales.
Théoréme 2.1.2. Soient p < 0, a # 1 —p, f(t) >0 et 0 < [Zt7(f(t))Pdt < oo,
alors

1. sta<l—p

/OOO = (Hof) (x)de < (L)p/ooo £ (F(2))Pdt, (2.31)

a+p—1

ot le facteur <a+’;_1>p est la constante optimale et (H, f) (z) = [ f(t)dt

2. sta>1—p

/0 e (Hf) (1) < (—_p)p /Ooo FefOPdL (232)

a+p—1

ot le facteur (a;ﬁl)p est la constante optimale et (Hof) (z) =1 [ f(t)dt.



Chapitre 3

Extension de certaines inégalités de
Hardy

On se propose d’étendre les inégalités (2.16) et (2.17) qui sont définis dans (0, co)
a R et R”. Jusqu’a présent on a considéré les inégalités de Hardy pour 1 < p < oo,
dans la deuxiéme partie de ce chapitre on aborde les analogues de (2.16) et (2.17) pour
0<p<l.

3.1 Extension a R

On pose N
(fus) (@) =5 | s

et
1

(af) @) =5 | Fw)dy.
2 Jiyjza
Soient 1 < p < oo, % + 7% =1, 2 f(xz) mesurable sur R x (=1,1) et 2® f(z2) € Ly
pour presque tous les z € (—1, 1), alors
1. Sia< ]%, on a

|l (mr) @), < (5 - a)_l Izl F @)l

ii. Sia> <+ ona
=p

1

12l (or) @) < (a - 5) Izl F @)l

Lpw)

25
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3.2 Extension a R"

Soient x € R*, r = |z] > 0, B, = {yeR"; |y|<r}, 1 < p < oo, f(z) une

fonction mesurable sur B,.. Considérons les deux opérateures suivants :

f) @)= —— [ fwdy,
mes(B,) Jp,

et
1

Hyf ) () = ——— f(y)dy.
mes(B,) Jr s,

Théoréme 3.2.1. Soient 1 < p < oo, %—i—l% =1et f(r,&) € Lys
la sphere unité dans R™ |, alors
1. Sia< ﬁ

n71)7

|21 (:£) ()]

1 o\
<(5-2) Mol F@ls, g,

Lygn) P n
w. Sta>2
p
ek () @) < (2-2) hatesl
xr xr —_— — X X .
i Lygry — \T D' Eoem)

3.3 Inégalités de Hardy pour les quasi-normes

ou S,_1 désigne

Pour les quasi-normes dans L,(0 < p < 1) les inégalités (2.16) et (2.17) ne sont plus
valables pour les fonctions seulement mesurables. Pour obtenir I’analogue de (2.16) et
(2.17) on peut considérer la classe des fonctions monotones. C’est ce qui est exprimé

dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1. :

1. Sotent 0 < p < 1, }D—i— % =1 a< }D, f(z) > 0 une fonction monotone définie

sur (0,00), alors, il existe une constante C' > 0 telle que :

[ (H1f) () SOl f ()

||Lp(0700 ||Lp(Q,oo) :

1

1. Sotent 0 < p < 1, %—kl% =1, a > > f(z) > 0 une fonction décroissante

définie sur (0,00), alors, il éxiste une constante C" > 0 telle que :

[+ (Haf) () < C'lat f(=)

HLp(o;oo) - HLp(o,oo) )
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3.4 Nouveau type de 'inégalité intégrale de Hardy(p<0)

Les enoncés des théorémes suivants et leurs preuves ont fait I'objet de la publication
de Bicheng Yang ( voir [3]). Ensuite on aborde des inégalités analogues a celles de
I’auteur de la publication, de plus ces derniares ont été étendues a R™. On sait que si
p>1let0< [Tt (tf(t))Pdt < oo on a linégalité suivante

/0°° oy < (|7“ . 1|)p /OOO E(Lf (), (3.3)

m
ou la constante (ﬁ) est optimale. Dans cette partie on considére une nouvelle

inégalité intégrale du type de Hardy, c’est-a-dire ’analogue de (3.3) pour p < 0 avec
une constante optimale.

Théoréme 3.4.1. Sip <0, r#1, f(t)>0et0< [Tt (tf()Pdt < oo, F(x)
une fonction définie par :

Flz) = /Oxf(t)dt, (r<l), F) = /OO FOdt (> 1),

alors, on a

/OOO v FP(z)dxr < (__p)p/ooo (L (1)t (3.4)

r =1

p
ot le facteur (ﬁ) est la constante optimale.

Pour la démontration le, nous avons besoin de ce type d’inégalité intégrale de Hol-
der.

Proposition 3.1. Sip <0, = + % =1, f(t), g(t) >0 et f € Lyp), 9 € Ly, alors

1
p

/E F(B)g(t)dt > ( /E fp(t)dt>; ( /E gq(t)dt>é. (3.5)

On a une égalité si et seulement s’il existe des constantes c et d, telles quelles ne
sotent pas nulles simultanément et

cfP(t) =dg?(t), dans E.

Lemme 9. Sip <0, r<1, f(t)>0et0< [Zt"(tf(t))Pdt < oo, alors

[ ([ o) oo () [ eesora 6o

o€ le facteur (%)“ est la constante optimale.

En particulier,
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/Ooo </Oz f(t)dt)pdx < (=p)P /Ooo(tf(t))pdt, (3.7)

. pourr =mp, on a

/ooo (W)pd‘” < (ﬁ)p/ooo ), (3.8)

iii. pourr=14p, on a

[ (O e [“opn. o

0

1. pourr =0, on a

ot les facteurs dans les inégalités (3.7), (3.8) et (3.9) sont les constantes optimales.
Lemme 10. Sip <0, r>1, f(t) >0 et 0 < [“¢"(tf(t))Pdt < oo, alors

/ooo a (/m / @)dt)pdl‘ < (1 - ) /0 ), (3.10)

ot le facteur (%)p est la constante optimale.

En particulier,
1. pourr =2, ona

/OOO 2 </:<> f(t)dt>pdx < (=p)? /Ooo =2 P (1) dt, (3.11)

1. pourr=1—p, on a

/OOO 2Pl (/:O f(t)dt)pdgj < /OOO £20=1 2 (4)dt, (3.12)

ot les facteurs dans les inégalités (3.11) et (3.12) sont les constantes optimales.

Dans ce qui suit on établi I'analogue de (3.6) et (3.10). Il s’avére que la seule
difference est le changement du paramétre r dans la constante, c’est-a-dire a la place
de r apparait o + p.

Théoréme 3.4.2. Soient p < 0, a # 1 —p, f(t) > 0 et 0 < [[7t7*(f(t))Pdt < oo,
alors

1. sia<l—p

/0 T () (@)de < (L)p /Ooo FefOPd. (313)

a+p—1

ot le facteur (#})_IY est la constante optimale et (Hyf) (z) = < [ f(t)dt,

2. sta>1—p

/OOO v (Ho f) (2)dz < (—_P)p/ooo efOPd. (3.14)

at+p—1

ot le facteur (a%{l)p est la constante optimale et (Hof) (z) =1 [ f(t)dt.
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3.4.1 Extension de quelques inégalités a R”

Théoréme 3.4.3. Soient p < 0, o # n(l —p), f(t) > 0 et [o, x| “(f(z))dz <
00, f(r,§) € Lys,_,), ot Sp—1 désigne la sphére unité dans R™ | alors
i. St <n(l—p)

/n 2| (f]lf)p(x)dx < (#i_n)p/n | (f(2))P e, (3.15)

o (1) (@) = ey S, F0),
it. Sia>n(l—p)

[ el (ﬁzf)”(x)dx < (_—"p))p/w/& | (f(2)) dz.  (3.16)

a+n(p—1

ol (FI2 f) () = gy Jon s, (DL,



Chapitre 4

Quelques Inégalités intégrales pour les
fonctions quasi-monotone dans les
espaces de Lebesgue pondérés

Il est bien connu que pour les espaces L, avec 0 < p < 1, l'inégalité de Hardy
est non satisfaite pour les fonctions mesurables arbitraires non négatives, mais elle est
satisfait pour les fonctions non négatives non croissantes (voir 3] pour plus de détails).

Dans [4] 'inégalité de type Hardy pour 0 < p < 1 a été prouvée sous des hypothéses
plus faibles sur f mais toujours de type monotonie. Le résultat a été prouvé pour la
variante & n-dimensions de 'opérateur de Hardy, a savoir pour l'opérateur H défini
pour toutes les fonctions f € L'°(R"™) par

1

(HNW) = —

fly)dy, 0<t< oo,

ou B; est la boule de centre 0 et de rayon t et v,, est le volume de la boule unité en R".

Théoréme 4.0.4. Soient0 <p <1, a< n—]lJ et M > 0. De plus, soit f une fonction

non-négative mesurable sur R™ telle que Hf(x)]xﬁHLp(BT) < oo et

<M H y 4.1
@ oy < M| @], (@)
pour tout r > 0, avec p' = ﬁ.
Alors B
17 H D 0000 < N || F@l*5 (42)
ou )
N=uv((n—a)p—1)"+?M. (4.3)

L’opérateur pondéré de type Hardy (H, f)(t) est défini comme suit

(H, f)(t /f
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ou 0 < W(t) := f(fw(:c)d:c < oo pour tout r > 0, et w(z) est une fonction de poid.
Notez que pour w(z) = 1 Popérateur H,, est I'opérateur de Hardy classique

e = [ s

Plus tard, les résultats de [4] ont été étendus a 'opérateur pondéré de type Hardy (voir
[1] pour plus de détails).

L’objectif de ce travail dans cet chapitre est d’étendre les résultats de [1| & d’autres
opérateurs de type Hardy pour les fonctions quasi-monotones.

4.1 Fonction quasi-monotone

La définition suivante a été introduite dans [10].

Définition 4.1.1 (Fonction quasi-monotone). On dit qu’une fonction non négative
[ est quasi-monotone sur |0,00[, si pour un nombre réel o, z®f(x) est une fonction
décroissante ou croissante. Plus précisément, étant donné 3 € R, on dit que f € Qg st
2P f(x) n'est pas croissante et f € QF si 2P f(x) nest pas décroissant.

Les lemmes suivants généralisent le Lemme 2.1 et le Lemme 2.2 de [9)].

Lemme 11. Soit 0 < p <1, C; >0, w une fonction de poid sur (0,00), telle que
v Pw(z) < CryPw(y), pour >0, 0<y <z < oo, (4.4)

alors, pour tout 0 < x < r < oo

(/Ox y‘ﬁw(y)y”‘ldy>1

. -1 1y
ot Ay =C} pr .

P 1 x
S A2$p_2T / t_ﬁw(t)dt, (45)
r pwp(r) 0

Démonstration. D’aprés (4.4), pour 0 <y < x <1 < 00, on a
y Pwly) > O ta (),
ainsi
y Pw(y)y'™t = Ot Pw(a)yP

En intégrant sur (0, z), on obtient

/ y‘ﬁw(y)yp_ldy 2/ Cflx_ﬁw(:v)yp_ldy
0 0
P
—C i Puw(z)
1 ( )p
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En utilisant 'hypothése 0 < p < 1, nous avons 1 — zlz < 0, donc

T 1—-= —1
_ _ z 22 _p(1-1) w(r) P
(/ y Pw(y)y? 1dy> <oy ) ;( : - (4.6)
0 u)p(r)p P
Soit 0 < t < & < r, par conséquent rPw(r) < Cit Pw(t).
En intégrant la derniére inégalité sur (0, z), on obtient
/ r~Pw(r)dt < / Cut Pw(t)dt,
0 0
alors
w(r) < 1 / 1 u(t)dt (4.7)
—arf J, ' '
Par conséquent en appliquant (4.6) et (4.7), on trouve
T s ) 1—% 2_, 75(17l) Ip_l Cl T s
(/ y w(y)y” dy) <Cf r N W 5/ " w(t)dt
0 wr(r)p  » T Jo
2_ 1 z
—C7 pr g — / t=Pw(t)dt
rfﬁwﬁ(r) 0
[

Nous considérons l'opérateur de type Hardy £}, 3 donné par

" B (x)w(x
Fush) ) = [ s,

ou 0 < Wp(x) := [ t Pw(t)dt < oo pour tout z > 0.

Lemme 12. Soit 0 < p <1, Cy > 0,, w une fonction de poids sur (0,00), satisfaisant
la condition (4.4). Si f est une fonction mesurable de Lebesgue non négative sur (0, 00),
telle que pour presque tout 0 < x < 00,

fla) < —2 (/Oxyﬁw(y)y“dyy; (/Ox (yﬁf(y))pw(y)y“dy)é, (4.8)

= x_ﬁ_ﬂ

alors, pour tout 0 < y <r < o0

B =

(Fusf) (r) < 22700 ( A <yﬂf<y>)”w<y>yp1dy) . (49)

r-rwr(r)
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Démonstration. En appliquant (4.8), on a

»(1-p)

2 R
a PP (@) < Gy ( /O yﬁw(y)y“dy) ( /0 (yﬂf(y))pUJ(y)ypldy) :

ainsi
1_q

28 f(eu(z) <CY ( I y—ﬂw@)yp—ldy)l " (@) ( I (y—ﬁf@))pw(y)yp—ldy)”

i (/Of’” yﬁw(y)ypldy)l_’l’ 2P [(/OI (yﬁf(y))pW(y)ypldyf]/-

En utilisant (4.5), pour 0 < y < x < r, on trouve

P f(z)w(z) < pCy P (Cle% /Ox t‘ﬁw(t)dt> x' P [(/Ox (y‘ﬁf(y))pw(y)y”‘ldy) ] ,,

de 1a

v @) pCiprH% [(/Ox (yﬂf(y))pW(y)y”ldy> é],-

fom t=Pw(t)dt — r-rwr(r)

En intégrant sur l'intervalle (0,r), on obtient

"o f(@)u() 1 r ) :
o 4 < Oy O (/ y P f ()" wly yp‘ldy>
/0 Jo tPw(t)dt 2 b o (v "f ()" wly)
La preuve est compléte. 0

Lemme 13. Soit 0 <p <1, C3 >0, w une fonction de poids sur (0,00), telle que
vy Pw(y) < Csz™Pw(x), for >0, 0 <y <z < 0. (4.10)

1. st pour tout 0 < x < r < o0, alors

(/Ox yﬁw(y)ypldy) B

2. Si f est une fonction mesurable de Lebesque non négative sur (0,00), telle que
pour presque tout 0 < x < oo,

1)z 5 (et o ([ (y-ﬁf<y>)”w<y>yp-1dy)’l’ ,

P 1 x
2 C333'p72ﬁ—1 / tiﬁw(t)dt (411)
T’_E’UJ;(T‘) 0

(4.12)
ou Ay > 0, alors pour tout r > 0
ClrCy ([T Y
(Fush) ) = P ([ ) wtay) . @
r pwp(r) 0
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Démonstration. Les preuves de (4.11) et (4.13) sont similaires & celles du Lemme 11
et du Lemme 12 respectivement. O

Théoréme 4.1.1. Soit 0 < p < 1, w une fonction de poids sur (0,00), satisfaisant la
condition (4.4) et a < —%. Si f est une fonction mesurable de Lebesgue non négative
sur (0,00), satisfaisant (4.8), alors pour tout 0 < y <z <1 < 00

Y g , (4.14)

y) Lp,w(0,00)

17 (Fusf) ()5, 000) < C|

1

gL\ ®

5 :
Siw et f satisfont respectivement (4.10), (4.12), alors (4.14) tient dans le sens inverse.

29
ou p’ est le conjugué de p et Cy = C’Ql_pCf' <—a —

Démonstration. Nous avons

1
P

I (Fuif) Ol oy = |77 st (e )

a partir de (4.9), on trouve

P

1

17 (Fusf) (M)l 0.00) < ( /0 " e (ppcélf’)pCwa o /0 r (y™" f(y))pw(y)yp-ldy) w(r)dr)

e (/000 " (/0 ("1 (?J))pww)yp‘ldy) dr);
=pCy PCy ( /0 h ( /y h Tap+ﬁdr> v (y) w(y)ypldy) ; |

En appliquant 'hypothése a < —%, nous avons ap + 3+ 1 < 0, donc

ap+B+1

I (Fa) Ol 0 <0570 ([ (2 ) Pty

S )i (/000 (ya“_ﬁf(y))pw(y)dy);

(—ap—p—1
ooy
«@ 17£,
=l e,
(—O& . w) P p,w(Y,00
p
La preuve est compléte. O

En mettant § = 0 dans (4.14), on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 4.1.1. Soit 0 < p < 1, C; > 0, Cy > 0, w une fonction de poids sur
(0,00), satisfaisant la condition

w(z) < Clw(y), for 0 <y <z < oo, (4.15)

et a < —%. Si f est une fonction mesurable de Lebesque non négative sur (0,00), telle
que pour presque tout 0 < x < 00,

f()sxcfp(/;w( “dy) (/ oy dy) (4.16)

alors pour tout 0 <y <z <r < oo

17 (Fu ) (), 000y < Co 5 0, 0y (4.17)

i@
/o W)

0<W(zx):= [; wt)dt < oo for all x>0 and Cs = C'Zlprf_l (—a - 1>_ .

p

o

3 =

Lemme 14. Soit 0 < p <1, Cy >0, w une fonction de poids sur (0,00), satisfaisant
la condition (4.4), alors pour tout 0 < x <1 < 00

1—1
C s —1 : 2y (o —1\"r g2 T s
y Tw(y)y” dy <207 — tPw(t)dt.  (4.18)
: p2r rorwe(r) /s

2

Démonstration. Par (4.4), pour 0 <y <z <r < o0, on a
y " wly) > Crta™ w(z),

alors
y Pwy)y? ™ > Crta w(x)y

En intégrant sur (§,z), on obtient

/ y_ﬂw(y)yp_ldy 2/ C’flx_ﬁw(x)yp_ldy
%

PuisqueO<p<1,ona1—%<0,donc

1-1

([ vrrutnray) "<k o (2T

2

8



CHAPITRE 4. QUELQUES INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS QUASI-MO!

pour 0 < ¢ <7 < oo, r Pw(r) < CitPw(t), par intégration sur (§,z),

/r—ﬁw(r)dtg/ Oyt Pw(t)dt,

alors

xTr—

w(r) < 26, / ’ t=Pw(t)dt. (4.20)

Par conséquent de (4.19) et (4.20), on obtient

1-1 1
x z 2 =1 /op _ 1\ | 20, [*
/ y P w(y)y’dy <oy ) 5 < > —lﬁ/ Crultd
: wry \p¥ ) o s
2y f9p 1\ '"p p—2 @
—oCr? 1( o ) - / B (t)dt.
2

La preuve est compléte. O]

8

Lemme 15. Soit 0 <p <1, Cy > 0, w une fonction de poids sur (0,00), satisfaisant
la condition (4.4). Si f est une fonction Lebesgue mesurable non négative sur (0,00),
telle que pour presque tout 0 < x < oo et § < A<z,

C xT
flz) < _5_2L ( / y‘ﬁw(y)yp‘ldy>
x PTTe \Jz

alors, pour tout 0 < y <r < o0

(Pw,ﬂf><r>s<2p‘1> e )([(y—ﬁf<y>>”w<y>yp—1dy>p, (1.22)

T 5 1
pi-r 2P rorwe(r

P

(/j (?J_ﬂf(y))pw(y)yp‘ldy) . (4.21)

D

ot Py, p est Uopérateur de type Hardy défini par

" P f(x)w(x
Push) )= | %

2

dx,

et 0 < Yg(z) = [ t7Pw(t)dt < oo pour tout x> 0.

Démonstration. En utilisant la preuve comme dans les lemmes 12 et (4.21), on obtient

2P fx)w(x) < pCyx (/z yﬂw(y)y”ldy> ot [(/j (yﬁf(y))pw(y)y“dy> ;] /-

2
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En utilisant (4.18), pour 0 < y < z < r, on trouve

2y P 1\ gp2 (T
7P f(z)w(z) < pCy Px (202’3 ' ( T ) _Bx—/ t_ﬁw(t)dt>

alnsi

P f(x)w(x

— ) o _ 1 1_% 20%—1) T B , - L /
JitPwt)dt = <p11p2p> T () [(/A (") wiy)y dy) ] .

En intégrant sur (Z,7), on obtient

e f@ule), (_2,, — 1) e . (/ (yﬁf(?J))pw(y)y“dy)

3 fg t=Pw(t)dt pﬁZP r-rwe(r)

3=

La preuve est compléte. 0

Remarque 4.1.1. Si w satisfait (4.10) et f est une fonction mesurable de Lebesque
non négative sur (0,00), telle que pour presque tout 0 < x < oo et § <\ <z,

fa) > — (fyﬁw(y)ypldy>; (/j(y‘ﬁf(y))pw(y)yp‘ldy);, (4.23)

— 1
T

ou C7 > 0, alors (4.22) est tient dans le sens inverse.

Théoréme 4.1.2. Soit 0 < p < 1, C; > 0, Cy > 0, w une fonction de poids sur
(0,00), satisfaisant la condition (4.4) et a < —%. Si f est une fonction mesurable de
Lebesgue non négative sur (0,00), satisfaisant (4.21), alors pour tout 0 <y <z <r <
00

20k POy (210—1)1‘;‘
7 2
(o) 7
(4.24)

Siw et f satisfont respectivement (4.10), (4.23), alors (4.24) est tient dans le sens
inuverse.

y T f (y)

17 (P f) (M)l 2, (0,00) <

LP»W (0700)

Démonstration.

1
p

I (Puf) Ol oy = |77 st ()



CHAPITRE 4. QUELQUES INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS QUASI-MO!

et par (4.22), on a

17 (Posp ) (1) L0 (0,00)

3 =

17 P

1-1 2_q
o0 o1\ ?ao0irer T ~ ’
< / ro? || S 2 / (P f()" wiy)y" ' dy w(r)dr
0 pi-p 2P r pwp(r) £

1

1—1
2.9 (9p_1q P oo T » - P
—acirey (pllp - ( /O rorts ( / (v f(y)" w(y)y” 1dy> dr)

2

=

S - " perts T(y‘ﬂf(y))pw(y)yp‘ldy dr)’
piE P 0 0

1_
e\ e ) Y
=20,77CY ( ——— (/0 (/ r pwdr) (2 fw)" wiy)y? 1dy)
ptr Y

Par I’hypothése a < —%, nous avons ap + 4+ 1 < 0, donc

17 (P f) ()| 2 00(0,00)

1—1
2.9 (9P 1 P oo yap+ﬂ+1 B B p
oo mier: _ Bp fp p=14
<2057°C; (pllp 2p> (/0 ( v K OO

ClipC%_l P __ = [e's) ) » %
:<_2ap2_ 5 1) (; 21> < / (v 1) w(y)dy)

=

3=

2 _1
205770 (22— N
N s\ p2p ’ 1) Lp.w(0,00)
<_a _ w) » pow(0,
p
La preuve est compléte. O

Lemme 16. Soit 0 < p <1, C; >0, w une fonction de poids sur (0,00), satisfaisant
la condition (4.4), alors pour tout 0 < x <1 < 00

1—1
/ Ly | <20 <2p - 1) e / CPu)de. (4.25)
© — 1 p2p ’T‘inglw%(T) - . .

2

Démonstration. Pour 0 <t < r < oo, 7 Pw(r) < Cit Pw(t), par intégration sur (%,r),
/ r~Pw(r)dt < / CitPw(t)dt,
3 3

ainsi

- 7"*/5+1

wir) < 24 / ()t (4.26)
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Par conséquent par (4.19) et (4.26), on obtient

1—1

x P 2 Pl fop 1\ 20 u
-8B p—1 P —B(1-5 L -B
(/ y "w(y)y dy) <Cy r ( )w;(r < pow > T—B+1/; t w(t)dt

2
21 /9r — 1\ '™ p—1 r
=207 1( ) S / tPw(t)dt.
p2p _E+1 E(,r,) %

La preuve est compléte. O]

8

W= ~—

Lemme 17. Soit 0 < p < 1, C; > 0, Cy > 0, w une fonction de poids sur (0,0c0),
satisfaisant la condition (4.4). Si f est une fonction mesurable de Lebesque non négative
sur (0,00), telle que pour presque tout 0 < x < oo et 5 <\ <,

1

)< ( / y-ﬁw<y>yp-1dy) ([ wrrwy www-ar)”. @
alors, pour tout 0 < y <r < o0

(rw,ﬁfw)s(”‘l) p%<[<y—ﬁf<y>>”w<y>yp—1dy>p, (4.28)

pﬁ op

ot I'y g est lopérateur pondéré défini par

(Cuwpf) (r) =

L Tx_’B x)w(x)dx
o e,

et 0 < @p(r) := fg tPw(t)dt < oo our tout r > 0.

Démonstration. En appliquant (4.27), on a

2P f(z)w(x) < pCi~P ( / ' y‘ﬁw(y)y”‘ldy> e [( A ) (v’ f(y))pw(y)y”‘ldy) '

2

=
—_
~

Par conséquent, de (4.25) il s’ensuit que, pour 0 < y < x < r,
s N S TS D -
P f(x)w(z) < pC, 201 ( o ) 51 / tPw(t)dt
r wr (r)

z'r [(/j (y‘ﬁf(y))pw(y)yp‘ldy) ;] /,




CHAPITRE 4. QUELQUES INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS QUASI-MO!

En intégrant sur (g, r), il resulte

1-1 1 2_q
<2p - 1) v 202*pclp

D=

/Tr 7P f(2)w(x)dx <

MH\»
3
3

B (t)dt ( / ' (y"f (y))pw(y)ypldy>

3 pﬁ% T_%Hw%(r)
ainsi

1 r w1\ " acirer Tt [ ’
= tcht/“T_Bf(“7"””(35)‘&/’5S T — /(y_ﬂf(y))pw(y)yp‘ldy
Jy t-Pw(t)dt J; prw ) i) \Js
La preuve est compléte. ]

Théoréme 4.1.3. Soit 0 < p < 1, C; > 0, Cy > 0, w une fonction de poids sur
(0,00), satisfaisant la condition (4.4) et a < 1 — %. Si f est une fonction mesurable
de Lebesgue non négative sur (0,00), satisfaisant (4.27), alors pour tout 0 < y < x <
r < oo

¥ f(y)

Lyp,w(0,00)

2_ 1
N 20, 7PCY I AN
I (Tt f) Ol 0y < 2 (220 ]
(1 —a— &) PP
p
(4.29)
Si w satisfait (4.10) et f est une fonction mesurable de Lebesgue non négative sur

(0,00), telle que pour presque tout 0 < x < oo et § <\ <,

1

flz) > % (/x yﬁw(y)y“dy>; </j (yﬁf(y))pw(y)y“dy> T (430)

alors (4.28) et (4.29) sont tient dans le sens inverse.

Démonstration.

S =

I Cas) Wiy = (|7 @ utrrar)”
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et par (4.28), on a

7% (T8 f) (1) 200 (0,00)

1— 1
e P ) Y
=2C,77CY ( 1 ( / ( / rorts ”dr) (2 ()" wiy)y? 1dy)
plfp 2p 0 y

Commea<1—%,alors ap+p—p+1<0,donc

7% (Tow,8.f) ()] Lo (0,00)

1—1
i1 2P =1 ! > yorth—ptl P
<90 PP _ —Bp fp p—14
<20, "0y (pllpzp) (/0 ( aerﬁ_pH)y Frywly)y’ dy

acirep 2r —1 e a—pp’ P ’
o () (G o)

1-p %_1 P 1-1
_ ;e rer (2 . 1) o |
<1 e w) v\ P2 Lpuw(0,09)
P
La preuve est compléte. O]

Lemme 18. Soit 0 < p <1, C >0, w une fonction de poids sur (0,00), satisfaisant
la condition (4.4), alors pour tout 0 < x <1 < 00

1—1
X 1 T
(/ y_ﬁw(y)yp_ldy) ’ < Agw”_l?/ t=Pw(t)dt. (4.31)
0 rl_gwﬁ(r) 0
Démonstration. La preuve est similaire a celle du Lemme 11. ]

Lemme 19. Soit 0 < p < 1, C > 0, A; > 0, w une fonction de poids sur (0,00),
satisfaisant la condition (4.4). Si f est une fonction mesurable de Lebesque non négative
sur (0,00), telle que pour presque tout 0 < x < 00,

ro= 2 ([ y—ﬁw<y>yp—1dy)_’l’ ([ orswy wwra) . s
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alors, pour tout r > 0

- 1 T B »
Sush () <pAl e ([ ) ot ay) . s
re o opPwe (7") 0
Démonstration. La preuve est similaire a celle du Lemme 12. O

Nous considérons l'opérateur de type Hardy S,, 3 donné par

(Sush) @) = g [ fOuttyan

0

ou 0 < Wa(z) := [t Pw(t)dt < oo pour tout = > 0, w(t) est une fonction de poids
sur (0, 00).

Remarque 4.1.2. Si w satisfait (4.10) et f est une fonction mesurable de Lebesque
non négative sur (0,00), telle que pour presque tout 0 < x < oo,

fa) > AL (/: y‘ﬁw(y)yp‘ldy); (/Om (y‘ﬁf(y))pw(y)yp‘ldy);, (4.34)

ot Ay > 0, alors (4.33) est vérifier dans le sens inverse.

Théoréme 4.1.4. Soit 0 < p < 1, C > 0, Ay > 0, w une fonction de poids sur
(0,00), satisfaisant la condition (4.4) et « < 1 — %. Si f est une fonction mesurable

de Lebesgue non négative sur (0,00), satisfaisant (4.32), alors pour tout r > 0

a — 2_ +1 7% a—pBp’
17 Suaf) (V0 < A7CH (1= 0= EE0) 7y )

D

Lpw(0,00)
(4.35)

Siw et f satisfont respectivement (4.10), (4.34), alors (4.35) tient dans le sens inverse.
Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoréme 11. O

Remarque 4.1.3. En mettant f = 0 dans (4.35), on obtient le théoréeme 2.1 de [9].



Conclusion

L’inégalité de Hardy joue un role crucial en théorie des fonctions quasi-monotones,

fournissant un outil essentiel pour étudier leur croissance asymptotique. Cette inéga-
lité, exprimée par f(f ft)dt < %f), établit une relation profonde entre l'intégrale
d’une fonction et son comportement aux limites. En particulier, pour les fonctions
quasi-monotones, ot f(z +y) < f(z) + f(y), cette inégalité renforce la décroissance
controlée des fonctions et leur comportement asymptotique. En combinant cela avec
des techniques d’analyse fonctionnelle, on peut mieux appréhender les propriétés de
ces fonctions dans divers contextes mathématiques. Ainsi, I’étude des fonctions quasi-
monotones bénéficie grandement de 'inégalité de Hardy, offrant une perspective plus
profonde sur leur comportement global et leurs implications dans divers domaines ma-
thématiques.
En combinant cela avec des techniques d’analyse fonctionnelle, on peut mieux appré-
hender les propriétés de ces fonctions dans divers contextes mathématiques. Ainsi,
I’étude des fonctions quasi-monotones bénéficie grandement de 'inégalité de Hardy, of-
frant une perspective plus profonde sur leur comportement global et leurs implications
dans divers domaines mathématiques.

La recherche menée dans cette mémoire a permis de démontrer des extensions de
certaines inégalités de Hardy, notamment leur généralisation a différents espaces et
conditions. Cela ouvre la voie a des applications plus larges et a une compréhension
plus fine des phénoménes décrits par ces inégalités. En résumé, 'inégalité de Hardy
et ses extensions constituent un pilier fondamental dans ’étude des fonctions quasi-
monotones et leurs applications en analyse mathématique.
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