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Résumé

Une fonction arithmétique est une application définie de N* dans Celle est dite multiplicative
si et seulement si f(1) = 1 et f(nm) = f(n)f(m) avec n et m sont premiers entre eux, et elle
est dite complétement multiplicative si f(nm) = f(n)f(m) pour tout m et n dans N*, de plus
elle est dite spécialement multiplicative si f est la convolution de Dirichlet de deux fonctions
complétement multiplicatives.

On appelle fonction arithmétique de deux variables toute application définie de N*, dans C. Pour
toute fonction arithmétique de deux variables fs, on pose

fa(n1, no)
(f2751732 Z 51 752 , S1,82 € C.

ni,na=1

La fonction L(f2, s1, $2) est appelée la série de Dirichlet multiple associée a f;.
I est connu que D(f2,s1) est définie comme produit infini sur les nombres premiers dans son
domaine de convergence absolue

D(f2,51) = H (Z Ta(p ) (Euler1737).

P n>0 p

Dans cette mémoire, on généralise le produit eulérien & des parties multiplicatives de N oll une
partie multiplicative A est définie par :1 € A et (Vn,m € N* nm € A<= neNAmecA). Le

produit Eulérien devient
fa(p) —
D(fs, 1) = [[(1 - 22)

S1
pEA p

avec fi est complétement multiplicative. Aussi, on considére de Dirichlet multiples définie par

fa(n1,m2)

D(f2,51,52) = Z s

Ny Ny

ni,na=1
(nl,ng):l
ou fa(ni,n2) = f(n1)f(n2) et f est une fonction arithmétique complétement multiplicative ou
spécialement multiplicative.En utilesant le produit Eulérien généralisé,on obtient des formuls
explicites pour les séries. D(f2, s1,82) exprimées par la fonction ¢ de Riemann et des produits

infinis sur les nombres premiers.

Mots-clés

Produit eulérien, fonction arithmétique multiplicative,fonction ¢ de Riemann, fonction L de
Dirichlet, série de Dirichlet multiple.
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Notations

p* I n

D

n<x

I1

p<z

vp(n)

n = H pa — Hpvp(n)
p

p*n
ged(m,n) (et (m,n))
lem[m, n]

Le mot " entier "

f=0(9)

[a, ]

Ensemble des nombres complexes.
Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres naturels non nuls.
un nombre premier

m divise n.

m ne divise pas n.

p® divise n et p®*! ne divise pas n.

Somme étendue a tous les entiers n € [1, z].

lim
r—>400

Produit étendue a tous les entiers p € [2,z]. De plus H =
P p<x

La valiation p-adique de n, v,(n) est 'entier k tel que pF divise n

k+1

et p ne divise pas n.

Factorisation de n en facteurs premiers.

Le plus grand commun diviseur de m et n.

Le plus petit multiple commun de entiers m et n.

(sans précision supplémentaire) désigne un entier naturel non nul.
signier qu’il existe une constante C' > 0 et un réel xg tel que
pour tout x > g, on a |f(x)| < cg(z).

désigne ’ensemble des nombres réels = tel que a < x < b.



Introduction

Létude des fonctions arithmétiques est un théme central en théorie ana-
lytique des nombres.Une fonction arithmétique est une application de N*
dans C.On peut la considérer comme une suite complexe définie sur N*.Une
catégorie particuliére de ces fonctions est intensément étudiée. Il s’agit des
fonctions arithmétiques multiplicatives. Une fonction arithmétique f est dite
multiplicative si 'on a f(1) = 1 et f(nm) = f(n)f(m) alors que n et m
sont premiers entre eux dans N*. donc létude de certaines propréités de ces
fonction est liée aux proprités des séries de Dirichlet. Et en mathématiques,
une série Dirichlet est une série f(s) de fonctions définies sur ’ensemble C
des nombres complexes et associée & une suite (a,) de nombres complexes de
I'une des deux facons suivantes :

+00 +00
f(s) = Z % ou f(s) = Z ape A
n=1 n=1

Ici, la suite (\,) est réelle, positive, strictement croissante et non bornée. Le
domaine de convergence absolue d’une série de Dirichlet est soit un demi-plan
ouvert de C, limité par une droite dont tous les points ont méme abscisse
,s0it I’ensemble vide, soit C tout entier. Le domaine de convergence simple est
de méme nature. Sure le domaine de convergence simple,la fonction définie
par la série est holomorphe. Si la partie réelle des tend vert+oo, la fonction
somme, si elle existe, tend vert 0.

Les séries de Dirichlet interviennent en théorie analytique des nombres.Dirichlet
en analyse certaines, les séries L de Dirichlet,pour démontrer en 1837 le théo-
réme de la progression arithmétique ,selon le quel il existe une infinité de
nombres premiers dans toute progression arithmétique an + b dés que a et
b sont premiers entre eux. Elles ne furent étudiées qu’a partir des travaux
d’Eugéne, qui en fait son sujet de these en 1894.Mais sa thése fut 'objet de
nombreuses critiques et provoqua ainsi de nouveaux travaux. La définition
des fonctions presque périodiques par Harald Bohr permit de montrer que les
fonctions définies par les série de Dirichlet a coefficients positifs sont presque
périodiques dans le demi-plan de convergence absolue.
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Notations

Dans ce mémoire, il s’agit d’exposer sur les séries de Dirichlet et fonctions
arithmétiques.en expliquera avec trois chapitres.

Au premier chapitre, on exposera de généralites sur fonctions arithmétiques,
définition et propiétés et formule sommatoire, puis la convolution de Dirichlet
et fonction multiplicative, et enfin I'inverse d’une fonction complétement mul-
tiplicative.

Au deuxiéme chapitre, on donnera l'aide principale des séries de Dirichlet
et quelques propiétés analytiques et de définitions, ainsi que 1’abscisse de
convergence et d’holomorphie et 'unicité des coefficients de la série, puis la
fonction zéta de Rieman..., on ya expliquera le produit Eulérien.

Au troisieme chapitre on présentera les séries de deux variables de Dirichlet
puis les fonctions arithmétiques multiplicatives et additives de deux variables,
enfin I'achéve avec le calcul effectif de série de Dirichlet de deux variables et
donnera son application.



Chapitre 1

Sur les Fonctions arithmétiques

En général, il y a deux types de fonctions arithmétiques, a savoir les fonc-
tions additives et multiplicatives. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux fonc-
tions multiplicatives, ou on introduit les outils importants qui seront d’un
grand intérét dans les chapitres qui suivent .

1.1 fonction arithmétique

Définition 1.1. On appelle fonction arithmétique, toute application f définie
de N* dans le corps C .

1.2 Quelques fonctions arithmétiques usuelles
1. La Fonction nombre de diviseurs d(n)

Définition 1.2. Pour tout entier n > 1, on note par d(n) le nombre de
diviseurs de n qui définie par :

d(n) =card{d e N*,d|n} =) 1. (1.1)

dln

2. La Fonction somme de diviseurs o(n)

Définition 1.3. Pour tout entier n > 1, la fonction somme de diviseurs
o(n) est définie par :

o(n) = Zd. (1.2)
dln



3. La Fonction w(n)

Définition 1.4. La Fonction w(n) est définie par :

0 stn=1,

win) = k = 1= 1 1.3
(n) ko sin=]]p" avecn > 2. Z Z (1:3)

m
1 pn pmn

4. La Fonction (n)
Définition 1.5. La Fonction Q2(n) est définie par :

0 st n=1,

k k = 1 1.4
Yoo sin=][p;" avecn > 2. Z (1-4)
i=1 =1

m
; p"n

Q(n) =

5. La Fonction de Mobius

Définition 1.6. La Fonction de Mobius pu(n) est définie comme suit :

0 st n est divisible par un carré parfait,
p(n) = { (1.5)

(=)™ qutrement;

Théoréme 1.1. Sin>1 on a

S = || - {1; e (16)

i 0; st n>1.

Preuve 1.1. La formule est évidente si n = 1. Supposons donc que n > 1

et n = pi*---pp*. Dans la somme ) p(d) les seuls termes qui non nuls
dln

sont d = 1 et de ces diviseurs de n sont des produits de nombres premiers

distincts, alors

Zﬂ(d) = p(1) + p(p1) + -+ plpr) + p(pip2) + -+« + p(pe—1pe) + - + plpipa - - -

dln

=1+ (I;)(—n + (S)(—l)2 +oo (Z)(—l)’f =(1-1"=0.

10



6. La fonction indicatrice d’Euler

Définition 1.7. La Fonction indicatrice d’Euler ¢(n) est définie par :

e(n) =card {m e N, m <n A (n,m) =1} = Z 1. (1.7)

m<n
(m,n)=1

Théoréme 1.2. Sin>1on a:

> e(d) =n. (1.8)

d|n

Preuve 1.2. On considére l'ensemble S = {1,2,--- ,n}. Nous distribuions
les entiers de S en sous-ensembles disjoints comme suit :
Pour tout diviseur d de n, on a

Ald)=A{k: (k,n)=d,1 <k <n}

. Le sous-ensemble A(d) contient les éléments de S qui ont d comme pged
avec n, si f(d) désigne le nombre d’entiers en A(d) nous avons

> fd)=n

dln
mais (k;n) = d si et seulement si (k/d;n/d) = 1; et 0 < k < n si et
seulement si 0 < k/d < mn/d. Par conséquent, si on prend q = k/d, il existe
une correspondance un par un entre les éléments A(d) et ceux des entiers
q satisfaisant 0 < ¢ < n/d, (¢;n/d) = 1. Le nombre q est égale d p(n/d).
D’ou f(d) = ¢p(n/d) et on a :

Z p(n/d) =n.

d|n

Z o(d) =n.

dln

et par suite

|
L’indicatrice d’Euler et la fonction de Mobius sont reliés par la formule sui-
vante :

Théoréme 1.3. Sin>1on a:

p(n) = Y n(d)~. (19)

dn

11



Preuve 1.3. On peut écrire la somme (1.9) de la fonction ¢(n) comme suit :

o) =3 o)

k=1

avec k parcourt tous les entier n, en utilisant le théoréme (1.1) et en rem-
plagons n par (n; k) on obtient :

S Y =3 i

k=1 d|(n,k) k=1 d|n
djk

Pour un diwiseur d fixé de n nous devons sommer sur tous les k dans le
domaine 1 < k < n qui sont multiplée par d . Si on écrit k = qd , alors
1 <k <n sietseulement si 1 < g <n/d. Dou on peut écrire le dernier
somme de p(n) comme

n/d n/d
=Y > uld)y=> ud Zl—Zu
dn ¢=1 dln d|n

|
Théoréme 1.4. Supposons que n € N* avecn > 1; et n = p{*py?-- - plir

)

on a :
(n)=n]] (1——) (1.10)
pln
Preuve 1.4. Soient p1,--- ,p, les diviseurs premiers distincts de n, le pro-

duit peut étre écrit sous la forme :

(1) -11(5)
TI(-) =12, 2, %

o pip; o

R

pip2 -

1
Il est claire que dans la somme
p PiPiPk
possible pipipr. des facteurs du nombre n. Notons que dans le membre droit

de légalité tout terme est de la forme £1/d ou d est un diviseur de n qui est
égale a 1 ou bien produit de nombres premiers distincts. Le numérateur +1
est exactement p(d). Comme pu(d) =0 si d est divisible par le carré de tout

pi, donc on a
(1) -4

pln dln

on considere tous les produits

12



Cela preuve le théoreme.

|
Théoréme 1.5. L indicatrice d’Euler a les proprietés suivantes :
1. o(p®) = p® — p*~ ! pour tout premier p et a > 1.
2. o(mn) = o(m)p(n)(d/p(d)) tel que d = (m,n).
3. o(mn) = p(m)p(n) si (m,n) = 1.
7. La fonction de Von Mangolt
Définition 1.8. La fonction de Von Mangolt est définie par :
Aln) = {logp sz’ln = p“ avec a > 1. (1.11)
0 sinon

Théoréme 1.6. Stn > 1, on a :

logn =Y A(d). (1.12)

dln

8. La Fonction de Liouville

Définition 1.9. La fonction de Liouville est définie par :
An) = (—1)%m, (1.13)

9. La Fonction caractéristique fp :

Soient P un ensemble finie ou infini des nombres premiers et fp la fonction
arithmétique définie par

1, st pé&P.

(1.14)
0, si peP.

fP(P){

Deux classes de fonctions arithmétiques jouent un role particulierement im-
portant : les fonctions additives et les fonctions multiplicatives .

1.3 Fonctions arithmétiques additives et multiplicatives

1.3.1 Fonctions arithmétiques additives

Définition 1.10. On dit qu’une fonction arithmétique f est additive si
f(1) = 0 et f(mn) = f(m) + f(n) lorsque (m,n) = 1 . Si la relation

13



tient pour tout m, n, alors on dit que la fonction est complétement additive
De plus , si f(p*) = f(p) pour tout nombre premier p et tout entier positif
a, on dit alors que f est fortement additive . On désigne respectivement par
A, CA et TA l'ensemble des fonctions additives , complétement additives
et fortement additives .

Exemple 1.1. Les fonctions w(n) et logn sont additivesm et la fonction
Q(n) est complétement additive .

1.3.2 Fonctions arithmétiques multiplicatives

Définition 1.11. On dit qu’une fonction arithmétique f est multiplicative
si f(1) =1 et f(mn) = f(m)f(n) lorsque (m,n) = 1.
Définition 1.12. On dit qu’une fonction arithmétique f est complétement
multiplicative si f(mn) = f(m)f(n) pour tout m, n. De plus, si f est une
fonction multiplicative telle que f(p®) = f(p) pour tout premier p, on dit
alors que f est une fonction fortement multiplicative.
Exemple 1.2.

1. Les fonctions arithmétiques d(n), o(n), u(n) et o(n) sont multiplica-

tives [1].
2. Les fonctions A\(n), fp(n) sont complétement multiplicatives [1].

3. Les fonctions 1, ¢ et id définies par :

1(n)=1, n>1, (1.15)
d(1)=1 et 6(n)=0, n>2. (1.16)
id(n) =n, Vn e N". (1.17)

sont completement multiplicatives.

On désigne respectivement par M et CM l'ensemble des fonctions multi-
plicatives et I’ensemble des fonctions complétement multiplicatives et par
TM T'ensemble des fonctions fortement multiplicatives. Il est clair que,
CM C M. Le résultat suivant montre que pour connaitre une fonction
multiplicative f (respectivement complétement multiplicative) , il suffit de
connaitre f(p*) (respectivement f(p)), pour tout entier & > 1 et tout nombre
premier p.

Théoréme 1.7. Soit f une fonction arithmétique.

1. 8i f est multiplicative, alors f(1) = 1. De plus, elle est entierement
déterminée par ses valeurs aux puissances des nombres premiers.

14



2. 51 f est completement multiplicative, alors elle est entierement déter-
minée par ses valeurs auxr nombres premiers.

Preuve 1.5. Tout d’abord supposons que f soit multiplicative et remarquons
que f(1) = f(1)f(1). comme f(1) # 0, on en déduit immédiatement que
f) =1

Maintenant soit n € N* . Ecrivons la factorisation canonique de n en produit

de facteurs premiers ,

_ ki, ke kr
n_p11p2 ...pr

Comme f est multiplicative , on a

fn) = fot") f(p5?) - fpl)

ce qui prewve l'assertion (1). Si, on suppose de plus que f est complétement
multiplicative, alors st n = p]flpé?? coeplrona

fn) = flp)" f(p2)™ - fpr)",

ce qui preuve que f est déterminée par les valeurs f(p) , avec p premier.

|
Caractéristiques des fonctions multiplicatives

Théoréme 1.8. [1] Soit f une fonction arithmétique telle que f(1) =1, on
a:

1. f est multiplicative si et seulement si : f (H po‘> = II f(»), pour
p*[n p*[n
tout nombre premier p et tout entier positif c.

2. Si f est multiplicative, alors : f est completement multiplicative si et
seulement si : f(p®) = f(p)®, pour tout nombre premier p et tout entier
a> 1.

Proposition 1.1. Si f et g sont deuzr fonctions arithmétiques multiplica-
tives, alors il en est de méme pour les fonctions fg et f/g , (g #0) .

(Le produit fg est définie par : (fg)(n) = f(n)g(n), n € N*).

Théoréme 1.9. Soit f une fonction multiplicative. La fonction F' définie
par :

F(n) = Zf(d), pour tout n > 1, (1.18)
dln

est multiplicative .

15



La preuve est basée sur le lemme suivant :

Lemme 1. Soint m,n € N* tels que (m,n) = 1 et d un diviseur de mn .
alors d s’écrit de facon unique sous la forme d = dydy ot dy | m et dy | n .

Preuve 1.6. Prouvons d’abord l’existence de dy et dy. Ecrivons

_ (e} (&3] (677 _ g1 Oy o Aty
m=py'py Dy, et n=p Dy Dy -

Notons que comme (m,n) =1, les nombres premiers qui interviennent dans
la factorisation de m sont tous différents de ceux qui interviennent dans la
factorisation den . On a alors

e S N4 7] A Okl Q42 At
mn =py P Py Prr1Pryo " Py -

Si d est un diviseure de mn , l'entier d s’écrit nécessairment sous la forme

d=ppl - plpl - pl

ot B; < ay, pour tout i =1,2,--- ,k+r. Définissons alors

dy = pflpfz . .pgk’ et dy = pglrll .. pgl_ﬁr

On ad=didy etdy | m ,dy|n, ce qui preuve lexistence de la décomposi-
tion.

Il rest a prouver 'unicité. Soit d = didy = dydl , avec dy,dy | m , do,d} | n.
Soit D = (dy,dj). Alors D divise dy et donc m et D divise dby et donc n .
Ainsi D|(m,n) =1 et donc (dy,dy) = 1. Comme di, divise dids , le lemme de
Gauss implique alors que dy|dy. Par symétrie, on obtient que ds|d, et donc
dy = dy. On en déduit alors aussi que di = dY, ce qui achéve la prouve de
['unicité.

Démonstration du théoréme 1.9

Preuve 1.7. Soient n et m deux entiers positifs tels que (n;m) = 1. On
pose d = didy ot dy | n et dy | m. Dans ce cas on aura (d1;d2) = 1. Par
conséquent

F(nm) =Y f(d)= Y fldidy)= > [(didy).

dlmn dyda|nm dq|n,dalm

Comme (d1;d2) =1, on obtient
Flnm) =Y fd)f(d) =D Y fld)f(d2) =Y f(dr) Y f(de) = F(n)F(m)

d1|n,d2|m d1|n d2|m d1|7’L d2|m

16



1.4 La convolution de Dirichlet

La convolution de Dirichlet, encore appelée produit de convolution de Di-
richlet est une loi de composition interne définie sur lensemble des fonctions
arithmétiques. Le mathématicien Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet dé-
veloppe ce produit en 1837 .

Définition 1.13. Le produit de convolution de deux fonctions arithmétiques
f et g est la fonction f *x g définie par :

(f *9)(n Zf 9(5) = 9@ (3) (1.19)
djn

En particulier, on a :
L (fxg)(1) = f(1)g(1).
2. (f*g)(p) = f()g(p) + f(p)g(1),

3. Pour tout p, on a :

(f+a)@™) =D f(r") (1.20)

k=0

Remarque 1.1. [l est parfois utile d’écrire la convolution de Dirichlet sous
la forme :
(fxg)(n)=>_ fla)g(®), (a,beN"). (1.21)
ab=n

Exemple 1.3.

1. Onad 1, doncd=1x1,
din
2. o(n) :| Y d, donc o =id*1,
dn
3. |Z,u(d) = §(n) (voir le théoreme (1.1) ), donc px1 =4,
din
4. dz:,u(d)% = p(n) ( la relation (1.9) ), donc p*id = ¢,
5. dz:gp(d) = n (voir le théoreme (1.2) ), donc p * 1 =id,
0. dZ:A(d) = logn (le théoréeme (1.6)), donc A x1 = log.

La convolution de Dirichlet vérifie elle aussi les propriétés de commutati-
vité, de distributivité et d’associativité. En effet, la proposition suivante est
facilement démontrable.
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Proposition 1.2. 5i f, g et h sont des fonctions arithmétiques, alors
1. fxg=g=xf.
2. (fxg)xh=fx(g=*h).
3. fx(g+h)=f*xg+ f=*h.
Preuve 1.8.
1. x est commutative : Cette propriété est une conséquence directe de la
définition.

2. % est associative : pour n € N¥,

(f * 9) ) (n) = Z(f +g)(d)h <g)

dn

=) (f*9)(d)h(q)
dg=n

=> > fla)g(b)h(g)
dg=n ab=d

= > fa)g(®)hlq

= fla) Y g(b)h(q)
aln bg=n/a

=2 5@ 3 9 (gz)
aln bl(n/a)

= fla)gh) () = (f*(g*h))(n)-
aln

3. x est distributive par rapport laddition : pour n € N*, on a

e+ =325 (0 (3) +2(5))

Z(f*g)( )+ (f * h)(n).

Aussi, Si A désigne 'ensemble des fonctions arithmétiques, on peut faci-
lement vérifier que (A, +,*) est un anneau commutatif. De plus, cet anneau
posséde un élément neutre pour la convolution. En effet, la fonction indica-

trice 0 définie par :
1 sin=1
5@){ B (1.22)

0 autrement

est I’élément neutre pour cet anneau.
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Remarque 1.2. Toute fonction arithmétique f vérifier [’égalité :
(6% f)(n) = f(n), pour tout n € N*,

Définition 1.14. Soit f une fonction arithmétique. On dira que la fonction
arithmétique g est [inverse de f si fxg = g f = 0. Cet inverse sera
noté f~1. II est important de mentionner que si f posséde un inverse, il sera
unique.

Le résultat suivant caractérise les éléments inversibles de cet anneau.

Théoréme 1.10. Une fonction arithmétique a un élément inverse si et seule-
ment si f(1) # 0.

Preuve 1.9. Supposons que f soit inversible, donc il existe g € A tq
fxg=290, Alors
(f*g)(1) =6(1) =1
et comme .
1) = d - = f(1)g(1
(20 = 3 s (3) = ra

on en déduit que f(1)g(1) = 1. Donc on a, nécssairement f(1) # 0.
Réciproqguement, supposons f(1) # 0. On cherche g € A telle que fxg =9 ;
c’est-a-dire f(1)g(1) =1 et pour tout n > 2,

> fldyg (5) =0.
dn

On va construire g par récurence. Premiérement on définit g(1) = 1/f(1).

Supposons sons avoir construit g(1),--- ,g(n —1). Alors on veut
n
0= f(Dglm)+ > fld)g (%),
1<dc|Z§n

Donc on pose

par récurence, on construit g € A telle que f xg =0.
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1.5 Convolution de Dirichlet et fonctions multiplicatives

Théoréme 1.11. Soient f, g deux fonctions arithmétiques multiplicatives,
Alors la fonction arithmétique f x g est aussi multiplicative.

Preuve 1.10. On a d’abord
(fxg)(1) = f(1)g(1) = 1.

Soit maintenant m et n deux entiers premiers entre eux. Nous avons
(f*g)(mn) =) g(d ( )
dlmn

et par suit

(f*g)(mn) = > g(dids)f <d1d2)

dl\m dg\n

-2 (5) £(Z) stanata

dy|m da|n
= (f*g)(m)(f * g)(n).

Corollaire 1.1. Soit f € A une fonction multiplicative. Alors f est inver-
sible et =1 est multiplicative.

Preuve 1.11. Comme f est multiplicative alors f(1) = 1. D’apres le théo-
reme (1.10), f est inversible. Il reste & montrer que g = f~1 est multiplica-
tive. Soit h la fonction multiplicative qui est égale g en tout puissanced un
nombre premier, c’est-a-dire

h(p*) = g(v")
pour tout nombre premier p et tout entier k > 1, La fonction h est unique-

ment déterminée et le théoréme (1.11)implique uw = f *x h est multiplicative.
Pour tout nombre premier p et tout entier k > 1, on a

g (2

dlp



Donc u et § coincident sur les puissances des nombres premiers. Comme
elles sont multiplicative, alors

frh=p=09
Par unicité de Uinverse, on a f~' = h et f~1 est multiplicative.

Corollaire 1.2. L’ensemble des fonctions arithmétiques multiplicatives, muni
du produit de convolution, forme un groupe abélien.

Preuve 1.12. découle immédiatement du corollaire (1.1) et de la proposition
(1.2).

Corollaire 1.3. Soient f, g et h des fonctions arithmétiques. St f x g = h
et f, h sont multiplicatives, alors g est multiplicative.

Preuve 1.13. L’equation f x g = h implique que g = f~1 * h, comme f est
multiplicative, alors f=1 est multiplicative (le corollaire (1.1) ). Ainsi si f~1
et h sont multiplicatives, alors f~txh est multiplicative (le théoréeme (1.11)),
donc g est multiplicative.

Exemple 1.4.

1. Multiplicativité de ¢ : On sait que p x 1 = id et les fonctions 1, id
sont multilicatives, donc d’apres le corollaire (1.3), on a ¢ est multipli-
cative.

2. Multiplicativité de d et o0 : Comme d = 1 x 1, et la fonction 1 est
multiplicative, alors la fonction d est multiplicative (le théoréme (1.11)).
De méme, le fait que o = 1dx1, et les fonctions id, 1 sont multiplicatives,
entraine que o est multiplicative.

1.6 L’inverse d’une fonction complétement multiplicative

Théoréme 1.12. Soit f une fonctions arithmétique multiplicative, Alors f
est completement multiplicative si et seulement si f~1 = uf.

Preuve 1.14. Soit g(n) = p(n)f(n) pour tout n > 1. Si f est complétement
multiplicative, on obtient

(9% ) =D nd)f(@)f (5) = F) Y uld) = F(n)I(n) = I(n).

dln dln
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Comme f(1) =1 et I(n)=0, Vn>1. doncg=fL.

Réciproquement, supposons f_1 = wf. pour montrer que f est compléte-
ment multiplicative, il suffit de montrer que f(p®) = f(p)* pour tout p*.
L’équation f~1 = uf implique que

Soudfdf(5) =0, ¥n>1,
djn

(07

Donc, posons n = p“, on obtient

p(1)F)fFP) + @) f(R) f(p*) =0

D’ou, f(p*) = f(p)f(p*~"), Cela implique que f(p®) = f(p)*. Ce qui preuve
que [ est compléetement multiplicative.

Théoréme 1.13. une fonctions multiplicative f est complétement multipli-
cative si et seulement si

flgxh)=fg*fh

pour toutes fonctions arithmétiques g et h.

Preuve 1.15.
Si f est completement multiplicative alors, pour toutes les fonctions g et h,

et tout n, on a
n
(f (g h))( (n)> " g(d) (d)

dln

=" srgars (5)n (%)

dln
= (fg* fh)(n).

réciproquement, supposons que [’équation tienne pour g =1 et h = u. On a
alors,

0=[fo=f(Ixp)=flfu=fxuf

ce qui donne =1 = puf, et par suite f est complétement multiplicative.
|

Théoréme 1.14. Soit f une fonction arithmétique multiplicative. On a

> ) fd)y =10 fp).

dln pln
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Preuve 1.16. Soit

g(n) =Y uld)f(d),

dln

alors g est multiplicative. Donc pour déterminer g il suffit de calculer g(p®).

On a
g(p”) = > _ p(d)f(d) = p(1)f(1) + ulp) f(p) =1 - f(p).
d|p~
D’ou
gin) =[Jew" =110 - 1)

p|n pln

Exemple 1.5.

1. L’inverse de o(n) : On sait que ¢ = px*id, donc o' = p~t*xid™t, or
id~' =id - p carid est completement multiplicative, alors

o t=ptxid p=1*id- p,

Cela implique que

o~ (n) =) du(d),

dln

D’apres le théoreme (1.14), on obtient

o ') = -n).

pln

2. I’inverse de A\(n) : On a A(n) est complétement multiplicative, alors

1.6.1 Formule d’inversion de Mobius

Théoréme 1.15. Soit f une fonction arithmétique et notons pour tout

n>1,
F(n) =) f(d).
dln
On a .
fin) =Y na)F (%)

dln
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Preuve 1.17. Par hypothése , on a F' = fx 1. D’ou

f=0xf=ux¥Wxf=uxfxll=puxF.

Ce qui donne le résultat.

0,sin=1
w(n ko 1 additive
(n) k, sin= [] pj".
i=1
0,sin=1
Q(n) k . LA m complétement additive
Y oiq iy sin =[] pi.
i=1
log(n) logn log p™ complétement additive
logp, si n=7p™, ni additive ni multiplicative,
A(n) , log p
0, sinon. log=A=x1|
TABLE 1.1 — Quelques fonctions arithmétiques.
I’élément neutre pour la C.D
1,sin=1
3(n) { . 0 6 f=fx0=F]
0, sinon.
complétement multiplicative.
id(n) n pm complétement multiplicative
(n) 1, si n=m? mec N* 1, si m est pair,
s(n
0, sinon. 0, si m est impair.
1, si n=1,
k d)=0si n>2
(—1)%, sin =[] pi, 1, si m=1, D uld)=0si n>2,
) = 0,si m>1 an
( p; distincts), ’ ) pwx =0
0, sinon.
9 1, si n est sans facteur carré, 1, si m=1,
p=(n)
0, sinon. 0, si m> 1.

TABLE 1.2 — Quelques fonctions multiplicatives.
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A(d) = s(n),
1, s1i n=1, dzh; (@) ()
Aln k ™
WY comhesia= e | TV | aa=sl
=1 complétement multiplicative.
> e(d) =n,
o(n) | card{l <m<mn: (m,n)=1} | p™(1—1/p) dln
px I =1d|
d(n) >1 m+1 d=1x1|
dln
m+1 _ 1
o(n) >d e [0 =W xid]
dln -

TABLE 1.3 — Quelques fonctions multiplicatives.

1.7 Formule sommatoire

Définition 1.15. Soit f une fonction arithmétique, et soit x > 1. La fonc-
tion F(x) définie par F(x) = Y f(n) est dite fonction sommatoire de f.

n<x
Exemples

1. La fonction 7(x) : Pour tout > 0, on désigne par m(z) le nombre de
nombres premiers inférieurs ou égaux a x

m(x) = card{p, tel que p premier et p < x} (1.23)

221

p<x

avec w(z) = 0 pour 0 <z < 2.
2. La fonction 6(z) : Pour tout > 0, on définit la premiére fonction de
Tchebychev 0(x) par

O(x) = Zlnp avec #(x) = 0 pour 0 < z < 2.

p<x

3. La fonction ¢ (x) : Pour tout x > 0, on définit la deuxiéme fonction
de Tchebychev ¥ (x) par

Y(x) = Z Inp avec ¥(x) =0 pour 0 < x < 2.

pl)gm
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Pour z > 2, on peut écrire

P(x) = Zlnp Zlnp+21np+Zlnp—|— +Zlnp

pU<z p<x p2<z p3<x pm<zx
= Zlnp—l— Z Inp + Z Inp+---+ Z Inp
<z p<$1/2 p<$1/3 pﬁxl/m
Inx
= 9 9 1/2 . 9 1/m 3 = | —].
(0) + 0" ?) -+ 0™ om = |

Théoréme 1.16. Soit {a(n)},ene une suite de nombres complexes, et soit
A(t) = > a(n) avec A(t) =0 pourt < 1, x ety deur nombres réels tels

1<n<t
que 0 <y <z et f: |y, z] — C une fonction de classe Ct. Alors on a

y<n<z

Preuve 1.18. On pose m = [y] et k = [z]. Alors on a A(y) = A(m),
A(z) = A(k) de plus

> am)f(n)= Y a(n)f(n),

et pour tout n > 1, on a

n n—1

a(n) Z ali — A(n —1). (1.24)

=1

Cela implique

> am)f(n) = Y {An)—An—1)}/(n)

_ Z A(n)f(n) = > A(n—1)f(n)

et par (1.24) on obtient

k k
Y am)fn)= Y Am)f(n)— Y An—1)f(n)

y<n<z n=m+1 n=m+1

sachant que

k k-1
Y. A =1fn) =) An)f(n+1)
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il vient

k k—1
d am)fin)= ) A A(n)f(n+1).
Alors
k—1
> am)f(n) = > A(n)f(n)+ Z A(n)f(n+1) — A(m) f(m +

= 71f t)dt + Ak A(m)f(m+1)
Puisque n <t <n+1 on a A(t) = A(n), il sensuit
A(n) 71f’(t)dt = 71A(t)f’(t)dt,
d ot n n
y;xa(n)f (n) = — nkzn; 71A(t) Ft)dt + A(k) f(k) — A(m) f(m + 1)

_ / A ()t + A(R) F(k) — A(m) f(m + 1),

m—+1

on écrit A(k)f(k) et A(m)f(m+ 1) sous les formes suivantes :
A(k)f(k) = A(R)(f(k) + f(z) = f(2))

AW /(O dt + A(z) f(z) (car A(z) = A(k)), (1.25)

w\m

et
—A(m)f(m+1) = —Am)(f(m+1)+ fly) — f(y))

m—+1

_ / A f'(6)dt — Aly) f(y) (car A(y) = A(m)).

Y
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Enfin, on obtient

Théoréme 1.17. Pour x > 1 on a

Z%:Inx—kv—k(’)(x_l)
n<x
ouy=1-— jo 0.577 -
1

Preuve 1.19. On applique la formule (1.24) avec a(n) =1 et f(t) = 1/t.
On a alors A(t) = > 1 =[t] et on écrit

n<t

S = Yam)fm)

n<x n<x

donc
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Chapitre 2

Séries de Dirichlet et quelques
propriétés analytiques

Les séries de Dirichlet interviennent dans I’estimation des valeurs moyennes
des fonctions arithmétiques. Par le biais d'une formule classique de Perron ,on
détermine la partie principale et une majoration du reste. Dans ce chapitre
on étudié de pres ces séries et quelques unes de leurs propriétés analytiques.

2.1 Définitions et théorémes

Définition 2.1. Soit f une fonction arithmétique, la série de Dirichlet as-
sociée a f est une série de la forme

Z f(n)n™".

tel que s = o + it avec 0 = Re(s) et t = Im(s).
Les fonctions f(n) sont appelées souvent les coefficients de la série de Diri-
chlet ,si la série est converge dans un domaine de convergence on écrit

Dy(s) =Y f(n)n*.

telle que Dy(s) représente une fonction holomorphe dans le demi-plan de
convergence.Elle est parfois appelée série génératrice de f(n). On écrit en
général s = o + it la décomposition en partie réelle et 1maginaire de la va-
riable d’une série de Dirichlet. Cela sera fait ci-dessous parfois sans mention
explicite.

Définition 2.2. Soit

Dy(s) =Y f(m)n™".
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une série de Dirichlet. L’abscisse de convergence absolue o, est définie comme
étant le plus petit nombre réel o, tel que sic > oy,
alors > <1 |f(n)|n? converge, donc

o, =inf{o: > [f(n)|ln"" < +oc}.

n>1

Pour détermainer la région de convergence d’une série de Dirichlet nous avons
les résultats suivants.

Théoréme 2.1. Soit f une fonction arithmétique et D¢(s) sa série de Di-
richlet associée. On suppose qu’il existe un réel & et pour tout € > 0 une
constante C'(g) telle que pour tout entiern > 1 on a

[f(n)] < Cle)n’**

alors

1) La série de Dirichlet Ds(s) converge absolument sur le demi-plan

Re(s) > 1+0.

2) Soit € > 0 la série Ds(s) converge normalement sur le demi-plan fermé
Re(s) > 1+d+e.

Preuve 2.1. On suppose que Re(s) > 146, alors il existe a > 0 tel que
Re(s) > 146+ «, donc on a

_]_a

g)n 27

Fln] < |fln 7 < C(G

et comme la série > n~'7% est convergente alors Dy(s) converge abso-
lument sur le demi-plan Re(s) > 1+ 0 Pour tout s € C tel que Re(s) >
l+6+eonalf(n)n=®| <C($)n"17% et la série >, 2 C($)n~17% est une

série convergente donc on a la convergence normale.

Théoréme 2.2. Si une série de Dirichlet Zn21 f(n)n=* converge pour sy €
C, alors elle converge dans le demi-plan o > oy. De plus elle converge uni-
formément sur tout secteur du type

30



IT
Dy(sg) = {s € C\Re(s —sg) >0 et |arg(s—s0)| <0 ou 6< 5}

La démonstration du théoréme (2.2) repose sur le lemme suivant

Lemme 2. Soient a,b deux réels tels que 0 < a < b alors pour tout s € C
avec 0 = Re(s) >0, on a

|€—as _ —bs| S %( —ao __ e—ba).

Preuve 2.2. On a

b
e —e = s/ e tdt
a

d’ou

e”9 _ o bs|<| ’/ ’6 t$|dt | |/ —tadt

( —ao

—bo
o )

— €

Preuve 2.3. (Démonstration du théoréme 2.2 )
Soit s € C,0 > 0. Posons u, = f(n)n=*, v, = n*"*et pour ¢ > p

q
n=p

et

q
U Q) - Zun Z nSO )
n=p
Par hypothése, pour tout € > 0, il existe un entier N(g) tel que
q=p>N()=|Upgl <e

De plus st o > 0y, remarquons que

<1




En utilisant une transformation d’Abel (avec la convention que U, ,—1 =0)
on a

n=p n=p
q
- E U, nUn — g U, n—1Un
n=p nzp
— § U nUn — E Up EVk+1

D’ou, pour ¢ >p > N(g), on a

q—1
< glvg| -I—EZ Uy — vpi1| < e (1 + Z vy, — Un+1>

n=p n=p

Or
1 1

|Un - Un+1‘ - nsS—%0 (n + 1)8—80

_ ‘6—(s—so)lnn . 6—(8—80)11’1(714—1))

En appliquant le lemme 2 ¢ a =1Inn, b =1In(n+ 1), on obtient

0, — v 1‘<|3—30\ o 1
n n+l| = o — 0y no—o0o (n_|_1)0—0'0

D’ou
q q—1
— 1 1
Zf()<€< 80\2( >>
n o — o0y no oo + 1)o—0
n=p n=p
-<(1+5=0 ))
=c — .
o — O-O pO’ (o1 U (o4
alors,

(7
i <1+ U:‘Z‘) (2.1)

Ceci montre donc que la série > @ vérifie le critére de Cauchy donc elle
>1
converge. =
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Il reste a montrer la convergence uniforme dans Dg(so) ot 6 < 0 < 3.
Remarquons que si s € Dy(sg), il existe « = a(s) tel que
o — 0y

cos(a) = et |a| < 6.
S — 5

D’ou,
s —s0| 1 1

oc—oy cos(a) ~ cos(f)

ce qui avec la relation (2.1) implique que, pour tout s € Dy(sg), on a
q
1
§:£@2§5(1+ ).
= cos(a)

Ainsi la série S L9 vérifie le critere de Cauchy uniforme sur Dy(sq) ,donc

(
n
n>1
elle converge uniformément sur Dy(so).

2.2 Abscisse de convergence

Le résultat suivant est un analogue de I'existence du rayon de convergence
pour les série entieres.

+00
Corollaire 2.1. Soit > @ une série de Dirichlet. On note

n=1
400
f(n)
E.= eR:
{0 nz:; - converge
{ infE,, si B4
O, = :

400, st E. =0

Alors

400
o Si Re(s) > o, la série 0 converge.

nS
n=1

400
o SiRe(s) < o, la série 21 @ diverge.
n=
On appelle o, l'abscisse de convergence de la série de Dirichlet et le demi-
plan Re(s) > o, le demi-plan de convergence.
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Preuve 2.4. Supposons tout d’abord que E. = & et soit sy € C. Il s’agit de

+00
montrer que la série % diverge. Supposons au contraire qu’elle converge.

n=1
Alors le théoreme (2.2)implique que, pour tout s € C, Re(s) > Re(sy) ,la

400
série @ converge. En particulier o = Re(s) € E,, ce qui est contraire a

n=1
I’hypothese.
Supposons maintenant que E. # @.51 E. = R, alors pour tout 0 € R | la
400
série > @ converge et on a o, = —oo. Il s’agit alors de montrer que pour
n=

1

tout s € C, la série @ converge. C’est a nouveau une conséquence du
1

théoreme 2.2, puisque si s € C, alors Re(s) > oy avec oy € E..

On peut donc supposer maintenant que E. # & et E. # R.Dans ce cas
Jil est facile de voir que o, est fini.Soit s € C |, Re(s) > o.. Alors il existe
oo € E,. tel que Re(s) > o9 > .. Le théoréeme 2.2 implique une nouvelle fois

+00
n=

que la série io @ converge. Finalement il reste a montrer que si s € C,
n=1 o
Re(s) < o, ,la série > @ diverge. Par ['absurde ,supposons qu’il existe
n=1 o
s € C, Re(s) <o, telle que la série 7;1 @ converge.
Alors si Re(s) < o1 < o, le théoréme 2.2 implique que :j % converge, ce

qui contredit la définition de o,.

400
Corollaire 2.2. Soit > @ une série de Dirichlet. On note

n=1

+oo
E, = {UER:ZJZ;)
n=1

converge absolument }

infb,, si £, # @
Oy =
400, st B, =0

Alors
400
e SiRe(s) > o, ,la série > @ converge absolument.
1

n=

+00
o SiRe(s) <o, ,la série > I®) e converge pas absolument.

(
n
n=1
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On appelle o, ['abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet et le
demi-plan Re(s) > o, le demi-plan de convergence absolu.

Preuve 2.5. Remarquons que

f)| _ [f(n)]
ns o nRe(s)
> f(n) X )]
et donc la série Yy L2 converge absolument si et seulement le série Y =24
n=1 n=1
converge, ot 0 = Re(s). De plus
+o00
E, = {O’ eR: Z f:j) converge absolument }
n=1
S 1)
Il suffit donc d’appliquer le corollaire 2.1 a la série de Dirichlet n—n
n=1
H
S 1)
Proposition 2.1. Soit Y £5 une série de Dirichlet. Alors on a
n=1

O'a—1§0'c§0'a

+o0
Preuve 2.6. Si la série ) @ converge absolument, alors elle converge et
n=1

a

donc 0. < 0,. Pour prouver la deuxieme inégalité, choisissons o > o.+ 1.
Alors il existe o tel que

400
og—1> 0> 0c.. Comme la série ) % converge, la suite (f(n)n=), est
n=1

bornée par une constante, disons M. Ecrivons donc

)l _Ifm)l 1 _ M

ne ng ne—oo — no—ao'
oo +00
Or o — oy > 1, donc la série > n~=(7=9) converge et donc la série > %
est absolument convergente. AZ;;Z oy < o0.+1. i
|

2.3 Holomorphie et unicité des coefficients

Le résultat suivant précise le régularité de la somme d’une série de Dirichlet
sur son demi-plan de convergence.
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Théoréme 2.3. Soit

F(s) = Z J(n) Re(s) > o

ns ’

une série de Dirichlet. Alors la fonction F' est holomorphe sur le demi-plan
Re(s) > o. et ,pour k >0 ,on a

Z f(n logn) , Re(s) > o..

Preuve 2.7. Rappelons le théoréme de Weierstrass : si (fy), est une suite de
fonctions holomorphes sur un ouvert 0 du plan complexe et si (f,), converge
uniformément vers f sur tout compact K C €2, alors la fonction f est holo-
morphe sur €2 et pour tout k >0, on a

fO)= lim fP(2), zeq.

n—->—+00

Fizons donc K un compact contenu dans le demi-plan Re(s) > o, . 1l est
facile de voir qu’il eziste sy € C et 0 < o < /2 tel que Re(sg) > 0. et K C

o0
Dy(sg). D’apres le théoreme 2.2, la série > %n) converge uniformément

vers F sur Dy(sg) donc sur K. Le théoreme de Weierstrass permet alors
d’en déduire que F' est holomorphe sur Re(s) > o.. De plus, on a

pi(s) — 3 L= logn)!

ns ’

Le résultat suivant est un résultat d’unicité.

Proposition 2.2. Soit

M

ns, e(s) > o

une série de Dirichlet. SuppOSOns que, pour tout entier N > 0, on a

lim N?F(0)=0.

o—>+00

Alors f(n) =0, pour tout n > 1.
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Preuve 2.8. Montrons le résultat par récurrence. Soit o1 > o.. La série
converge uniformément sur (o1, +00l, d’aprés le théoréme 2.2. Donc on peut
écrire que

+00
Jim Flo) =3 tim fnn

Remarquons que

lim f(n)naz{ f(), st n=1

o—>+00 0, sinon.

Ainsi, en utilisant [’hypothése, on obtient que f(1)=0. Supposons maintenant

que f(1)=f(2)=---= f(N —1)=0. Alors
N°F(o Z F(n)N°N~°.

En faisant tendre o — +00, on obtient que f(N) = 0.

|
En particulier, la proposition suivante implique immédiatement le résulta
suivant.

Corollaire 2.3. Soient F(s) = Z ) et G(s) = Z 9 Jeuz séries de

Dirichlet et supposons qu’il efmste un réel og tel que F( ) G(J) pour tout
o > og. Alors f(n) = g(n), pour tout n > 1.

2.4 Produit de deux séries de Dirichlet

—|—oo
Théoréme 2.4. Soient F(s) = Z 5 et G(s) =

n=1
Dirichlet d’abscisse de com)ergence absolue respectivement a et O'G Notons

deu:z: séries de

nS

04 l'abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet Z f*g . Alors
n=1

(i) 0o < max(cl, ob).
(ii) Pour tout s € C, Re(s) > max(cl,c%), on a

+o0o

Zf*g
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Preuve 2.9. Pour 0 = Re(s) > max(cl,0%) | on a

Z| *g
= Z > fd)g(d)|n”

n=1 |dd'=n

S*ZZM ot

) < g(d’)>'
o d/O’

(z

Ce qui prouve que la série de Dirichlet Z ——— converge absolument pour

n=1
tout s € C tel que Re(s) > max (ol o). Ainsi on a 0, < max(cl,0%), ce

qui prouve le point (i).
Pour le point (ii), on a

g

+00 +00

y- JWatm)

1

8

F(s

1

n

/\
v
\./ll
/—\3
S =
™
N——
Q
—~
s

2 L) I

3
Il
—_

+o0
Corollaire 2.4. Soient F(s) = Y %n) et G(s) = Z 1) Jeug séries de
n=1

Dirichlet d’abscisse de convergence absolue respectwement ol et 0¥,
Si f*g =24, alors pour tout s € C , Re(s) > maz(cl, %),
on a
G(s) =
F(s)

Preuve 2.10. La série de Dirichlet associée ¢ est

>

n=1
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Donc, d’apres le théoréeme 2.4, on a

2.5 La fonction zéta de Riemann

La fonction ¢ est trés importante en arithmétique puisqu’elle intervient
dans la formule d’Euler (la relation 2.20), elle fait donc un lien entre les
entiers naturels et les nombres premiers. C’est aussi la série de Dirichlet la
plus simple et la plus célebre puisqu’elle est associée la fonction constante k.

Elle est définie par
+0o0 1

C(s) =) — Re(s) >1 (2.2)

S

Il est immédiat de vérifier que la série de Dirichlet Y n™* converge abso-

n>1
lument pour Re(s) > 1. Ainsi ,d’aprés le théoréeme 2.3 ,la fonction ¢ est

analytique sur Re(s) > 1.

Théoréme 2.5. La fonction  se prolonge en une fonction méromorphe sur
le demi-plan
Re(s) > 0, avec un unique pole, d’ordre 1, en s = 1.

2.6 La fonction L de Dirichlet

Caractéres d’un groupe abélien fini

Définition 2.3. Soit G un groupe abélien fini. On appelle [’homomorphisme
X : G — C* un caractére de G. Les caractéres de G forment le groupe
(Hom(G,C*), x) qu’on note G et qu’on appelle dual de G.

On définit unité e de G par e(a) =1 pour tout a € G.

Z *
Soit m € N*. On considére maintenant le groupe multiplicatif (_Z> des
m

éléments inversibles de 1’anneau - c’est un groupe abélien fini d’ordre
m

@(m). Ce groupe admet donc ¢(m) caractére.
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Caractéres de Dirichlet

Z *
Définition 2.4. F tant donné un caractére x de <_Z> , on appelle carac-
m
tere modulo m (caractére de Dirichlet) associé a X Uapplication x de Z dans
C définie par x(a) = x(a) si pged(a,m) =1 (a désigne la classe de a dans

<%) ), et x(a) = 0 si pged(a,m) # 1.

On remarque que si x est un caractére modulo m, x(ab) = x(a)x(b) quels
que soient les entiers a et b, c’est-a-dire y est complétement multiplicative.
On définit le caractere principal modulo m comme étant la fonction égale a 1
pour pged(a,m) = 1 et 0 sinon, c’est-a-dire la fonction indicatrice des entiers
premiers a m.

Xo(a) = (2.3)

0 sinon

{1 si, pgcd(a,m) =1,

Définition 2.5. Soient m € N* et un caractére x modulo m. On définit la
fonction L de Dirichlet associée a x par :

L(s,x) = Z Xf;:)

(2.4)

Comme |y(n)n™*| < n~R) on voit que les termes de L(s, ) sont do-
minés en valeur absolue par les termes correspondants de ((Re(s)). Donc
L(s, x) converge pour Re(s) > 1.

2.7 Exemples de séries de Dirichlet

(1) La fonction ¢ : La série de Dirichlet associée a la fonction § est

~ 1 (2.5)

(2) La fonction 1I : La série de Dirichlet associée a la fonction 1 est la série

+oo [
> —(7:) qui converge absolument vers ((s) pour Re(s) > 1, c’est-a-dire
n=1

I -5~ L (), Refs) > 1.



(3) La fonction d(n) : On a d = 1« 1I, donc, La série de Dirichlet associée
a la fonction d(n) converge absolument pour Re(s) > 1 vers (2, c’est-a-
dire

S0 (s, Rel) > 1. 26)

(4) La fonction id(n) : La série de Dirichlet associée a la fonction id(n)
converge absolument pour Re(s) > 2 et on a

+00 zd(n) +00 1

(]
(]

-=((s—1), Re(s)>2. (2.7)

ns ns—

(5) La fonction o(n) : On a 0 = id* 1l , donc La série de Dirichlet associée
a la fonction o(n) converge absolument pour Re(s) > 2 | avec de plus

+oo O'(TL)

C(s)C(s—1), Re(s)> 2. (2.8)

(6) La fonction p(n) : Puisque |pu(n)| < 1, la série de Dirichlet de p,

*f j(n)

converge absolument pour Re(s) > 1, comme p * I = ¢, alors

) _ Re(s) > 1. (2.9)

n® o ((s)’

n=1

(7) La fonction ¢(n) : On sait que ¢ = id * u, alors La série de Dirichlet
associée & la fonction ¢(n) converge absolument pour Re(s) > 2 | est

donnée par
400
p(n) _ C(s—1)
e Re(s) > 2. (2.10)

n=1

1 si, n=m? e N*
(8) La fonction s(n) : On a s(n) = ST’ n=m= (m )
0 sinon

La série de Dirichlet associée a la fonction s(n) est donnée par

+ +00

1
m?s

8
Va)
I
(]

= ((2s), Re(s)>1/2. (2.11)

n=1

S
|
—_

(9) La fonction p*(n) : La fonction p?(n) vérifier identité u? * s = 1I,
donc La série de Dirichlet associée a la fonction p?(n) est la série :



& pfn) ot
F(s) = > == qui converge absolument pour Re(s) > 1, d'ou
F(s)((2s

[uy

n
C(s), ceci implique que

~3
I

+00 9
pe(n) _ ¢(s)
; = e Re(s) > 1. (2.12)
(10) La fonction log(n) : Pour Re(s) > 1, on a {'(s) = — 5 1Oi(sn), d’ou
n=1
yrlos) o p 1 2.13
> P = o), Rels) > 1 213

(11) La fonction A(n) : La fonction A(n) vérifier I'identité A % I = log,
+oo A
donc pour Re(s) > 1lona ) ﬂ§(s) = —('(s), d’on
n=1 MN°

XAm) )
—~ n ¢(s)
(12) La fonction A(n) : La fonction A(n) vérifier 'identité A * ¥ = s, donc

pour Re(s) > 1 on a Jio L7?{(5) = ((2s), d’ou
n=1

(]

, Re(s) > 1. (2.14)

f ASZ) = C<((2$s))7 Re(s) > 1. (2.15)

2.8 Produit Eulérien
2.8.1 Produits infinis

Définition 2.6. /3] Soit (f,(s)),, une suite de fonctions continues dans un

ouvert U de C. On dit que le produit infini [] f. converge normalement sur
n>1
une partie A C U si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. On alim f,,(s) = 1 uniformément sur A.

2. La série de terme général In (f,(s)) qui est définie pour n assez grand,
converge normalement sur A.
St on pose f, =1+ u, , une condition équivalente pour que le produit

infini T fn, converge normalement sur A il faut et il suffit que la série
n>1

> u, converge normalement sur A.
n
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Définition 2.7. Soit (f,.(s)), une suite de fonctions continues dans un ou-
vert U de C. On dit que le produit infini ] (1+ f,) converge absolument si

n>1

le produit [[ (14 |fa]) converge.

n>1

Proposition 2.3. [7] Soit (f,.(s)),, une suite de fonctions continues dans un
ouvert U de C.

1. 8i le produit infini [](1 + f.) est converge absolument, alors il est
n>1
converge et de plus on a

[T+ 1)

n>1

<TIa+17D

n>1

2. Siw =[] (1+ f,) est converge absolument alors w = 0 si et seulement
n>1
si il existe m > 1 tel que f,, = —1.

3. Si fn >0 pour tout n, alors le produit [[ (1 + f,) est converge absolu-
n>1
ment si et seulement si la série Y f,, est absolument convergente.
n>1

4. Soit [, U — C une fonction holomorphe sur un ouvert U de C telle

que > ful(s) converge uniformément sur les compacts dans U. Alors le
n>1

produit infin

£(s) =TT+ fuls))

n>1
converge absolument pour s € U, et uniformément sur ces compacts. De
plus, la fonction f est une fonction holomorphe sur U.

2.8.2 Formule du Produit Eulérien

Le théoréme suivant, découvert par Euler en 1737, est parfois appelé la
version analytique du théoréme fondamental de ’arithmétique.

Théoréme 2.6. Soit f une fonction arithmétique multiplicative telle que la
+00
série Y |f(n)| soit convergente.
n=1
+00 +00
1. Pour tout nombre premier p, la série >, f(p™) = 1+ > f(p™) est
m=1

m=0
absolument convergente et on a

Y ) =110+ o)+ @) +--) (2.16)

p
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2. Si la fonction f est completement multiplicative alors

(a) Quel que soit p un nombre premier, on a |f(p)| < 1.

+00
(b) La série > f(n) se met sous la forme
n=1

+00 1
> 100 =11 (=75) @1
Preuve 2.11.

1. Pour tout nombre premier p, on a
+00 +o0o
L+ Fe™I< ) If(n)l
m=1 m=0

400

qui est convergente. donc la série 14+ > f(p™) est absolument conver-
m=1

gente.

e Soit x > 2, on pose

400
o =TI (1432 16
p<x m=1
qui est un produit fini de séries absolument convergentes. Si on note les

nombres premiers qui sont x par p1,pa, -+ ,Pr, 0N peut écrire p(x) sous
la forme suivante

p(x)=1]] (1 + Zf(zﬁ”)) <] (1 + Zf(ﬂg”)) x-x]] (1 + Zf(zﬁ))

Puisque le produit est fini, les séries sont absolument convergentes et
la fonction f est multiplicative, alors on peut effectuer le produit et
arranger ses termes sous la forme d’une somme de la facon suivante

ple) = > fOF xpsx-oxpi) =Y f(n)
aq,a, - ,0rEN neA

ot A est l’ensemble des nombres n € N* dont les facteurs premiers p
sont < x,
A={neN": (p premier et pln)=p < x}. On aura alors

Y )] <) 1f(n)

neB neB

S f(n) = pla)
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ot B est [’ensemble des nombres n € N* dont les facteurs premiers p
sont > x,

B = {n € N*: (p premier et pln|) = p > x}. La définition de B
montre clairement que n € B,n > x. Alors

Z |<Z\f )| — 0 (x — +00).

neB n>x

o0
Y 1f(n)] — 0 car c’est le reste de la série convergente > |f(n)|.

n>x n=1
Donc

+00 +00
Par suite
+o00
> fn)= lim p()=[]Q+ @)+ ") +)
n=1 p

. (a) Puisque la série Z |f(n)| est convergente alors son terme général
f(n) —0,(n — +oo) par suite il existe Ny > 1 tel que
[f(n)] <1, (Vn = ng).

Supposons qu’il existe un nombre premier p vérifiant |f(p)| > 1.
Alors il existe m € N* tel que p™ > Ny, et on aura alors |f(p™)] =
|[f(p)|™ > 1, contradiction.

(b) En vertu de (a), l’égalité

> fn) = lim plx)=][@+ f) + F@*) +--).

T——+00
D

devient

d f)=TJa+f@) + @+,
=[]+ fop)+ f)*+---),

(=)

p

car la somme > f(p)" est une progression géométrique de raison
n>ng
f(p).
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|
Le résultat suivant montre qu'une série de Dirichlet associée a une fonction
arithmétique multiplicative admet une représentation en produit infini sur
son demi-plan de convergence absolue. Cette représentation qui fait intervenir
un produit qui porte uniquement sur les nombres premiers est fondamentale
en arithmétique.

Théoréme 2.7. Soient f une fonction arithmétique multiplicative et o,

& f(n)

'abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet > ——. Alors
n=1 n’
+00 +00
f(n) f(@")
= , Re(s) > o,. 2.18
; pe 1;[ ; T (s) (218)

Et si f est completement multiplicative, alors

S0 (- 0) mgon

ps
Preuve 2.12. Découle immédiatement du théoréme (2.6).

2.8.3 Exemples de produit Eulérien

(1) La fonction Zéta de Riemann : Le produit eulérien le plus célébre est
celui de la fonction zéta de Riemann, ( est la série de Dirichlet associée
a la fonction constante 1I;, D’aprés le théoréme (2.7) ,on a

C(s) = ;ni -11; _1p_8, Re(s) > 1. (2.20)

(2) La fonction de Mobius : On a p est multiplicative et la série de
Dirichlet D,,(s) converge absolument pour Re(s) > 1. D’aprés (2.9) son
produit eulérien est

-
Ol “é:‘) =] -»), Rels)>1. (2.21)
n=1 p
(3) La fonction ¢ : Pour Re(s) > 2, on a +ZO:O 807(1?) = C(z(;)l), d’ot la
relation (2.20) implique que "~
1 +o0 1 —ps
C(z_(—s)) — % = H 1_—51—37 Re(s) > 2. (2.22)
n=1
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A(n) _ ¢(2s)

+00
(4) La fonction A : Pour Re(s) > 1, on a > =) d’apres
n=1 N° S
(2.20).0on obtient
((2s <X A(n 1
C((s)) -y T(Ls) -T1 T Re(s) > 1. (2.23)
n=1 P

(5) La fonction x : Soient k& > 1 (k entier) et x un caractére modulo k
puisque y est complétement multiplicative, d’apreés le théoréme (2.7)

L(s,x) = ; Xﬁ:) = 1;[ #W, Re(s) > 1. (2.24)

(6) La fonction y, : Pour x = x¢ le caractére principal modulo &, on a

“+00

L(s, x0) = X(;f?) = H I —1p_5 = H 1 —1p_5 H(l —p ),
n=1 plk p plk
d’ou
L(s,x0) = ¢(s) [ J(1 =p7*), Re(s) > 1. (2.25)

plk

(7) La fonction f, : fp est complétement multiplicative, donc d’apres le

+0o0 1 -1
théoréme (2.7), on a > fp(n) = H (1 — —) , d’ou

— ns s
n=1 p¢P p

peP p
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Chapitre 3

Série de deux variable de Dirichlet

3.1 Fonctions arithmétiques multiplicatives et additives de deux
variables

Fonction arithmétique de deux variable

Définition 3.1. On appelle fonction arithmétique de deux (n € N*) variables
tout application f définie de (N*)? dans le corps C.

On désigne par Ay l'ensemble des fonctions arithmétiques de deux variables.
Définition 3.2. (wvoir [10], [9], [17])

Soit f € Ay. On dit que f est multiplicative si f est non identiquement nulle
et elle vérifiée la propriété suivante :

f(ming, mang) = f(mq,ma) f(n1,n2)
pour tout my, ma, ny, ne € N* tels que ged(myms, ning) = 1. On désigne par
My l’ensemble des fonctions arithmétiques multiplicatives de deux variables.

Remarque 3.1. Si f € Ay est multiplicative, alors f(1,1) = 1.

En autre ,une fonction multiplicative est completement déterminée par les
valeurs f(p™,p"?), ol p parcourt tous les nombres premiers et vy, v € N.De
plus on peut écrit

f(ny,ng) = Hf(pvp(”l),p”?’(m)), pour tout mny,ny € N*, (3.1)
P

Fonction fermement multiplicative

Définition 3.3. Soit f € As. On dit que f est fermement multiplicative(voir
[5]) si f est non identiquement mule et elle vérifiée
f(many, mang) = f(ma, ma) f(n1,n2)

pour tout my, mo,ny,ny € N* tels que ged(my,ny) = ged(ma,n2) = 1. On
désigne par Fo 'ensemble des fonctions arithmétiques de deuz variables fer-
mement multiplicatives .
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Remarque 1. Si f € Ay est fermement multiplicative, alors f(1,1) = 1. En
autre, une fonction fermement multiplicative est compléetement déterminée
par ses valeurs a (1,1,pY,1,1), ou p parcourt tous les nombres premiers et
v € N. On peut écrit

f(n1,ng) = H (f(p”p("l), 1)f(1,p”p(”2))) , pour tout ny,ns € N*. (3.2)
p
Lemme 3. Tout fonction f € As fermement multiplicative est multiplica-
tive. Ainsi, Si f € Fo, alors pour tout ni,ny € N*, on a

f(nhn?) - f(nla 1)f(17n2) (33>
De ce Lemme on obtient immeédiatement la propriété suivante :

Proposition 3.1. Une fonction f € Ay est fermement multiplicative si et
seulement s’il existe des fonctions multiplicatives f1, fo € My (d’une seule
variable) telles que

f(n1,n2) = fi(n1) fa(na) pour tout nq,ny € N,

Dans ce cas

fl(n) — f(n7 1)? f2(n) - f(Ln) pour Chaque n € N*.

Dans le cas de fonctions a une seule variable .la notion d’une fonction
fermement multiplicative se réduit a celle d’une fonction multiplicative. Pour
deux variable les concepts d’'une fonction multiplicative et d’une fonction
fermement multiplicative sont différents.

Fonction complétement multiplicative

Définition 3.4. Soit f € Ay. On dit que f est complétement multiplicative
si f#£0 et

f(ming, mang) = f(my, ma) f(n1,n2)
pour tout my,mo,nq,ne € N*. On désigne par Cy l’ensemble des fonctions
arithmétiques de deux variables completement multiplicatives. Notons que R.
Vaidyanathaswamy [17] utilise le terme "fonction linéaire " pour désigner des
telles fonctions.

Proposition 3.2. Une fonction f € As est completement multiplicative si
et seulement s’il existe des fonctions d’une seule variable fi, fo € C1 compleé-
tement multiplicatives telles que

f(n1,n2) = fi(n1) fa(ng) pour tout nq,ny € N,

Dans ce cas

fin) = f(n,1), fo(n) = f(1,n) pour chaque n € N*.
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fonction arithmétique additive

Définition 3.5. Soit f € As.
1. On dit que f est additive si f(1,1) =0 et

f(ming, mang) = f(my, ma) + f(n1,n2)

pour tout my, mo, ny,ns € N* tels que ged(myms, ning) = 1.

2. On dit que f est fermement additive si f(1,1) =0 et

f(ming, mang) = f(my, ma) + f(n1,n2)

pour tout my, mo,ny,ns € N* tels que ged(my, ny) = ged(ma, no) = 1.

3. On dit que f est complétement additive si f(1,1) =0 et

f(mang, mang) = f(m1,ma) + f(n1,n2)
pour tout my, mo,ny, ng € N*,

Exemple 3.1.

1. Les fonctions (ny,mn2) — ged(ng, ng) et (ng,ng) — lemlng, ny| sont
multiplicatives pour tout 2 € N*

2. Les fonctions (ni,ng) — ning et (ny,ng) — niA(ng) sont compléte-
ment multiplicatives.

3. Les fonctions (ny,n2) — d(n1)d(nz2) et (ny,n2) — d(n1)o(ng) sont
fermement multiplicatives, mais non pas complétement multiplicatives.

4. Soient h € My et f € M. Alors Les fonctions (ny,ng) — h(ni)h(ns)
et (ny,ngy) — h(f(n1,ng)) sont multiplicatives. En particulier, les
fonctions (ny,ny) — h(ged(ny, no)) et (ny,ng) — h(lem[ny, na]) sont
multiplicatives.

5. Le produit et le quotient des fonctions multiplicatives sont multiplica-
tives.

6. Si f € My, alors la fonction f € Ay définie par : f(n) = f(n,n) pour
tout n € N* est multiplicative.

Définition 3.6. On définit la fonction o de deux variables par :

o(ni,ng) = Y ged(dy,dy). (3.4)

di|n1,dz|neo
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Théoréme 3.1. [6] Pour tout m,n € N*, la fonction o(ni,ny) peut étre
écrit sous la forme suivante :

o(ning) =Y @(d)d(m/d)d(n/d). (3.5)
d| ged(m,n)

Preuve 3.1. on a o(m,n) = > gecd(a,b), on utilise la formule de Gauss
alm,b|n
n=> o(d), on obtient
dln

=2 > ¢

a|lm,b|n d| ged(a,b)

=22 ¢ld)

ar=m gi—
by= n dj= b

:Z¢

diz=m
djy=n

=2 e 1

dum ir=u

Jy=v
= p(d)d

du=m
dv=n

= > pld)d(m/d)d(n/d).

d| ged(m,n)

Corollaire 3.1. Pour tout ni,ny € (N*)?, on a

o(ning) = > @(d)d(ny/d)d(ny/d). (3.6)

d| ng(TLl ,77,2)

3.2 Convolutions de fonctions arithmétiques de deux variables

La convolution de Dirichlet

Définition 3.7. Soient f,g € As. Le produit de convolution de f et g est la
fonction f x g définie par :

(fxg)(nng) = > fld,dag(ny/dy, na/dy). (3.7)

d1|n1 d2|n2

On peut définir le produit de convolution de la maniére suivante :
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Définition 3.8. Soient f,g € As. Le produit de convolution f * g est donné

par :
(f*g)(ni,no) = > flar, a2)g(b, by). (3.8)

a;b;=n;
aq‘,,biEN
1=1,2

Remarque 3.2.
1. L’ensemble (As, +,*) est un anneau commutative, [’élément neutre pour

la convolution est la fonction 9 donné par :

1 siny=mny=1,
52(711, 712) = (39)
0  autrement

2. Une fonction f € Ay est inversible si et seulement si f(1,1) # 0
3. La fonction constante Wo dans As est définie par : Wo(ny,ne) = 1 pour

tout
ny, e, € N*. Linverse de la fonction Wo est la fonction s définie par :

pa(na, ma) = p(m)p(ns) (3.10)

4. Si f,g € Fy, avec les notations de la proposition (3.1), on a

(f * g)(n1,m2) = (f1 * g1)(n1)(fr * g2)(n2)

et
FH na,me) = (f ) (1) (f5 ) (n2)

Dot fxg€ Fyet f71 € Fy. on en déduit
(F2,%) < (Ma, %)

Lemme 4. [16] Pour tout fonction f € Aél), Uinverse f~1 € .Aél) peut étre
construit de maniére récursive comme suit ;

FHL) = a1

CLQ bl, bg) (nl,ng) 7£ (1, 1)

f 1(n17 TLQ
a;b;=n;
b ;ém
1=1,2
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3.3 Série de Dirichlet de deux variable

Définition 3.9. Soit f € Ay. La série de deux varible de Dirichlet associée
a f est donnée par :

D(f,s1,52) Z flo,nz) (3.11)

n n
ni,no= 1 1 2

Remarque 2. Comme dans le cas d’une seule variable, si D(f;s1,S2) est
absolument convergente en tout point (21, z2) € C?, alors elle est absolument
convergente en tout point (s1,s2) € C* avec Re(sj) > Re(z;) (1 <5 <2).

Proposition 3.3. [10] Soient f,g € As. Si D(f;s1,52) et D(g;s1,s2) sont
absolument convergentes, alors D(f * g;s1,s2) est également absolument
convergente et

D(f * g, 81732) - D(f? 81732)D(g; 31782)'
Ainsi, si f € .Aél) ={feAy: f(1,1)# 0} ,alors
D(f™"5s1,82) = D(fs51,82) 7",

il en est de meéme dans le cas d’une série absolument convergente.

3.4 Produit Eulérien généralisé

Définition 3.1. Une partie A de N* est dite multiplicative si, et seulement
si, elle contient 1 et vérifie

VmneN:neAAmeAsnme A

Cette définition implique immédiatement que toute partie multiplicative
contenant un nombre n différent de 1 est infinie, car elle contiendrait la partie
infinie {n* /o € N}.

A titre d’exemple, pour tout r € N* et tout r-uplet (ny,--- ,n,) dans (N*)"
la partie

A= {n /il existe (nq,--- ,n,) € (N*)" avec (ny,--- ,n,) =1let n = an}
i=1

est multiplicative. On a le résultat suivant
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Théoréme 3.2. (produit d’Euler généralisé)
Pour toute fonction arithmétique multiplicative f et toute partie multiplica-
tive A de N* contenant une infinité de nombres premiers telle que

Yo lf(n)] < oo, on a

d =110+ + @)+ (3.12)
neA peA

St de plus la fonction f est compléetement mutiplicative, alors pour tout p €
A ona|f(p)| <1 etla formule (1) devient

> fn)= Hl_;f(p) (3.13)

neA pEA

Preuve 3.2. Soit x € R suffisamment grand et {p1,...,p,} Uensemble des
nombres premiers de A qui sont < x. On pose

p@)= [ O+re)+reH+--).
p<z, peA

La quantité p(x) est un produit fini de séries absolument convergentes. Puisque
la fonction f(n) est multiplicative et A est une partie multiplicative, alors

plx) =2 f(n) od

nex

X={p* x - xp¥ [ aq,...,ap € N} CA.

DS =pa)= ) f(n).

ncA ncA—-X

On a donc

Montrons que tout n € A — X admet au moins un facteur premier p € A et
p>x. Soitne€ A—X. Onan>2carl € ANX doncl ¢ A—X. Ecrivons
n = qlﬁ1 X oo X qfs ou s € N*, q,...,qs des nombres premiers et 5; € N*
(Vi). Puisque n € A alors {qq,...,qs} C A. Si on suppose que q; < z (Vi),
alors la multiplicativité de A impliquerait que n € X contradiction avec le
fait que n ¢ X. On en déduit qu’il existe au moins q € {q1,...,qs} tel que

q > x. De la vient quen € A —X = (n € A et n > x) ce qui implique que

Y fm=p@|< Y [f< > 1f()| =0 (z— +00).

neA ncA—-X neA, n>r
Alors
> f(n) = lim p(z) = [Ta+r®+reM)+--).
neA pEA
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On suppose que la fonction f est complétement multiplicative. Soit p € A un

nombre premier. Puisque la série > f (™) = > (f (p))" est convergente
neA neA

alors la suite (f (p™)), = ((f (p)"),, tend vers 0 lorsque n — +oo, alors il
existe Ny tel que |f(p)|" < 1 pour n > Ny ce qui implique que |f(p)| < 1.
L’inégalité | f(p)| < 1 pour tout p € A implique que

H(1+f<p>+f(pa)+---)=H<1%ﬂm>-

pEA pEA

Proposition 3.4. Soient f € My et 0, = (014,024) 'abscisse de conver-

gence absolue de la série multiple de Dirichlet D(f, s1,52) = > —f(nl’ n)

1
nine=1 11 Mo
, alors

D(fis1,5) = [ Z f+ Re(s;) > 05, (1<j<2). (3.14)

p vi,2=0

Proposition 3.5. Soit f € Msy. Pour tout (s1, s3) € C2, la série D(f; 51, s3)
est absolument convergente si et seulement si

")

H Z VlRe Zl +V2R€(ZQ) < o
Vi,V= 0
v+ >1

Théoréme 3.3. [16] Soit f € Agl) et D(f;s1,52) la série multiple se Diri-
chlet associée. On suppose qu’il existe l1,ly € R tels que pour tout ny,ny €
(N* — {1})?, on a

f(n1,n9) = O(nyng).

Alors la série D(f; s1,82) converge absolument dans

{(s1,89) € C*| Re(s;) > 1+1; (j=1,2)}.

Corollaire 3.2. [16] Soit | € Aél). Si D(f;s1,82) et D(f1;s1,82) sont
absolument convergentes sur R C C", alors D(f;s1,52) n'a pas de zéros
dans R.

Preuve 3.3. Soit (s1, s2) € R. En appliquant la proposition (3.3), on obtient

D(f;51,8)D(f 51, 80) = D(69;51,89) = 1.
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Lemme 5. [16] Pour o > 1, on a

Preuve 3.4. On a

Théoréme 3.4. [16/ Soit | € A2 On suppose qu’ils existent une constante
C >0 etly,ly €R tels que |f(ny,ny)| < Cnlnlz.
pour tout ny,ny € (N* — {1})%. On pose a; > 1 +1; (j = 1,2) vérifiant

Clan —l)C(ar — ) <1+ [f(1,1)[/C

Alors ,on a

b, 0o
Ny

’f_ (n17n2>‘ |f(1 1)|

Preuve 3.5. En preuve le théoréeme en procédant par induction sur ni + ns.
dans le cas ot ny +ng = 2 i.e (nl,ng) (1,1), alors on a

1

En suite, doit d > k on suppose que |f~'(ni,no)| <

I, lo
nyng

[F(1,1)]

ni,ne € N satisfaisant ny + ny < d. Alors pour tout ni,ny € N vérifiant
ni + ng = d, d’aprés le lemme (4), on obtient

|f (a1, az)||f (b1, b2)|

pour tout

[f (n1,ng)] <

azblz’fh
1=1,2
allbachlQbO‘2
< fRLop L A
a;bj=n;

bi#£ny
1=1,2

C al_ll QQ—ZQ ap, Q2

bi|n1 ba|no

C « a1 (9
|2 (C(al - ll)n11C(a2 - l2>n2 — NNy )

S
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Ce qui preuve le théoreme.
|

Théoréme 3.5. [16] Soient f et ay, ay Satz'sfaz'sant auz conditions du théo-
reme (3.4). Alors D(f;s1,89) et D(f7%;s1,82) n'ont pas de zéros dans la
région

{(s1,82) € C*| Re(s;) >1+a; (j =1,2)}

De plus, dans la méme région, D(f;s1,52) et D(f™1;s1,s9) vérifient la re-
lation

(D(f7 51, 82))_1 - D(f_l. 51, 82)
Preuve 3.6. Comme f(n1,ns) = O(nl'n2), alors D(f;s1,sy) est absolu-
ment convergent dans

{(s1.52) € C Re(s;) > 1 +1; (j = 1,2)}

Comme f~1(n1,n2) = O(n{*n5?), alors D(f™'; s1, s9) est absolument convergent
dans
{(s1,52) € C*| Re(s;) >1+a; (j=1,2)}

Nous obtenons donc le théoréeme en utilisant le corollaire (3.2)

3.5 Calcul effectif de séries de Dirichlet de deux variable

Théoréme 3.6. Soient f une fonction arz’thmétz'que complétement multipli-
cative et a € R tels que 3 |12 (s) >a}.

n>1
Pour tout r—uplet (s, 52,) (7“ > 2) de nombres complexes dans D, on a

Sy I e n(-S8) e
T :

Pour la démonstration on utilise les lemmes préparatifs suivants :

Lemme 6. Soient f une fonction arithmétique completement multiplicative
telle que

+ooﬂ

< 00 dans un domaine D C C. Pour tout s € D et tout m € N*,on

pS

n=1
a
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3.6 Applications

On applique le second théoréme sur des fonctions arithmétiques complé-
tement multiplicatives on obtient les formules suivantes :
Soient s1, $9,€ D1 (r=2)ou Dy ={s€C /R(s) > 1} .
1. La formule suivante a lieu
+oo +
i f _ (s1) € (s2)
S1..52 -
=y (s1+ s92)
(n1,n2)=1

L’origine de cette derniére formule est (cf.T.M.Apostol [1], (page 248, Ex.
15), (Voir la formule (17) dans [10]).
2. Pour tout nombre entier k£ > 1 et y un caractére modulo £, on a
400
ZJFZX _L(317X)L(827X)
(n1 na, ) 1

3. Pour x = xo le caractére principal modulo &, on a

+0o0 400

Z ZXQ XO TLQ) _ m=1 m=1 p|k
=1 ny—1 C(81+S2)H(1—1ﬁ)
(n1,m2)=1 plk
4. Soit A(n) = (—1)%™ la fonction lambda de Liouville avec Q(n) = >_ k,
k||n
on A il
PP DULICIENEY |y (X -
’I'Ll—]. No= 1 1 2 =1 Sl + 82)
(n1 ng) 1

5. soient P un ensemble finie ou infinie des nombres premiers et f, la fonction
arithmétique définie par f, =1sipg¢ Pet f,=0sipeP.On a

Syl bl SO (D (L)
81+82 % poLte '

ni=1no=1 1=1 peP peP
(ny,n9)=1

(3.17)

o8



Conclusion

Le but du mémoire est d’étudier les propriétés des fonctions arithmétiques
et leur relation avec la série de dirichlet et d’essayer de généraliser les proprié-
tés de la série de dirichlet & deux varibles et de trouver des moyens efficaces
de les calculer et de les relier 4 la série de dirichlet bien connue
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