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- Rheological properties

- Rheological classification of fluids

- Turbulence phenomenon



IGENERALITY ON RHEOLOGY AND
TURBULENCE
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- Turbulence modeling

- Scale resolving simulations 

- Numerical procedures

- Bibliographic review
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���� ������� �������� 


��� ��������� �������� ������ ����� ��� ��������� ���� �������� ���� ������� ������ �

�𝑇𝑟𝑧 � �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝑧

𝜕𝑟
− �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝑧

𝜕𝑟
, �𝑇𝜃𝑧 � �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝑧

𝜕𝜃
− �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝑧

𝜕𝜃
�
��
��

�𝑇𝑧𝑧 � �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝑧

𝜕𝑧
− �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝑧

𝜕𝑧
, �𝑇𝑟𝑟 � �𝛾𝑛−	 𝜕 �𝑞𝑧/𝑟�

𝜕𝑟
− �𝛾𝑛−	 𝜕 �𝑞𝑧/𝑟�

𝜕𝑟
�
��
�

�𝑇𝜃𝑟 � �𝛾𝑛−	 𝜕 �𝑞𝑟/𝑟�
𝜕𝜃

− �𝛾𝑛−	 𝜕 �𝑞𝑟/𝑟�
𝜕𝜃

, �𝑇𝑧𝑟 � �𝛾𝑛−	 𝜕 �𝑞𝑟/𝑟�
𝜕𝑧

− �𝛾𝑛−	 𝜕 �𝑞𝑟/𝑟�
𝜕𝑟

�
��
��

�𝑇𝑟𝜃 � �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝜃

𝜕𝑟
− �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝜃

𝜕𝑟
, �𝑇𝜃𝜃 � �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝜃

𝜕𝜃
− �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝜃

𝜕𝜃
�
��
��

�𝑇𝑧𝜃 � �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝜃

𝜕𝑧
− �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝜃

𝜕𝑧
, �𝑇𝑟 � �𝛾𝑛−	 𝜕𝑞𝑟

𝑟
 − �𝛾𝑛−	 �𝑞𝑟

𝑟
 �
��
��

�𝑇𝜃 � �𝛾𝑛−	 𝑞𝜃

𝑟
 − �𝛾𝑛−	 �𝑞𝜃

𝑟
 �
��
��

���� �� ��������� �
�	�� ���� ������ ���� �𝑇𝑟 �� �𝑇𝜃 ����� ��� ���� ����� �� �� �� ��������

� ���� �� ��� ����� ���� ��� ��� �������� ������ ���� ����� ������ ��� ��� ����� ����� �������

���� ���� ������������� �������� 
��	� 
��	� �� 
��	� ��� � ��� �������� ���� �

𝜕�𝑞𝑟

𝑑𝑟
� 	

𝑟

𝜕�𝑞𝜃

𝑑𝜃
� 𝑟

𝜕�𝑞𝑧

𝑑𝑧
� � �
�����

𝐷�𝑞𝑧

𝐷𝑡
� 𝜕 �𝑝

𝜕𝑧
� 	

��𝑠

[︂	
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟 �𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝑧

𝜕𝑟

)︂
� 	

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

(︂
𝑟 �𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝑧

𝜕𝜃

)︂
� 𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑟 �𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝑧

𝜕𝑧

)︂]︂
−

	
𝑟

𝜕�𝜏𝑟𝑧

𝜕𝑟
− 	

𝑟

𝜕�𝜏𝜃𝑧

𝜕𝜃
− 𝜕�𝜏𝑧𝑧

𝜕𝑧

�
���	�

𝐷�𝑞𝑟

𝐷𝑡
� −𝑟

𝜕 �𝑝
𝜕𝑟

� 	
��𝑠

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟 �𝛾𝑛−	 𝜕 ��𝑞𝑧/𝑟�

𝜕𝑟

)︂
−
(︂

�𝛾𝑛−	 �𝑞𝑟

𝑟


)︂
− 


𝑟


(︂
�𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝜃

𝜕𝜃

)︂
�

	
𝑟


𝜕

𝜕𝜃

(︂
�𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝑟

𝜕𝜃

)︂
� 𝜕

𝜕𝑧

(︂
�𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝑟

𝜕𝑟

)︂]︂
− 𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜕�𝜏𝑟𝑟

𝑟

)︂
− 𝜕�𝜏𝜃𝑟

𝜕𝜃
− 𝜕�𝜏𝑟𝑧

𝜕𝑧
� �𝜏𝜃𝜃

𝑟


�
���
�

𝐷�𝑞𝜃

𝐷𝑡
� −𝜕 �𝑝

𝜕𝜃
� 	

��𝑠

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟 �𝛾𝑛−	 𝜕 ��𝑞𝜃/𝑟�

𝜕𝑟

)︂
−
(︂

�𝛾𝑛−	 �𝑞𝜃

𝑟


)︂
� 	

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

(︂
�𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝜃

𝜕𝜃

)︂
�

𝜕

𝜕𝑧

(︂
�𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝜃

𝜕𝑧

)︂
� 


𝑟


(︂
�𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝑟

𝜕𝜃

)︂]︂
− 𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜕�𝜏𝑟𝜃

𝑟

)︂
− 	

𝑟

𝜕�𝜏𝜃𝜃

𝜕𝜃
− 𝜕�𝜏𝜃𝑧

𝜕𝑧
� �𝜏𝜃𝑟

𝑟

�
�����

��� ����� ������� �� ���� �� ��� ������� ������� �������� �� ��� ��������� ����

��� ���� ���� ������� �� ������ �

𝜕𝑇

𝜕𝑡
� 𝑣𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
� 𝑣𝜃

𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝜃
� 𝑣𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑧
� 𝛼

[︃
𝜕
𝑇

𝜕𝑟
 � 	
𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
� 	

𝑟

𝜕
𝑇

𝜕𝜃
 � 𝜕
𝑇

𝜕𝑧


]︃
�
�����




���� ������� �������� �

����� 𝛼 �� ��� ������� ���������� �� ��� ���� �� ��������� ������ �� �������� �� �����

�� ������������ ���� �� ������� ��������� � ������� ���������� ���� ����������� �� ������

���� ��� ����� �������� �� ����� �� ����������

� ���� ��� ������ �� ������� � ��� ����� ���� ���� ��� ������ ������� �������� ���� ���

���� ����������� �������� � ��� ��������� �������� �𝜃� �������� ������� � ��� ��� ��������

�𝑧��

��� ����� ������� 
���� �� ��� ��������� ���� �� ���� ����������� ���� ��� ��������

����������� 𝑇𝑟𝑒𝑓 � 𝑞𝑊 /𝜌𝐶𝑝𝑈𝑐𝐿 � ��� ����������� ����������� �� ����� �� �

� � �⟨𝑇𝑝 �𝑧�⟩ − 𝑇 �𝜃, 𝑟, 𝑧, 𝑡��/𝑇𝑟𝑒𝑓 �
����

𝑇𝑟𝑒𝑓 ������� ��� �������� ����������� �� �� ����� �� 𝑇𝑟𝑒𝑓 ����� ⟨𝑇𝑝 �𝑧�⟩ �� � ������� �

���� �� �������� ����������

���� ��� ������� �� ����������� ����� �� ������� 
����� ��� ����������� ���� �� ���

����� ������� �� �� ������� �

𝜕�
𝜕𝑡

� 	
𝑟

𝜕

𝜕𝑟
�𝑞𝑟�� � 	

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
�𝑞𝜃�� � 𝜕

𝜕𝑧
�𝑞𝑧�� − 𝑞𝑧

𝜕

𝜕𝑧

(︃
𝑇𝑝

𝑇𝑟𝑒𝑓

)︃
� 	

��𝑠��𝑠[︃
	
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟

𝜕�
𝜕𝑟

)︂
� 	

𝑟

𝜕
�
𝜕𝜃
 � 𝜕
�

𝜕𝑧


]︃ �
�����

�� ������� ������� 
����� ��� ������� ����� ������� �� ������ �

𝜕 ��
𝜕𝑡

� 	
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
�𝑞𝑟

��
)︁

� 	
𝑟

𝜕

𝜕𝜃

(︁
�𝑞𝜃

��
)︁

� 𝜕

𝜕𝑧

(︁
�𝑞𝑧

��
)︁

− �𝑞𝑧
𝜕

𝜕𝑧

(︃
𝑇𝑝

𝑇𝑟𝑒𝑓

)︃
� 	

��𝑠��𝑠[︃
	
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︃
𝑟

𝜕 ��
𝜕𝑟

)︃
� 	

𝑟

𝜕
 ��
𝜕𝜃
 � 𝜕
 ��

𝜕𝑧


]︃
− 	

𝑟

𝜕�𝜏�𝑟

𝜕𝑟
− 	

𝑟

𝜕�𝜏�𝜃

𝜕𝑟
− 	

𝑟

𝜕�𝜏�𝑧

𝜕𝑟

�
�����

����� ��� �������� ����� �� �������� ���� ����� ��� ����� �� �

�𝜏𝑟� � 𝑞𝑟� − �𝑞𝑟
��, �𝜏𝜃� � 𝑞𝜃� − �𝑞𝜃

��, �𝜏𝑧� � 𝑞𝑧� − �𝑞𝑧
�� �
�����

��� ��������� ������ ����� �� ���� �� �

��𝑠 � 𝐾𝑡

𝛼𝜌𝑅𝑛−	𝑈𝑐𝐿
	−𝑛 �
�����




���� ������� �������� �

���� 𝐾𝑡 ��� ��������� �� ����������� ⟨𝑇𝑝⟩� ��� ������ �𝜏𝑟�� �𝜏𝜃 � �� �𝜏𝑧� ��� ��� ��������

���� ��� �������

��� ����������� �������� ������� ��� �������� ��� �� ��� ����������������� �������

�� ����� ����� �𝑃𝑛 > �� ��� ������ �� ������� �

�������� ������� �

𝜕�𝑞𝑟

𝜕𝑟
� 𝜕�𝑞𝜃

𝜕𝜃
� 𝑟

𝜕�𝑞𝑧

𝜕𝑧
� � �
�����

������� �������� �

𝐷�𝑞𝑧

𝐷𝑡
� 𝜕 �𝑝

𝜕𝑧
� 	

��𝑠

[︂	
𝑟

𝜕

𝑑𝑟

(︂
𝑟 �𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝑧

𝑑𝑟

)︂
� 	

𝑟

𝜕

𝑑𝜗

(︂
𝑟 �𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝑧

𝑑𝜃

)︂
� 𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑟 �𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝑧

𝑑𝑧

)︂]︂
− 	

𝑟

𝜕�𝜏𝑟𝑧

𝜕𝑟
� 	

𝑟

𝜕�𝜏𝜃𝑧

𝜕𝜃
� 𝜕�𝜏𝑧𝑧

𝜕𝑧

�
���	�

𝐷�𝑞𝑟

𝐷𝑡
� −𝑟

𝜕 �𝑝
𝜕𝑟

� 	
��𝑠

[︂
𝜕

𝑑𝑟

(︂
𝑟 �𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝑧/𝑟

𝑑𝑟

)︂
−
(︂

�𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝑟

𝑟
 𝑒𝑃 𝑛. ��
)︂

− 

𝑟


(︂
�𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝜃

𝑑𝜃

)︂
�

	
𝑟


𝜕

𝜕𝜃

(︂
�𝛾𝑛−	 𝜕�𝑞𝑟

𝑑𝜃
� �𝑇𝜃𝑟

)︂
� 𝜕

𝜕𝑧

(︂
�𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝑟

𝑑𝑟

)︂]︂
− 𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜕�𝜏𝑟𝑟

𝑟

)︂
− 𝜕�𝜏𝜃𝑟

𝜕𝜃
− 𝜕�𝜏𝑟𝑧

𝜕𝑧
� 𝜕�𝜏𝜃𝜃

𝑟


�
���
�

𝐷�𝑞𝜃

𝐷𝑡
� −𝜕 �𝑝

𝜕𝜃
� 	

��𝑠

[︂
𝜕

𝑑𝑟

(︂
𝑟 �𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝜃/𝑟

𝑑𝑟

)︂
−
(︂

�𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝜃

𝑟


)︂
� 	

𝑟

𝜕

𝜕𝜃

(︂
�𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝜃

𝑑𝜃

)︂
�

𝜕

𝜕𝑧

(︂
�𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝜃

𝑑𝑧

)︂
� 


𝑟


(︂
�𝛾𝑛−	𝑒𝑃 𝑛. �� 𝜕�𝑞𝑟

𝑑𝜃

)︂]︂
− 𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜕�𝜏𝑟𝜃

𝑟

)︂
− 	

𝑟

𝜕�𝜏𝜃𝜃

𝜕𝜃
− 𝜕�𝜏𝜃𝑧

𝜕𝑧
− 𝜕�𝜏𝜃𝑟

𝑟
�
�����

����� ������� �

𝜕 ��
𝜕𝑡

� 	
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
�𝑞𝑟

��
)︁

� 	
𝑟

𝜕

𝜕𝜃

(︁
�𝑞𝜃

��
)︁

� 𝜕

𝜕𝑧

(︁
�𝑞𝑧

��
)︁

− �𝑞𝑧
𝜕

𝜕𝑧

(︃
𝑇𝑝

𝑇𝑟𝑒𝑓

)︃
� 	

��𝑠��𝑠

[︃
	
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︃
𝑟

𝜕 ��
𝜕𝑟

)︃
�

	
𝑟


𝜕
 ��
𝜕𝜃
 � 𝜕
 ��

𝜕𝑧


]︃
− 	

𝑟

𝜕�𝜏�𝑟

𝜕𝑟
− 	

𝑟

𝜕�𝜏�𝜃

𝜕𝑟
− 	

𝑟

𝜕�𝜏�𝑧

𝜕𝑟

�
�����

��� �������� ���� ��� � ��� ����� ������� �� ������� �� �

𝜏�𝑗 � −𝛼𝑡
𝜕 ��
𝜕𝑥𝑗

�
����

𝜏�𝑧 � −𝛼𝑡
𝜕 ��
𝜕𝑧

, 𝜏�𝑟 � −𝛼𝑡
𝜕 ��
𝜕𝑟

, 𝜏�𝜃 � −𝛼𝑡
𝜕 ��
𝜕𝜃

�
�����

���� 𝛼𝑡 �� ��� �������� ������� ���������� �������� ����� �� �
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