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NOTATION

Dans tout ce qui suite, nous utiliserons les notations suivantes :

N
Z
7(R+)
C
r()
B(;.)
Eal): (Bas())
IS
RLDZYU
°D¢u

5(%)

R
E

(

R)
C([a; 0], R)

R)

Ensemble des nombres entiers naturelle.

Ensemble des nombres entiers.

Ensemble des nombres réels (positive).

Ensemble des nombres complexes .

La fonction Gamma.

La fonction Beta.

La fonction Mittag-Leffler a un seul parametre (a deux parametres)
L’intégrale fractionnaire de u d’ordre «;

La dérivée fractionnaire d’ordre a > 0 au sens Rieman-Liouville
La dérivée fractionnaire d’ordre a > 0 au sens Caputo

La fonction de Dirac

Espace des fonctions mesurables de puissance p € [0, 4-00].
Espace des fonctions continues sur [a, b] et a valeur dans R

Espace des fonctions absolument continues sur [a, b] constitué des fonctions u.

Espace de Banach

Le dual topologique de I'espace X
Une famille de parametre

La domaine de 'opérateur A
presque partout



INTRODUCTION

Ce mémoire se concentre sur ’étude des équation d’évolution non homogenes d’ordre frac-
tionnaire, qui sont des équation différentielles partielles généralisées utilisant des dérivées d’ordre
non entier.

Ce travail est divisée en trois chapitres :

- Dans le premiere chapitre, nous présenterons quelques définitions et théoremes ainsi que
quelques fonctions spéciales (Gamma, Beta...) avec leurs propriétés, nous avons men-
tionné les intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo, que
nous avons utilisé dans ce mémoire, Apres nous allons présenter quelques notions sur les
équations différentielles fractionnaires, nous allons résoudre des équations fractionnaires
avec les dérivées de Caputo.

- Dans le deuxieme chapitre, nous étudions et caractérisons la compacité des familles
résolvants d’opérateurs associés a des équations fractionnaire différentielle. Nous mon-
trons une application dans I’étude de I'existence et 'unicité de solutions pour une classe
d’équations fractionnaire non homogene avec des conditions locales.

- Dans le troisieme chapitre, nous présentons des différentes approches pour le probleme
abstraites de Cauchy, et nous considérons le probleme de Cauchy linéaire d’ordre fraction-
naire, Apres nous expliquons 'existante et 'unicité des solutions faible pour équations

d’évolution non homogenes, et nous présentons un exemple de 1’équation.



TABLE DES MATIERES

Mots-clés : Résolvants fractionnaire,famille résolvant fractionnaire, probleme de Cauchy abs-
trait, génération, perturbation, approximation, compacité, CO semi-groupe, solution forte, so-

lution faible. Classement :35R11; 26A33; 47A58; 47B07.



CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRES

La formule de Dirichlet Sil'une des deux intégrales suivantes est absolument convergente,

/ab [/ax f(x,y)dy] d — /b“ [/:f(x?y)dx} dy (1.1)

Remarque 1.1. : Comme cas particulier de la formule (1.1), on obtient

/ab(a: —1)° {/at(t —5)7g(t, S)dS} dt = /ab {/gb(x — 1)t — S)ﬁg(t,s)dt} ds

1.1 Fonctions élémentaire

alors on a :

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1 (Seconde type d’Euler). Soit z € C tel que Re(z) > 0 . On définie la

fonction Gamma d’Euler par l'expression :

Pour z € R/Z', on a

™

['(z) —=T'(—2) =

sin T

Proposition 1.1. La fonction Gamma possédé les propriétés suivantes :



1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

1. T(1) =1;
2 T() = V7
9. T(@2) =1,
4. T(0) = +oo,

5. Pour tout z > 0:T'(z2+ 1) = 2I'(2) ;

6. Pour tout z <0:T(1 —2) = —2I'(—2) ;
7. Pour toutn e N:I'(n) = (n—1)!;

8. Pour z>0: lim 2I'(z) =1;

2—0t

P N Tz) =1
9. Pourn €N, Re(z) > 0: I(z) = limy =m0 5

nln?

(formule d’Euler) ;

+oo
10. T'(z) = / t*tetIntdt,¥z > 0;
0

1.1.2 Fonction Beta

Définition 1.2 (Premier type d’Euler). La fonction Beta est une type d’intégrale d’Euler

définie par :

B(p,q) = /01 P11 —t)"'dt (p,q € C, Re(p) > 0, Re(q) > 0)
Proposition 1.2. La fonction Beta vérifier les propriétés suivants :
1. B(p,q) = B(q,p) (symétrique);
2. (p+a)B(p,a+1) =qB(p.q);

3. B(p,q) = /+OO Lalt = Z/Q(Sint)Qpl(cost)qudt'
B A (T |
L'(p)l(a)

4. Pour tout p,q > 0: B(p,q) = =————;
(7. 9) I'(p) +T'(q)

1.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Proposition 1.3. Pour n € N*, l'intégrale d’ordre n est donnée par la formule suivante :

/lxdxl /x dzy /I dxg.../:n_lu(t)dt: ﬁ/:(x—t)“u(t)dt (1.2)

8



1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

ot u € L'([a,b])
On peut généraliser, d’une maniere naturelle, la formule précédente pour n = a qui est nombre

réel quelconque par la définition suivante :

Définition 1.3. L’intégrale fractionnaire de R-L u € ([a,b],R) @ gauche d’ordre o > 0 de u

est définie par Vt € [a,b],t > a on a :

(I = (L / s)ds
() / s)ds

pour o =0: (I%) = (1)) = Idpy

Et a droit, t <b on a :

alors l'opérateur identité.

Exemple 1.1. Pourt >a,a>0,8>—1, on a :

1 (I%(t—a) () = F(l;f—i)ﬁ)(t — a)th=L

2. (I (b— 1)1 (1) = %(b ey

Preuve. L (I%(t—a) M) = ﬁ / (t —2)* Yz —a)’tda

posons & —a = s(t — a)

- ﬁ /01((t —a) —s(t —1a>)“1(8(t —a))’~!(t — a)ds

: ﬁ(t _ &)awlﬂ/o . S)alsﬁldsF(ﬁ)F(Oé)

_ @; (c:) +:)ai(olz,6), B(o, ) = Tt 7))
I(a+p)

2. méme idée, le changement de variable est (b — x) = s(b —t)

Remarque 1.2. Sia =0, on écrit :

[u(t) = {gu* #al(t) ,st >0

,s0 <0

9



1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

a—1
avec pq(t) = m et uxp, est le produit de convolution qui est définie par la formule suivante :

wepa)@ = [ e = ppati)dy

—00
Théoreme 1.1. Siu € LP([a,b]), alors I® u existe pour presque par tout x € [a,b] et de plus :

12, € L7([a, b))

Lemme 1.1. Soit 0 < a <1 et 1 < p < co. Pour tout u € LP([a,b]), on a

ba
—)HUHLP([a,b]) (1.3)

[ 55 ull o (fap)) < Mot

Preuve. Sip=1,o0n a

1 b
g ull gy = m/

G — 14
= F(& + 1) ”u”Ll([a,b]) ( )

Maintenaient supposons que 1 < p < oo et v € L4([a, b]), ou % + % =1

On a, en utilisant I'inégalité de Holder :

/abv(s) /;(6 — 1) tu(T)drde bv(e) /E (e — 7)drde

< /|U |/ 2 u(e — rY|drds
_ / aldf/w ). Ju(e — 7|de

1
[ rar [ b@pai [ e - npas

ba
—lllzeaspliollzagan (L.5)

IN

IN

10



1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

On considéré la fonctionnelle G, : L(]a, b]), définie par

Gu(v) = / ’ [ / (e — 7 lu(r)dr | v(e)de (1.6)

D’apres 1.5, est évident que G, € (L9([a,b],R)) ou G, € (L%([a,b],R))" désigne le dual de
I'espace G,, € (LY([a,b],R™))". De plus, par 1.5 (1.6) est le théoreme de représentation de Riez,

il existe w € LP([a,b],R) tel que

/a ’ ( (e)de = / b [ / (e — 1) u(r)dr | v(e)de

et

(67

b
lwllze (o) < EHUHLP([a,bD (1.8)

Pour tout v € (L%([a, b],R™)), ainsi, on a par (1.7)

Pour ¢ € [a,b] ce qui signifie que

1 b
Ioc » ,b — o S - ?(la 19
1165 u| e ([a, b]) —F(a)HwHLq U YAy ]| 2o (fa b)) (1.9)

et ceci d’apres (1.8). En combinant 1.4 et (1.9) on obtient l'inégalité (1.3) la démonstration est
achevée. O
Proposition 1.4. Soita >0, on a
a) Pouru e C([a,b]) : I% u(a) = Pm I% =0.
—a

b) 12, : C([a,b]) = C([a,b]) est bien définie.

Preuve. 1. D’apres la définition de I'intégrale fractionnaire :
1 t
I u(a) = m/a (t — a)* u(a)da =0

11



1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

2. Soit u € C([a,b]) et z,y € [a,b] tels que v = y et x <y

alors

< ﬁéjlﬂx—swlu@ms—féslﬁy—sw4u@ms
:ii%i[[7@7 sV‘%&st+l£$u: o) %ﬂﬁds—lly@ $)°Lu(s)ds

d’ou [I%u(z) — I%u(y)] = 0 quand z — y
Proposition 1.5. L’opérateur 12, AC([a,b]) — AC([a,b]) est bien défini

Preuve. Soit u € AC([a,b])

étape 1 puisque

alors

o 1 9 [ ol
a[ﬁu(t) = ma/a (t—s)" u(s)ds

Comme f € AC(][a,b]),on obtient

%@::ﬁ%%l%—w4b@+[wmmys
— ﬁ% /:(t —5)* u(a)ds + ﬁ%/a (t —s)** [/: UI(T)dT:| ds

12



1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Et d’apres cas particulier de la formule Dirichlet

- faa e o[ a-orma] o
(

_ ;L(Z)) (t—a) + ﬁ% /: 0 U:(a . S)Hds} dr

_ (t — a)a_l 1 ! o a—2
= o) u(a) + —F(a)u (7)(t — 7)*=dr
t—a)*?
_ | F(of) u(a) + 1%/ (t)
Et utilisant (1.1)
Etape 2
0 «a _ (t B a)a—l a
EIanu(t) = WU(CE) + [a+u (t)
(t —a)* ! . L
On pose k(t) = Wu(a) et j(t) = 12,u/(t) des fonctions intégrable sur [a, b]
alors : %I;ﬁu(t) =k(t) + (1),

donc D(IZ)) est intégrable.

Propriété 1.1. Soit a, 3> 0 et u € L'([a,b]) on a
1. [§‘+([f+u) = I;fﬁu (propriété de semi-groupe)

2. I¢ (I u) = {7 Pu

Preuve. On a

200 = g [ 9 ([ = atrar) s

En vu (1) , les intégrales existent, et par la formule de Dirichlet , on obtient

c?+<[f+u) =

m / t / (= $)77 (s — )P u(r)dsdr
_ m/ju(f) (/Tt(t—s)a_l(s—7)5_1d5> dr

13



1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

On utilisant le changement de variable s = 7 + p(t — 7) alors

(12 u(0)
= cmay | ([ = fute = o= o) )
- 7 ), ) — et (/ - W) dr

D’apres (1.2),0n a

_ ! a—1,8-17, _ L(a)l'(B)
B(Oéaﬁ)—/o (1= )™ tp? du—m
d’ou
BIL0) = gy [ )= = 1l

D’aprés (1.5), si u € C([a,b]) alors I%u € C([a,b]), par conséquence I% (I°,) € C([a,b]) et
Iff fuecC ([a, b]). Puisque ces deux fonctions continues consideérent presque partout, il doivent
considere part tout de la méme maniere, on montre que [;* (Ibﬁ_) =1 I?_Jrﬁ u(t) O

Proposition 1.6. Si0 <a < 1,1 <p< % alors les opérateurs d’intégrations fractionnaires

p
1—ap

I et IlY sont bornés de LP dans L7 avec q =

Proposition 1.7 (Intégrale Par Parties). Soit u € L?([a,b]),v € Li([a,b]) tels que

%+%§1+a alors on a

/ (1% u()) v(t)dt — / (1% (1)) u(t)dt

Preuve. Etape 1
les deux intégrales précédents sont convergentes

En effet, d’apres I'inégalité de Holder

b
[ ey attran) < 5ol

1,1
avec + + =
p + i
. . : 7
Mais le question qui se pose est : ||I || < 00
alors

ve L[a,b]) = Lv e Ll—%pHI;‘,vHL P < 00

I—ap

14



1.3. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Ou on sait que si p; > py > 1, alors LP* C LP? et ||ul|zr2 < cf|ul|zm

lhﬁwmwm:LWﬁbl%_gam@whwﬁ

On utilise la formule Dirichlet, donc on obtient

[l o= sl = [ ol ool

/ b
_ / u(s) { /(t—s)o“lv(t)dt] ds
NS

Etape 2 On a

ds

]

Théoréme 1.2. Soit « > 0. Supposons que (U,)pn>1 une fonction continue uniformément

convergente sur [a,b], alors

(lim I&u,)(t) = (I3 Hm wu,)(t)

n—oo n—o0

en particulier la suite de fonction (I& uy),>1 est uniformément convergente.

Preuve. On note la limite de la suite (u,),~0 par u. Il est bien connu que u est continue on

trouve alors

ux%w—mm@|='ﬁ%/ﬁma—wﬂa—wﬂw
/ | (5) — u(s)|(t — s)* ds

< L
— (o)

]

1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Proposition 1.8. Soit u € L'([a,b]) une fonction intégrale sur [a,b], la dérivée fractionnaire
au sens de R-L de la fonction u d’ordre o € C(Re > 0) notée DYu est définie par :

DS = S ult) = g [ (= s (110)

15



1.3. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Avec (n — 1) < (Re(a)) <n ett >0 en particulier , pour « =m € N on a

D)0 = i () [ atsids = uto (L.11)

(RE D) (1) = ﬁ (g%ll) / u(s)ds — <§t—rfn> u(®) (1.12)

Définition 1.4. Dérivée fractionnaire de R-L a gauche d’ordre 0 < a < 1 de u est définie par
Vt € [a,b] on a

RL na _ 1 g/t o\« _ 2 7l-«a
D u(t) = Ti—a)ot ), (t —s) “u(s)ds = at[aJr u(t)

De le méme maniere on définit dérivée fractionnaire a droit de u est définie

RLpyo _ 1 g/b _ N __Qlfa
Dy = Ti—a)oi ), (s —t)u(s)ds = (‘%Ib_ u(t)

Notation Pour # < 0, on introduit la notation suivante :
Df+ = I;f

Remarque 1.3. Si v € AC([a,b]), alors D u existe presque partout. En effet :d’apres la
proposition , si g € AC([a,b]) alors I'7%u € AC([a,b]) et donc DI'T%u = D%u a existe

presque partout.

Lemme 1.2. Soit u € AC([a,b]) et 0 < a < 1 alors D™u existe presque partout surla,b] . De

1
plus DY u € LP([a,b]) pour 0 < p < — et
a

Dyiu(t) = i 1_ ) ((tf_(aa))a +/a u'(s)(t — s)_o‘ds) (1.13)

16



1.4. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO

Preuve. Etape 1 : Siu e AC([a, b))

~+

Drlt) = prm g [ (- o s
_ ml_a)%/: {u(a)—i—/su'( Jdr } (t— s)"ds
_ ﬁ%/ﬂu(a) / —r // )t — s) adms}
- F(11—a) t—aa 875// B adeS}
1

= U(a) US—T)la T
T Ti—a) |t—ar +8t/a Ay d}
R TN A0 N R
sl vl e i O d}

Et en utilisant la formule de Dirichlet

Etape 2 : D% u € L?([a,b],R) pour 1 <p < 1
On a
b b 1 u(a) t p
DOL P — / _ a
/a| oou(t)|Pdt /a Ti—a) {(t—a)a—i_/a u'(s)(t —s) ds} dt
et puisque
1 b t p 1 b b P
F(l——a)/ [/ u'(s)(t—s)_“} dt < m/ [/ u’(s)(t—s)_o‘] dt
1 b b p
< _— —q) P
< F(l—a)/a(b a) {/a ds] dt
< L /b(b—a) PP dt
- l-al,
B (b_a)—apﬂ
= Ti_a) ]|, < o0
De plus
u(a) “ (b — a)~ort!
D¢ — dt + ——|||%,
1Dz NIz = 57— gy Il < oo

1.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.5. La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens Caputo d’une fonction f €

AC([a,b],R) est définie par

17



1.4. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO

a gauche t > a

Dy f(t) = 17D f(t) = m/@ (t—s)" " f"(s)ds
a droitt < b

(="

b
D) = (C)PL D) = s [ s

Proposition 1.9. Soit o > 0
1. (D212 f)(t) = f(2)
2. (“D%c) =0 ceR
3. ¢DO(eDPf(1)) = (<D f)(t) =¢ DP(<Df(t)) ou f € C([a,b]),0 < a < 1,0 < B <1 et
O<a+p<1

Preuve. On a

D N)E) = LDl f(t)

= ITDIIIST ()

= [T ()

= f(t)
En effet,
‘Dic = I'7“Djc
= I"?0
=0
En effet,

DDPF(t)) = I'N°DreI’DLf(t)
On sait que If+(D;f(7f)) = (“Dy7)(1),
alors

L 1L DDl Do f(t) = 1,27 D 1 Dy (1)

= I DLf(

18



1.4. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO

d’ou

‘D (‘DIf(t) = DI (1)

= “DJ(‘Dyf(1))

19



CHAPITRE 2

RESOLVANTES FRACTIONNAIRES

2.1 Résolvantes Fractionnaires

Soit X un espace de Banach et a > 0.

2.1.1 La théorie de a - résolvantes

* La définition de a-résolvante

Pour une fonction f définie par f : Ry — X on appelle que intégrale fractionnaire de R-L

d’ordre 5 > 0 est définie par :

TPF() = (g5 % )(t) = / ga(t — 3)f(s)ds

B—-1

t
ou go(t) := d(t), la fonction Dirac, et gs(t) := G pour ¢ > 0.

On définit les notions algébrique de la théorie des a-résolvants d’opérateurs linéaires et bornés

p.p.[2]

Définition 2.1. On dit que {S,(t)}a>0 est une famille a-résolvant si les conditions suivantes

sont satisfaites :

2. 54(8)Sa(t) = Sa(t)Sa(s), pour toutt>0;
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3. L’équation fonctionnelle
Sa($) L5 5a(t) = I7"Sa(s)Sa(t) = I Sa(t) — I Sa(s)
Pour tout (t,s) > 0.
* * Uniformément continue
Définition 2.2. Une famille a-résolvante {S,(t)}i>0 et dit uniformément continue si :
fim 15, (1) = Sa(s)] = 0 1)

pour tout s > 0.

L opérateur linéaire de A définie par :

D(A) :={z € X : lim Sat)z = @ existe} (2.2)
t—0+
et
Az =T(a+1) li%qr % pour x € D(A) (2.3)
t—

et appelé le générateur de la famille a-résolvant {S,(t) }i>0 , D(A) est la domaine de A. Cette

formule a été proposée pour la premiére fois dans [7]

Théoreme 2.1. [7] A est générateur d’une famille a-résolvant uniformément continue ssi A

est un opérateur borné.

* * * Fortement continue

Définition 2.3. Une famille a-résolvants d’opérateurs bornés {S,(t)}i>0 sur X est appelée

une famille a-résolvant fortement continue si
lim || Sy (t)z — Sa(s)z|| =0
t—s

pour tout s > 0 et x € X.

Théoreme 2.2. [7] Soit a > 0 . Soit A un opérateur linéaire dans X avec un domaine D(A).
Une famille fortement continue {S,(t)}i>0 C B(X) d’opérateurs linéaires bornés dans X est

une famille a-résolvant engendrée par A si les conditions suivantes sont satisfaites :
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2. Sa(t)r € D(A) et Su(t)Ax = AS,(t)x , x € D(A) ,t>0;
t
3. Sat)r =x +/ ga(t — 8)ASy(s)xds, t >0,z € D(A);
0
Proposition 2.1. [3] Soit {S,(t) }+>0 une famille a-résolvant fortement continue et soit A sont

générateur. Alors :

t
1. Pour tout x € X, / 9a(t — 5)S4(s)xds € D(A) et
0

t
Sa(t)z =z + A/ ga(t — 5)Sa(s)xds, t>0, x € X. (2.4)
0

2. D(A) , le domaine de A, est dense dans X et A est un opérateur fermé.

Corollaire 2.1. Soit A le générateur d’une famille a-résolvant {S,(t) }1>0, bornée et fortement
continue c’est-a dire satisfaisant :
1. |[Sa(t)|| < M pour tout t > 0;

2. Six € D(A?), alors
[(a+1)?

Azx||? < 8M?
|1 Az][" < T(2a+ 1)

=[] A

2.1.2 a-résolvant intégrés

*La définition des familles a-résolvantes

Définition 2.4. Soit 5 > 0. Une famille a deux paramétres { R, 5(t) }i>0 C B(X) est appelée

une famille (o, B)-résolvante si les conditions suivantes sont satisfaites :

1
1 1-p = — ) — — ) :
1. lltg%t R, 5(t) F(mI, si0<f<1,Ry1(0) =1 et Ryp5(0)=0si>1,

2. Rop(8)Rap(t) = Rap(t)Rap(s) pour tout s,t > 0;

3. L’équation fonctionnelle

Rap(8)I{ Rap(t) — I$ Rap(8) Rap(t) = gs(s) I Rap(t) — gpls Rap(s),

pour tout t,s >0
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* * Uniformément continue

Notation 2.1. Dans ce qui suite, une famille (o, a)-résolvant { Ry o(t)}i=0 sera simplement
notée { R, (t)}i>0 et une famille («, 1)-résolvant par {Sq.(t)}i>o0-

L opérateur linéaire A défini par :

R p(t)r — gp(t)w

Az = i D(A
z = lim soral) pourx € D(A)
tel que
D(A):={z € X : lim Rap(t)z = g5(t) eriste} (2.6)

t—0t ga+5(t)
est appelé le générateur de la famille (o, B)-résolvant { Ry 5(t) }i>0-

Si A est un opérateur borné, alors

o0

o0 Antom
t) = DAY = P71 Bl (ALYt 2.
Roc,,@( ) ;gan+ﬂ( ) Z F(Oé’fl—{—ﬁ) a,ﬁ( ), >0 ( 7)

définit une famille de (o, B)-résolvants uniformément continus. Etant donné
B > 1, observons que la famille { Ry g(t) }i=0 est (B—1)-fois intégrée a par rapport a { R1(t) }+>0
parce que l’identité

Rap(t) = gs1 % Ran(t) = I) 'Ras(t), t>0

Plus généralement , si A est générateur d’une famille (c, B)-résolvant, alors pour tout -y > 0 on
a que A est le générateur d’une famille (o, f + 7)-résolvant [11] . La caractérisation suivante

est souvent utilisée comme définition.

* * * Fortement continue

Théoréme 2.3. [3] Soit « > 0 et f > 0 sont données. Une famille fortement continue
{Rap(t) }4=0 C B(X) d’opérateurs linéaires bornés dans X est une famille (o, B)-résolvante

engendrée par A si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
. 1 : .
1. 1ltg%151_'81%%5(15) = WI si0<f<1,Ry1(0)=1¢etRyp5(0)=0sip>1;
2. Rop(t)r € D(A) et Rop(t)Ax = AR, p5(t)r x € D(A) ett>0;
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¢
3. Rap(t)r = gs(t)r + / Ga(t — $)AR, pg(s)xds, t > 0,2 € D(A) ;
0

Remarque 2.1. [] existe des concepts plus faibles de fonctions d’opérateur de résolvant frac-
tionnaire dans la littérature. Par exemple, [19] ont introduit la notion de fonctions résolvantes

C-régularisées.

2.2 Les Propriétés des résolvants fractionnaires

2.2.1 Perturbations

Un résultat classique pour les Cy semi-groupes est le suivant : Si A est le générateur d’un
Co semi-groupe et B € B(X) ,alors A+ B est a nouveau le générateur dans Cj semi-groupes.
Ce n’est pas vrai en général pour les familles a-résolvantes avec 0 < a < 1. Voir[!] pour un
exemple.Cependant, dans le cas 1 < a < 2 des perturbations par des opérateurs bornés sont
toujours possibles. Dans le théoreme suivant, prouvé par Lizama, nous le montrons méme dans
le cas de perturbations bornées dépendant du temps. Pour o« = 2, un théoreme analogue a été

présenté par [3]

Théoreme 2.4. [7] Soit 1 < o < 2 et A le générateur d’une famille a-résolvante fortement
continue {S,(t)}+>0 de type (M,w) et pour tout t > 0, B(t) € B(X). Si la fonction t — B(t)
est continue dans la topologie des opérateurs uniformes, alors A + B(t) engendre une famille

a-résolvante fortement continue {Q.(t)}i>0 donnée par la formule

Qa(t) =Y San(t), (2.8)
n=0
ot
¢
Sa0(t) == Sa(t), San(t) ::/ K,(t —5)B(5)San-1(s)ds, n €N
0
avec
¢
K, (t) ::/ Ga—1(t — 5)S4(s)ds,
0
De plus , si Kr = maxyejo,r] | B(t)|| on a pour tout t € [0,T] les bornes
1Qa(t)]l < Me Eq(MK1t®)
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et

1Qa(t) = Sa(t)]| < Me*!(Ea(MK7t") — 1)

Un traitement du probleme de perturbation du point de vue du sous-jacent Le probleme abstrait
fractionnaire de Cauchy dans le cas 0 < a < 1 a été donné par [3].
Dans le cas des familles (o, B)-résolvantes, on a le résultat alternatif suivant qui correspond a

une généralisation d’un résultat de perturbation pour les Cy semi-groupes.

Théoréme 2.5. [7] Soit A le générateur d’une famille (o, B)-résolvante R, g(t) de type (M, w),

ou > et D(A) = X . Soit B: D(B) C X — X est un opérateur linéaire tel que D(A) C

D(B) . Supposons qu’il existe une constante > w ety € [0,1) telle que

/o ¢ ([(ga-s * BRag)(r)zlldr < yllzll. x € ||D(A)

M
alors A+ B engendrée une famille («, 5)-résolvant {Ra g(t) b0 sur X de type (1 , 1) dans

satisfais
t
RE 5(t)x = Rap(t)z + / RE 5(t = r)(ga—p * BRog)(r)zdr, x € D(A)
0

2.2.2 Approximation

Nous considérerons deux types :

- La premiere est pour a € (0,2] fixé approximation des générateurs, c’est-a-dire les
relations entre la convergence forte d’une suite de familles de a-résolvantes et celle des

résolvantes de leurs générateurs, comme pour Cj semi-groupes [3].

- Le second est I'approximation des ordres. Comme on le sait par le principe de subor-
dination, si A € C%, alors A € C? pour 8 < a, donc il est aussi naturel se demander
si Sg(t) — Su(t) fortement lorsque f — «, ou {Ss(t) >0 est la famille S-résolvant
engendrée pour A.

Rappelons que R(\, A) := (A — A)~! désigne 'opérateur résolvant de A chaque fois qu'il existe.
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Théoréme 2.6. [19] Soit a € (0,2] et soit {S2(t) }iso et {S7(t) >0 des familles a-résolvantes
fortement continues générées respectivement par Ag et A, respective. Il existe des constantes
M >0 etw > 0 telle que ||S™(t)]| < Me“" pour tout t > 0,n € Ny. Le assertions suivantes sont

équivalent :

1. 8"(t)x — S%(t)x lorsque n — oo pour tout x € X , uniformément pour t sur tout

Uintervalle bornée.

2. R(\, Ay)x — R(\, Ap) lorsque n — oo pour tout x € X et A € w®.

Remarque 2.2. En utilisant [7], nous observons qu’un résultat analogue est vrai pour les
familles (o, B)-régularisées.

Pour le second type d’approximation, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.7. [19] Soit A le générateur d’une famille a-résolvante fortement continue {Sq(t) }>o-
Soit {Ss(t) }i>0 la famille B-résolvante engendrée par A pour f < a. Alors Sz(t)x — Su(t)x

lorsque 8 — « pourt >0 etz € X.

2.2.3 Ergodicité

Soit A le générateur d'une famille (o, §)-résolvant { R, 5(t) }+>0 . Nous analysons le compor-

tement , lorsque ¢t — 0o, de la famille suivante d’opérateurs bornées et linéaires :

t
APy = / g(t —s)Rap(s)xds, t>0, z € X.
0

o+ (t)
Notons que A;" correspond & la Cesdro moyenne de la semi-groupe Ry ;(t). La famille des
opérateurs A, B B> 0 a été étudié par [1]. La famille A?’ﬁ a considéré par [16]. Le résultat

suivant correspond a une forte théoreme ergodique avec des taux.

Théoréme 2.8. [7] Soit o, B > 0 et A est le générateur d’une famille (o, B)-résolvant { Rn 5(t) }i>0
tel que

| Rap(t)]] < MatB?, t > 0.
Les assertions sutvantes sont :
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1. L’application Px := lim Af’ﬁx est une projection linéaire bornée avec
t—o0

Ran(p) = ker(A), ker(P) = Ran(A) et D(P) = ker(A) & Ran(A).

2. Pour 0 <y <1 etz ecker(A)® Ran(A), on a
|AS 2 — Px|| = O(t™).

D’autres propriétés sont données dans [3]. Le résultat suivant est le théoreme ergodique uni-

forme correspondant.

Théoreme 2.9. [7] Soient o, > 0 et A le générateur d’une famille de («, f3)-résolvant
{Ras(t)}e0 tel que : [|Rap(t)]| < Mpt®~', > 0.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. D(A) = X et |AY” — P|| = 0 lorsque t — .
2. Ran(A) est fermé.
3. Ran(A?) et fermé.
4. X =ker(A) @ Ran(A).

De plus, la convergence de la limite est d’ordre O(t~%).
D’autres propriétés en terme de famille compagne Byx sont données [7]. Nous observons également
qu’il existe des théoremes ergodiques abéliens analogues avec des tauzx d’approximation pour les

réseauy :

AS =20 — A)L et B = (A — A)L
ou A\* € (A) pour A > 0. [1)]
2.2.4 Compacité

Une famille {S(t)}+>0 d’opérateurs bornés et linéaires est dite compacte pour ¢ > 0 si pour
tout ¢ > 0, S(t) est un opérateur compact.

Le théoreme suivant étend le critere de compacité pour les Cjy semi-groupes ; voir, par exemple,

[3]
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Théoréme 2.10. [5][25][20] Soit 0 < o < 2 et A le générateur d’une famille a-résolvante
bornée exponentiellement {S,(t) H>o -
Supposons que {Sy(t) }i>0 est immédiatement en norme continue. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. Su(t) est un opérateur compact pour tout t > 0.
2. (u— A)"Lest un opérateur compact pour tout (certains) p > wt/e.

Soit A le générateur d’un semi-groupe analytique Syi(t) pourt >0 et 0 < a < 1. On considére

la famille a-résolvante subordonnée engendrée par A
Sa(t) :/ O, (s5)S1(st%)ds, t>0.
0
On sait que S, (t) est analytique. Nous avons les résultats suivants.

Théoréme 2.11. [23] Soit A le générateur d’un semi-groupe analytique compact Si(t) pour
t>0.9 (u—A)"! est compact pour tout (certains) p > 0 , alors pour tout o € (0,1), Sa(t)
est une famille a-résolvante analytique compacte pour tout t > 0.

On considére maintenant la famille (o, )-résolvante R, (t) = t* ' P,(t), d’ot
P,(t) :/ asd,(s)S1(st%)ds, t > 0.
0

Théoréme 2.12. [7] Soient 0 < a <1 et A€ O}(X), -1 <y <0<w<7/2 est donnée . Si
(u— A)™ est compact pour tout (certains) p > 0, alors S, (t) et P.,(t) sont compact pour tout
t>0.

Pour le cas des familles («, B)-résolvantes, on a le résultat suivant.

Théoreme 2.13. [20] Soit A le générateur d’une famille exponentiellement bornée (o, 3)-
résolvante { Ry 5(t) >0 pour certains o > 0 et 1 < [ < 2. Alors R,5(t) est compact est
compact pour tout t > 0 si et seulement si (A — A)™! est compact pour tout (certains) X € (A).

Deux cas distingués sont les suivants.

Théoreme 2.14. [20] Soit 3/2 < a < 2 et A le générateur d’une famille exponentielle-

ment bornée et immédiatement de norme continue (o, — 1)-résolvante { Ry o—1(t) }1>0. Alors
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-1

Ry a-1(t) est compact pour tout t > 0 si et seulement si (A — A)~" est compact pour tout

(certains) A € (A) .

Théoréme 2.15. [20] Soit 1/2 < o < 1 et A le générateur d’une famille exponentiellement
bornée et immédiatement normée (o, a)-résolvante { Ry (t) }1>o . Alors R, (t) est compact pour
tout t > 0 si et seulement si (A — A)' est compact pour tout (certains) X € (A) .

Concernant la compacité du générateur, nous avons les critéres suivants.
Théoréme 2.16. [3] Soit A le générateur d’une famille de a-résolvant {S,(t) }+>0. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. A est un opérateur compact.

2. So(t) — I un opérateur compact pour tout t > 0.

3. AR(\, A) — I est compact un opérateur compact pour tout (certains) A € (A).

2.2.5 Régularité spatiale

Dans cette section, nous énoncons quelques résultats sur la régularité spatiale pour les

familles a-résolvantes {S,(t) }1>0; voir [11]

Théoréme 2.17. [7] Soit a € (0,2) et supposons A € A*(0y,wp) puis pour tout v € X et

t >0, nous avons S, (t)x € D(A) et
|AS, ()| < Ce? (1 4+t7%), t>0, w>wp

Théoréme 2.18. [I] Laissez —A est le générateur d’un délimitée analytique la famille a-
résolvant { S, (t) }i>0 pour tout 0 < a < 2. Alors :
1. Sil < a< 2, alors Su(t)x € D(A®) := N, D(A*) pour tout x;nX , et ||APS,(t)|| <
Ct=F.
Pour chaque B > 0 . De plus, D(A™®) est dense dans X.

2. 5i0<a< % pour un certains m € N, alors pour chaque x € D(A™™') on a S,(t)x €

D(A™) et [A"Sa ()] < CtT™ |zl + 33 g1-ka ()| A™F 2], > 0.
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Théoréme 2.19. [7] Soit 0 < a <1let A€ O)X),-1<0<w<7w/2. Soit <P <1—nr.

Pour tout x € D(A) ett >0,

1ASa (t)a]| < OtV Ax]],

ou C est une constante dépendant de 7y, c.

Pour les résultats suivants, rappelons que Ro(t),>, désigne une famille (o, a)-résolvante.

Théoreme 2.20. [7] Soit 0 < a <1 et A € A*(Oy,wp). Alors il existe un constant C' > 0 tel
que

|Ra()| < Ce'(14+t*71), t>0 (2.9)

Théoreme 2.21. [22] Soit 0 < o < 1. Soit A le générateur d’un semi-groupe exponentiellement
stable {T(t) }1>0 , ¢’est-a-dire qu’il existe un constant 6 >0 et M > 0 tel que
|T(t)|| < Me%. Alors

|Ra(t)]] < Mt* ' E, o(—0t*), t >0

Le résultat important suivant [7]. Cependant, il convient de noter que sa notion d’opérateur

sectoriel différe de la notre.

Théoreme 2.22. [7] Supposons que A soit sectorielle de type négatif et d’angle 6 € [0, 7(1 —
CM
— Pour

a/2)] alors il existe C > 0 dépendant uniquement de 0 et a tel que ||S,(t)]] < T W
w

des résultats supplémentaires.
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CHAPITRE 3

QUELQUES PROBLEMES FRACTIONNAIRES

3.1 Le probleme fractionnaire abstrait de Cauchy

Rappelons que la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o > 0 est définie par

C na o m—ad_m
D} f(t) = 1" 10

ou m est le plus petit entier supérieur ou égal a a. On considéré les solutions des problemes
fractionnaires de Cauchy. D’abord, nous donnons la définition des solutions au probleme de la

valeur initiale non homogene

{CDto‘u(t) = Au(t) + f(t), t€(0,7)

3.1
u™(0) = xy, k=0,1,...m—1 (3:1)

o 7 € (0,00], f € L}, ([0,7), X) est A un opérateur fermé densément défini dans un espace

de Banach X. Rappelons que la connexion entre © D¢ et la dérivée fractionnaire de R-L #L D¢

donnée par

CDfU(t) ="t Dy (U(t) - Z_ gk+1(t)$k> .

k=0

Définition 3.1. Une fonction u € C([0, 7], X) est dite solution forte de 3.1 si u(t) vérifie
(a) u € C(0,7), D(A)nc™ ([0, 7], X) ;
(6) Gm-a* (u = Y3 grerzr) € C"([0,7),X) ;
(c) u(t) satisfait 3.1;
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Définition 3.2. Une fonction u € C([0, 7], X) est appelée solution faible de 3.1 si (g *u)(t) €

D(A) et

m—1

u(t) =Y gear(Dak + Aga x u)(t) + (9o * £)(t), t€[0,7).

k=0
Si A est générateur d’une famille a-résolvant {Sy(t)}i>0, alors la solution faible 3.1 sur Ry

peut étre représentée par

3
L

u(t) = (gk*Sa)(t)Xk—i—%(ga*Sa*f)(t), £>0, (3.2)

e
Il

chaque fois Xy, € X pour tout K =0,....m — 1

3.2 le probleme homogene d’ordre fractionnaire

Nous analysons brievement le probleme de Cauchy fractionnaire homogene :

3.3
u®(0) =y, k=0,1,...,m—1. (3:3)

{CDgu(t) = Au(t), t € (0,7)

dans le cas 7 = 0o et de maniere analogue aux cas a = 1 et @ = 2, on a le concept suivant de

bien-posé au sens de Hadamard [15].

Définition 3.3. Le probleme 3.3 est dit bien posé si pour tout X € D(A),
k=0,1,....,m—1, il existe un unique solution forte, u(t) de 3.3 , et xy, € D(A),

Xin — 0 comme n — oo, impliquent uy,(t) — 0 comme n — oo dans X, uniformément sur
des intervalles compacts.

D’apreés [15] le probléeme 3.3 est bien posé si et seulement si A est le générateur d’une famille

a-résolvante { S, (t) }i>0, et l'unique solution forte est donnée par

-1

3

u(t) =Y (gx * Sa)(t)xg, t >0,

il\g

chaque fois que Xy € D(A) pour tout k

0,1,...,m—1.

En particulier u(t) = S,(t)x est l'unique solution forte du probléme

(3.4)

CDeu(t) = Au(t), t>0
u(0) =z, u*(0)=0, k=1,...,m—1,

Pour chaque x € D(A) (rappelons que gy est la fonction de Dirac ). Voir par exemple [1] .
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3.3 Le probleme non homogene d’ordre fractionnaire

Poussons maniement le probleme suivant :

{Cpgu(t) = Au(t) + f(t), t€(0,7)

3.5
u™(0)=0, k=0,1,..m—1 (8:5)

Pour l'existence de solution forte de 3.5 on a
Théoréme 3.1. [18] Soit o € (0,2]. Supposons A est générateur d’une famille a-résolvant
fortement continue {S,(t)}i>0 et f € C([0,7),X). Alors les énoncés suivants sont équivalent :
(a) 3.5 a une solution forte sur [0,7) ;
(b) Sa * f est différentiable sur [0,7);
(¢) L (ga*Sax[)(t) € D(A) pourt € [0,7) et A (L (go* Sax*f)(t)) est confortable sur
[0,7)
Dans le cas o € [1,2], la condition (3.1) peut étre remplacée par

(€)' (ga—1 % Sa * f) (t) € D(A) pourt € [0,7) et A(ga—1* Sa* f)(t) est continue sur [0, 7).

Par conséquent, nous avons ce qui suit.

Corollaire 3.1. [15] Soit a € (0, 2]. Supposons que A soit le générateur d’une famille fortement
continue de a-résolvants. Alors (3.1) a une solution forte sur [0,7) si l'une des conditions

suivantes est remplie :
(a) f est fonctionnelle-ment différentiable sur [0, ).
(b) a € [1,2], f(t) € D(A) pourt € [0,7) et Af € L} ([0,7), X).
(c) a€(0,1), f(t) € D(A) pourt € [0,7) et g, * [ est sensiblement différentiable sur [0, 7).

(d) a € (1,2),(ga-1x f) € L'((0,7), D(A)).

3.3.1 Le probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire :
0<a<?2.

On considere le probleme de Cauchy linéaire d’ordre fractionnaire :

CDeu(t) = Au(t) + f(t), t >0
u(0) = up, max{0,a —1} (' (0) —uy) =0, 0 < <2.
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Selon les sous-sections précédentes, si A est générateur d'une famille a-résolvent {S,(t)},s, et

0 < a <1 alors la solution faible de 3.6 peut étre représentée par :

u(t) = Satyu + L

o (ga*x Sax f)(t), t>0 (3.7)

Dans le cas ot A est le générateur d'une famille (o, a)-résolvent {R,(t)},., on obtient que

Sa(t) := (g1-a * Ry) (1) est une famille a-résolvent engendrée par A et la représentation
t
() = Su(t)uo + / Ru(t— ) f(s)ds, t>0. (3.8)
0
Par conséquent, commencer par A est générateur d’une famille (o, a)-résolvent est plus naturel
et approprié .
Il faut que le probleme 3.6 est considéré avec R-L dérivée ,alors

u(t) = Ra(t)ug + /Ot R,(t—s)f(s)ds, t>0. (3.9)

Voir aussi [3] pour des informations complémentaires et des résultats.En utilisant le principe
de subordination , on peut donner des descriptions explicites des familles («, §)-résolvent dans
certains cas.Ce fait a été largement utilisé dans la littérature. Par exemple, si A est générateur

d'une Cy semi-groupe {S1(t)},5o et 0 < a < 1 alors on a que Ry (t) = t*~' Py(t), ot
P,(t) = a/oo s, (s)S (st¥)ds, t >0,
0
est la famille (o, a)-résolvent engendrée par A, et
Sa(t) = /OO D, (s)51 (st¥)ds, t >0,
0

est la famille a-résolvent engendrée par A. Pour des informations a jour , des applications et
des remarques historiques concernant cette formation , voir [12].

Dans le cas 1 < a < 2 on a la représentation
u(t) = Sa(t)up + (g1 % Sa) (H)ur + (a1 * Sa * f) (t), t > 0. (3.10)

Supposons que A est générateur d’une famille a-résolvent {S,(t)},5, on obtient R,(t) =

(ga—1 * Sa) (1) est une famille («, )-résolvent engendrée A et

u(t) = Sa(t)ug +/ Sa(s)urds + /t R, (t —s)f(s)ds, t>0. (3.11)
0 0
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En utilisant a nouveau le principe de subordination, on peut donner une des description : si A

est le générateur d'une famille fortement continue {S5(¢)},., et 1 < a < 2 alors on a :

Sa(t) = /000 Py /2(5)5: (sta/Q) ds

est la famille a-résolvent engendrée par A.
Pour compléter le tableau , on observe que pour la fractionnaire de R-L dérivée finale , nous

avons la représentation suivants des solution :

u(t) = Loa—1(t)uo + /0 Lo o-1(s)urds + /0 R.(t —s)f(s)ds (3.12)

ot { La,a-1(t)},~o est une famille (o, @ — 1)-résolvent engendrée par A et
R, (t) := (g1 * Laa—1) (t) est une famille (o, a)-résolvent. Notez que si A est opérateur borné,
alors on a

Loo1(t) =t ?Eyq 1 (At*), t>0, 1<a <2
3.4 Application I’équation d’évolution non homogene

Dans cet mémoire, ont étudié 1’équation d’évolution homogene avec la dérivée fractionnaire de

R-L dans l'espace de Banach X :

{Dau(t) = Au(t), t >0, (3.13)

lim; o+ ()t u(t) =
et le but de cet article est de présenter 'existence et I'unicité de solutions faibles pour I’équation

d’évolution non homogene :

(3.14)

x.

Du(t) = Au(t) + f(t), 0 <t <b,
limy o+ D)t ~*u(t) =

3.4.1 Préliminaires

Définition 3.4. [13] La dérivée d’ordre fractionnaire de R-L d’ordre o d’une fonction f €
LY([0,0], X) donné sur lintervalle [0,b] est définie par :

1 dn ! n—a—1
F(n——a)%/o (t—s) f(s)ds,
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ou € (n—1,n],neN.
Puisque f prend des valeurs dans [’espace Banach X, les intégrales qui apparaissent dans le
sont prises au sens de Bochner.

Par souci de commodité, nous utiliserons les notations suivants :

(vxu)(t) = /0 v(t — s)u(s)ds, v,u € L*([0,00), X),

9a(t) = {

Ainsi, pour 0 < a<1ona:

-

@ >0, (a > 0)
, t<0.

~
Q

S H

FT0) = (g0 ) (), D) = & (010 % ) (1)

Définition 3.5. Une fonction u € C((0,0], X) est appelée solution forte de 3.1/ siu € C((0,b],

D(A)), g1-a *u € CY(0,b], X) et 3.1/ sont vérifiées.

Définition 3.6. Une fonction u € C((0,b], X) est appelée solution faible de 3.1/ si Ifu(t) €

D(A) et u(t) = %x + AIfu(t) + 12 f(t) pour 0 <t <b.

Définition 3.7. [10] Pour 0 < a < 1, une fonction R, : (0,00) — B(X) est un appelée

a-résolvent fractionnaire si elle vérifie suivantes :
1. R, (t) est continue forte sur (0,00) et lim;_o+ ['()t' ™R, (t)x = x pour z € X.

2. Ro(s)Ra(t) = Ro(t)Ra(s) pour tout t,s > 0.

3. Ra($)IFRa(t) — I2Ra(8)Ra(t) = 3519 Ra(t) — oy [9 Ra(s) pour tout ¢, s > 0.

L opérateur linéaire A définie par :

H R, () — =
D(A) = {x € X: lim N eists

t—0+ te

et
R, (e — =~
Az =T'(2a) lim Q)

t—0+ te ’

r € D(A)

est le générateur infinitésimal de la résolvent fractionnaire Rq(t).
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Lemme 3.1. [10] Soit A est le générateur infinitésimal de la a-résolvent fractionnaire R, (t).

Alors

(a) Ro(t)x € D(A) et AR, (t)x = Ry (t)Ax pour tout x € D(A) et t > 0.

tafl

(b) Pour toutx € X ett >0 on a: Ry(t)r = Fay® + AIPR,(t)x.

tafl

(¢c) Pour tout x € D(A) ett >0 on a: Ry(t)z = Fay® + IPR,(t)Ax.

(d) A est fermé et densément définie .

Lemme 3.2. [10] Soit A est le générateur infinitésimal de la a-résolvent fractionnaire Ry (t).

Alors
I) R,(t)x est une solution faible de pour tout v € X.

II) R, (t)z est une solution forte de 3.13 pour tout x € D(A).
Lemme 3.3. Pour tout x € X, on a limy,_,o+ ['(2a)h' IR, (h)z = z.

Preuve. Pour x € X

IT(2a)h' I} Ro(h)x — z|| = H 1;(?0‘3‘)) /0 ' h'72*(h — 7)* 'Ry (T)x dT — 2
= H 1;(?0‘3‘)) /01 (1= 1) Ry (hr)x dr —

_ | L2) /0 (1 - 1) 17D (@) (hr) = Ry (hr)a dr

- [F(oz)P/o (1= 7)ot dr
< [(20) / (1—7m)>trotadr

T (a)]?
< sup [[L(@)(hr)' = Ro(hr)o — o]
< sup [[L(@)(hr)' " Ralhr)z |

En combinant 'inégalité ci-dessus avec (1) , nous avons

lim T'(2a)h' I} Ry (h)x = .

h—0t
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3.5 les principaux résultats

Dans la suite de cet article, nous supposons toujours qe 0 < o < 1 et A est le générateur
infinitésimal de d’ordre a-résolvante fractionnaire R,(t).
Soit v défini par :

u(t) = Ro(t)x + /t R, (t—s)f(s)ds, 0 <t <b.
0

Notez que la résolvante fractionnaire R, (t) est illimitée lorsque ¢ est suffisante petite, pour
discuter des solutions de 3.14, nous avons besoin d’hypotheses supplémentaires sur la résolvante
fractionnaire telles qe u soit bien défini dans 3.15. Un cas possible est de supposer que la
résolvante fractionnaire R, (t) est uniformément intégrable sur (0, ], soit, fob |Ra(t)]] dt < o0.
On remarque que 'intégrabilité uniforme de la famille opérateurs sur (0,00) joue un role clé
dans le comportent asymptotique des solutions d’équations intégrales pour plus de détails a ce
sujet, nous renvoyons a [21] et [5] [14] . A la fin de ce section ,nous donnerons un exemple pour

montrer que la résolvante fractionnaire satisfait I'intégrabilité .

Lemme 3.4. Soit f € C([0,b],X) et fob | Ra(t)]| dt < co. puis la convolution
Ro# f(1) = /Ot Ro(t— ) f(s)ds, € [0,1]

existe et définit une fonction continue sur [0, b].

Preuve. Par 'argument standard,on voit que R,(t — -)f(-) est mesurable (0,¢) pour tout

t € (0,0] ( voir [21]). De plus,

t b
/ Ralt — ) £(s)ds]| < I et / |Ra(s)] ds < oo.
0 0

Ainsi, R, * [ existe. Par contre, pour 0 < t¢; <ty < bon a

|Ra % f (t2) = Rax £ ()] s/ol IRa() I (2 — ) — (11 — 5)]]ds
n / N Ra(3)f (t2 — )] ds

bt1
s/ |Ra()[ds - sup |If (t2 — ) — £ (b1 — )|
0

0<s<t;

to
# 1 lenn [ IR ds.

t1
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Il résulte de la continue de f et de la continuité d’intégration absolue de R, que R, * f est

continue [0, b]. O

Théoréme 3.2. Soit x € X, f € C([0, 0], fo | Ra(t)]| dt < oo et u une solutions faible 5.16.

Alors u est donné par 1. En particulier, les solutions faibles de 3.1/ sont uniques.

Preuve. Soit u une solution faible de 3.14. Par définition des solutions faible, on a g, * u(t) €
D(A) pour t € (0,b]. Alors, il découle du 3.1(b) que
o *u = (Ry — Aga * Ry) *xu
= Ry *xu— Ry * (Agy * u)
= Ra* (9ot + ga * f)
* (Rox + Ro * f),
ce qui implique que u(t) = Rq(t)x + fo (t—s)f(s)ds,0 <t <b. ]
Théoréme 3.3. Soit x € X, f € C([0,0], fo |Ra(t)]| dt < oo et u est bien de fini dans 1.

Et u alors la solution faible de 3.14.

Preuve. D’apres 3.4, u est bien défini dans 1 et u € C((0,b], X). Puisque R, (t)z est la solution

faible de 3.13, il suffit de montrer que v défini par :

v(t) :Ra*f(t):/OtRa(t—s)f(s)ds, 0<t<b (3.16)

est la solution faible de

D%u(t) = Au(t) + f(t), 0 <t <D,
{llmt_>0+ ()t u(t) = 0. (3:17)
Pour cela, soit 0 <t <bet 0 <s <t Par(c)de3.7,ona:
[hlaRa(h) - ﬁ} 12 Ra(t — 5)/(5)
= plore -5 8_(15_3)&*1 S
= TR ) | Rule = 9)1(6) — )
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Alors,
MR, (R)I*(t) — = T%v(t
P(20) (D) [Fu(t) — gy [0 (?)
ha
C RO R () = | BTl = )£ (5)
= F(2a)/ ds
0 he
¢RI Ra(h) | Ralt = 9)f(5) = 55 £(5)]
— T(2a) / ds (3.18)
0 he
11 découle de (3.18), 3.3 et du théoreme de convergence dominée de Lebesgue que
h'=*R,(h)I*v(t) — ==T%v(t
i (o " B0 = sl i)
h—0+ he
t (t _ S)a—l
— t— SR S .
[ [t =0 = 500 as
Cest,
AlDv(t) =v(t) — I7f(t), 0<t<b (3.19)

De plus, notons que v est borné dans C'([0,b], X) au vue du 3.4, ce qui implique

T ()t ()| < T(a)t'=* sup [lv(t)|| =0, ¢t —0F
te[0,b]

C’est,
lim I(a)t'v(t) =0
) 1%1+ () v(t)

Ainsi, v est la solution faible de 3.17. Par conséquent, u est la solution faible de 3.14. Donnons

maintenant , les conditions nécessaires et suffisantes pour les solutions fortes de 3.14. O]

Théoréme 3.4. Soit v € D(A), f € C([0,b], fo | Ra(t)|| dt < oo et u,v défini par 1 et 3.16,

respectivement. Alors les éléments suivants sont équivalents :
1. u est une solution forte de 3.14.

2. v(t) € D(A) pour 0 <t <b et Av € C((0,0], X).
Preuve. Supposons que u est une solution forte de 3.14. Alors
v(t) =u(t) — Ru(t)z € D(A), 0<t<b
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et

Av(t) = Au(t) — AR, (t)x = Du(t) — DR, (t)x — f(t), 0<t<b

Ce qu’implique que Av € C((0,b], X) puisque les trois termes du membres droit de 1'égalité
ci-dessus sont tous continus sur (0, b].

D’autre part, soit v(t) € D(A) pour 0 <t <bet Av € C((0,b],X). D’apres 3.19, on obtient
AlDv(t) =v(t) = I7f(t), 0<t<b

et

lim T'(a)t'v(t) = 0.

t—0t

Puisque v(t) € D(A) pour 0 <t <bet Av € C((0,b], X), il résulte de la fermeture de A que
Al7v(t) = I Avu(t)
Ce qu'implique que
v(t) = 1] Av(t) + 17 f(t), 0<t<b.
Ainsi,
t t
g1—a * V(1) :/ Av(s)ds—i—/ f(s)ds.
0 0

Par la continuité de Av et f, on a g;_o xv € C1((0,b], X) et
D%(t) = Av(t) + f(t), 0 <t <b.

Donc, v est une solution forte de 3.14. En combinant ceci que avec (II) dans 3.2, on obtient

finalement que u est une solution forte de 3.14. n

Corollaire 3.2. Soit x € D(A), f € C(|0, b],X),fObHRa(t)Hdt < oo et u soit défini par 1.
Supposons que f(t) € D(A) pour 0 <t <bet Af € C([0,b],X). Alors u est une solution forte

de 3.14.

Preuve. Soit v défini par 3.16. Puisque Af € C([0,b],X), on a R, * Af € C([0,b], X). Par la

fermeture de A, on obtient queR, * Af(t) = AR, * f(t) = Av(t), 0 <t <b
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d’ou on déduit que v(t) € D(A) pour 0 <t <bet Av = R, x Af € C((0,b], X). Ainsi, u est

une solution forte de 3.14 d’apres (3.4). O

Corollaire 3.3. Soit x € D(A), f € C([0,1], fo |Ro ()|l dt < oo et u défini par 1. Suppo-

sons que g1_q * f € CY([0,0], X). Alors u est une solution forte de 5.14.

Preuve. Soit v défini par 3.16. Il résulte de (3.19) et de la fermeture de A que

A/Otv(s)ds:gl_a*v(t)—/Otf(s)ds, 0<t<b

Puisque g1 * f € C1([0,0], X),on a g1_o*v = Ry *g1_o* f € C*((0,], X). Ainsi,il découle de
la fermeture de A encore que v(t) € D(A) pour 0 <t < bet Av = (g1_o *v) — f € C((0,b], X).

Donc, u est une solution forte de 3.14 d’apres (3.4). O

Exemple 3.1. Considérons I’équation de diffusion fractionnaire suivante pour u = u(x,t)
D =€y, 0<z<1,t>00<a<1,0<0<m (3.20)

Avec les conditions : u(0,t) = u(1,t) =0 et
limy o+ D)t u(z,t) = h(zx) = .07 ¢psinn et . Soit X = L*(0,1) et
A =¢e?5?/02% lorsque D(A) = {v | v € W?2(0,1),v(0) = v(1) = 0}.

Par la théoréme de la résolvante fractionnaire (3.20), est donne par

R.(t)h(zx) = Z t* B, . (—ewn27r2t°‘) Cn Sinnwe.

n=1
Nous affirmons que la résolvent fractionnaire R,(t) est uniformément intégrable sur (0,b]
lorsque 0| < (1— «/2)mw. On fait, il découle des formule asymptotique de la fonction de Mittag-
Leffer qu’il existent des constants 6 > 0, M > 0 tell que (voir [17],0u elles ont prouvé que

Sup; g || Ra(t)|| est borné pour 1 < a <2 )
1Ra(t)hll 2 < Mt R 2, t € (0,0)

et

[Ba(t)h]l 2 < MRz, T € [0,0]
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D’ou l'on déduit que fob | Ro(t)|| dt < M6™/aw + Mb. Autrement, dit la résolvent fractionnaire
R, (t) est uniformément intégrable sur (0,b]. Ainsi, la théorie développé dans cet article peut

étre appliquée a l’équation d’évolution non homogene de (3.20).
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