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NOTATION

Dans tout ce qui suite, nous utiliserons les notations suivantes :

N : Ensemble des nombres entiers naturelle.
Z : Ensemble des nombres entiers.

R, (R+) : Ensemble des nombres réels (positive).
C : Ensemble des nombres complexes .

Γ(.) : La fonction Gamma.
B(.; .) : La fonction Beta.

Eα(.); (Eα,β(.)) : La fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre (à deux paramètres)
Iαa u : L’intégrale fractionnaire de u d’ordre α ;

RLDα
au : La dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens Rieman-Liouville

cDα
au : La dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens Caputo
δ(t) : La fonction de Dirac

Lp([a, b],R) : Espace des fonctions mesurables de puissance p ∈ [0,+∞[.
C([a; b],R) : Espace des fonctions continues sur [a, b] et à valeur dans R

AC([a; b],R) : Espace des fonctions absolument continues sur [a, b] constitué des fonctions u.
X : Espace de Banach
X ′ : Le dual topologique de l’espace X

{Sα(t)}t≥0 : Une famille de paramètre
D(A) : La domaine de l’opérateur A

p.p : presque partout
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INTRODUCTION

Ce mémoire se concentre sur l’étude des équation d’évolution non homogènes d’ordre frac-

tionnaire, qui sont des équation différentielles partielles généralisées utilisant des dérivées d’ordre

non entier.

Ce travail est divisée en trois chapitres :

- Dans le première chapitre, nous présenterons quelques définitions et théorèmes ainsi que

quelques fonctions spéciales (Gamma, Beta...) avec leurs propriétés, nous avons men-

tionné les intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo, que

nous avons utilisé dans ce mémoire, Après nous allons présenter quelques notions sur les

équations différentielles fractionnaires, nous allons résoudre des équations fractionnaires

avec les dérivées de Caputo.

- Dans le deuxième chapitre, nous étudions et caractérisons la compacité des familles

résolvants d’opérateurs associés à des équations fractionnaire différentielle. Nous mon-

trons une application dans l’étude de l’existence et l’unicité de solutions pour une classe

d’équations fractionnaire non homogène avec des conditions locales.

- Dans le troisième chapitre, nous présentons des différentes approches pour le problème

abstraites de Cauchy, et nous considérons le problème de Cauchy linéaire d’ordre fraction-

naire, Après nous expliquons l’existante et l’unicité des solutions faible pour équations

d’évolution non homogènes, et nous présentons un exemple de l’équation.
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CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRES

La formule de Dirichlet Si l’une des deux intégrales suivantes est absolument convergente,

alors on a : ∫ b

a

[∫ x

a

f(x, y)dy

]
dx =

∫ a

b

[∫ b

y

f(x, y)dx

]
dy (1.1)

Remarque 1.1. : Comme cas particulier de la formule (1.1), on obtient∫ b

a

(x− t)α
[∫ t

a

(t− s)βg(t, s)ds

]
dt =

∫ b

a

[∫ b

s

(x− t)α(t− s)βg(t, s)dt

]
ds

1.1 Fonctions élémentaire

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1 (Seconde type d’Euler). Soit z ∈ C tel que Re(z) > 0 . On définie la

fonction Gamma d’Euler par l’expression :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt

Pour z ∈ R/Z′, on a

Γ(z)− Γ(−z) = − π

sin πα

Proposition 1.1. La fonction Gamma possédé les propriétés suivantes :
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1.2. INTÉGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

1. Γ(1) = 1 ;

2. Γ(1
2
) =
√
π ;

3. Γ(2) = 1 ;

4. Γ(0) = +∞ ;

5. Pour tout z > 0 : Γ(z + 1) = zΓ(z) ;

6. Pour tout z < 0 : Γ(1− z) = −zΓ(−z) ;

7. Pour tout n ∈ N : Γ(n) = (n− 1)! ;

8. Pour z > 0 : lim
z→0+

zΓ(z) = 1 ;

9. Pour n ∈ N, Re(z) > 0 : Γ(z) = lim
n→0

n!nz

z(z + 1)...(z + n− 1)
(formule d’Euler) ;

10. Γ′(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−t ln tdt,∀z > 0 ;

1.1.2 Fonction Beta

Définition 1.2 (Premier type d’Euler). La fonction Beta est une type d’intégrale d’Euler

définie par :

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt (p, q ∈ C, Re(p) > 0, Re(q) > 0)

Proposition 1.2. La fonction Beta vérifier les propriétés suivants :

1. B(p, q) = B(q, p) (symétrique) ;

2. (p+ q)B(p, q + 1) = qB(p, q) ;

3. B(p, q) =

∫ +∞

0

tp−1

(1 + t)p+q
dt = 2

∫ π
2

0

(sin t)2p−1(cos t)2q−1dt ;

4. Pour tout p, q > 0 : B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p) + Γ(q)
;

1.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Proposition 1.3. Pour n ∈ N∗, l’intégrale d’ordre n est donnée par la formule suivante :∫ x

1

dx1

∫ x1

a

dx2

∫ x2

a

dx3...

∫ xn−1

a

u(t)dt =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1u(t)dt (1.2)
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1.2. INTÉGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

où u ∈ L1([a, b])

On peut généraliser, d’une manière naturelle, la formule précédente pour n = α qui est nombre

réel quelconque par la définition suivante :

Définition 1.3. L’intégrale fractionnaire de R-L u ∈ ([a, b],R) à gauche d’ordre α > 0 de u

est définie par ∀t ∈ [a, b], t > a on a :

(Iαa+u)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1u(s)ds

Et à droit, t < b on a :

(Iαb−u)(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(s− t)α−1u(s)ds

pour α = 0 : (I0
a+) = (I0

b−) = Id[a,b]

alors l’opérateur identité.

Exemple 1.1. Pour t > a, α > 0, β > −1, on a :

1. (Iαa+(t− a)β−1)(t) =
Γ(β)

Γ(α + β)
(t− a)α+β−1 ;

2. (Iαb−(b− t)β−1(t) =
Γ(β)

Γ(α + β)
(b− t)α+β−1 ;

Preuve. 1. (Iαa+(t− a)β−1)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1(x− a)β−1dx

posons x− a = s(t− a)

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

((t− a)− s(t− a))α−1(s(t− a))β−1(t− a)ds

=
1

Γ(α)
(t− a)α−1+β−1+1

∫ 1

0

(1− s)α−1sβ−1ds

=
1

Γ(α)
(t− a)α+β−1B(α, β), B(α, β) =

Γ(β)Γ(α)

Γ(α + β))

=
Γ(β)

Γ(α + β)
(t− a)α+β−1

2. même idée, le changement de variable est (b− x) = s(b− t)

Remarque 1.2. Si a = 0, on écrit :

Iαa+u(t) =

{
[u ∗ ϕα](t) , si t > 0

0 , si t ≤ 0
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1.2. INTÉGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

avec ϕα(t) =
tα−1

Γ(α)
et u∗ϕα est le produit de convolution qui est définie par la formule suivante :

(u ∗ ϕα)(x) =

∫ +∞

−∞
u(x− y)ϕα(y)dy

Théorème 1.1. Si u ∈ Lp([a, b]), alors Iαa+u existe pour presque par tout x ∈ [a, b] et de plus :

Iαa+ ∈ Lp([a, b])

Lemme 1.1. Soit 0 < α < 1 et 1 ≤ p <∞. Pour tout u ∈ Lp([a, b]), on a

‖Iαa+u‖Lp([a,b]) ≤
bα

Γ(α + 1)
‖u‖Lp([a,b]) (1.3)

Preuve. Si p = 1, on a

‖Iαa+u‖L1([a,b]) =
1

Γ(α)

∫ b

a

∣∣∣∣∫ ε

a

(ε− τ)α−1u(τ)dτ

∣∣∣∣ dε
≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

[∫ ε

a

(ε− τ)α−1|u(τ)|dτ
]
dε

=
1

Γ(α)

∫ b

a

|u(τ)|
[∫ b

τ

(ε− τ)α−1dε

]
dτ

=
1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|u(τ)|(b− τ)αdτ

≤ bα

Γ(α + 1)
‖u‖L1([a,b]) (1.4)

Maintenaient supposons que 1 < p <∞ et v ∈ Lq([a, b]), ou 1
p

+ 1
q

= 1

On a, en utilisant l’inégalité de Hölder :∣∣∣∣∫ b

a

v(ε)

∫ ε

a

(ε− τ)α−1u(τ)dτdε

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

v(ε)

∫ ε

a

τα−1u(ε− τ)dτdε

∣∣∣∣
≤

∫ b

a

|v(ε)|
∫ ε

a

τα−1|u(ε− τ)|dτdε

=

∫ b

a

τα−1dτ

∫ b

τ

|v(ε)|.|u(ε− τ)|dε

≤
∫ b

a

τα−1dτ(

∫ b

τ

|v(ε)|qdε)
1
q (

∫ b

τ

|u(ε− τ)|pdε)
1

p

≤ bα

α
‖u‖Lp([a,b])‖v‖Lq([a,b]) (1.5)
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1.2. INTÉGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

On considéré la fonctionnelle Gu : Lq([a, b]), définie par

Gu(ν) =

∫ b

a

[∫ ε

a

(ε− τ)α−1u(τ)dτ

]
ν(ε)dε (1.6)

D’après 1.5, est évident que Gu ∈ (Lq([a, b],R))
′

ou Gu ∈ (Lq([a, b],R))′ désigne le dual de

l’espace Gu ∈ (Lq([a, b],Rn))′. De plus, par 1.5 (1.6) est le théorème de représentation de Riez,

il existe ω ∈ Lp([a, b],R) tel que∫ b

a

ω(ε)ν(ε)dε =

∫ b

a

[∫ ε

a

(ε− τ)α−1u(τ)dτ

]
ν(ε)dε

et

‖ω‖Lp([a,b]) ≤
bα

α
‖u‖Lp([a,b]) (1.8)

Pour tout ν ∈ (Lq([a, b],Rn)), ainsi, on a par (1.7)

1

Γ(α)

∫ ε

a

(ε− τ)α−1u(τ)dτ = Iα0+u(ε)

Pour ε ∈ [a, b] ce qui signifie que

‖Iα0+u‖Lp([a, b]) =
1

Γ(α)
‖ω‖L([a,b]) ≤

bα

Γ(α + 1)
‖u‖Lp([a,b]) (1.9)

et ceci d’après (1.8). En combinant 1.4 et (1.9) on obtient l’inégalité (1.3) la démonstration est

achevée.

Proposition 1.4. Soit α > 0 , on a

a) Pour u ∈ C([a, b]) : Iαa+u(a) = lim
t→a

Iαa+ = 0 .

b) Iαa+ : C([a, b])→ C([a, b]) est bien définie.

Preuve. 1. D’après la définition de l’intégrale fractionnaire :

Iαa+u(a) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− a)α−1u(a)da = 0

11



1.2. INTÉGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

2. Soit u ∈ C([a, b]) et x, y ∈ [a, b] tels que x→ y et x < y

alors

|Iαa+u(x)− Iαa+u(y)|

≤
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1u(s)ds− 1

Γ(α)

∫ y

a

(y − s)α−1u(s)ds

∣∣∣∣
=

1

Γ(α)

[∫ y

a

(x− s)α−1u(s)ds+

∫ x

y

(x− s)α−1u(s)ds−
∫ y

a

(y − s)α−1u(s)ds

]
≤ 1

Γ(α)

∫ y

a

((x− s)α−1 − (y − s)α−1)‖u‖∞ +
1

Γ(α)
(

∫ x

y

(x− s)α−1ds)‖u‖∞

≤ ‖u‖∞
Γ(α + 1)

[(x− a)α − (y − s)α]

d’où |Iαa+u(x)− Iαa+u(y)| → 0 quand x→ y

Proposition 1.5. L’opérateur Iαa+AC([a, b])→ AC([a, b]) est bien défini

Preuve. Soit u ∈ AC([a, b])

étape 1 puisque

Iαa+ =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1u(s)ds

alors

∂

∂t
Iαa+u(t) =

1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

a

(t− s)α−1u(s)ds

Comme f ∈ AC([a, b]),on obtient

∂

∂t
Iαa+ =

1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

a

(t− s)α−1

[
u(a) +

∫ s

a

u′(τ)dτ

]
ds

=
1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

a

(t− s)α−1u(a)ds+
1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

a

(t− s)α−1

[∫ s

a

u′(τ)dτ

]
ds

12



1.2. INTÉGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Et d’après cas particulier de la formule Dirichlet

∂

∂t
Iαa+u(t) =

1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

a

(t− s)α−1u(a)ds+
1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

a

u′(τ)ds

[∫ t

τ

(t− s)α−1ds

]
dτ

=
u(a)

Γ(α)

∂

∂t

(t− aα)

α
+

1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

a

u′(τ)ds

[∫ t

τ

(t− s)α−1ds

]
dτ

=
u(a)

Γ(α)
(t− a)α−1 +

1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

a

u′(t)

[∫ t

τ

(α− 1)(t− s)α−2ds

]
dτ

=
(t− a)α−1

Γ(α)
u(a) +

1

Γ(α)
u′(τ)(t− τ)α−2dτ

=
(t− a)α−1

Γ(α)
u(a) + Iαa+u

′(t)

Et utilisant (1.1)

Etape 2

∂

∂t
Iαa+u(t) =

(t− a)α−1

Γ(α)
u(a) + Iαa+u

′(t)

On pose k(t) =
(t− a)α−1

Γ(α)
u(a) et j(t) = Iαa+u

′(t) des fonctions intégrable sur [a, b]

alors :
∂

∂t
Iαa+u(t) = k(t) + j(t),

donc D(Iαa+) est intégrable.

Propriété 1.1. Soit α, β ≥ 0 et u ∈ L1([a, b]) on a

1. Iαa+(Iβa+u) = Iα+β
a+ u (propriété de semi-groupe)

2. Iαb−(Iβb−u) = Iα+β
b− u

Preuve. On a

Iαa+(Iβa+u) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− s)α−1

(∫ t

a

(s− τ)β−1u(τdτ

)
ds

En vu (1) , les intégrales existent, et par la formule de Dirichlet , on obtient

Iαa+(Iβa+u) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

τ

(t− s)α−1(s− τ)β−1u(τ)dsdτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

u(τ)

(∫ t

τ

(t− s)α−1(s− τ)β−1ds

)
dτ

13



1.2. INTÉGRALE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

On utilisant le changement de variable s = τ + µ(t− τ) alors

Iαa+(Iβa+u(t))

=
1

Γ(αΓ(β))

∫ t

a

u(τ)

(∫ 1

0

[(t− τ)(1− µ)]α−1 [µ(t− τ)β−1(t− τ)
]
dµ

)
dτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

u(τ)(t− τ)β+α−1

(∫ 1

0

(1− µ)α−1µβ−1dµ

)
dτ

D’après (1.2),on a

B(α, β) =

∫ 1

0

(1− µ)α−1µβ−1dµ =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

d’où

Iαa+(Iβa+u(t)) =
1

Γ(α + β)

∫ 1

0

u(τ)(t− τ)α+β−1dτ = Iα+β
a+ u p.p[a, b]

D’après (1.5), si u ∈ C([a, b]) alors Iαa+u ∈ C([a, b]), par conséquence Iαa+(Iβa+) ∈ C([a, b]) et

Iα+β
a+ u ∈ C([a, b]). Puisque ces deux fonctions continues considèrent presque partout, il doivent

considère part tout de la même manière, on montre que Iαb−(Iβb−) = Iα+β
b− u(t)

Proposition 1.6. Si 0 < α < 1, 1 < p < 1
α

alors les opérateurs d’intégrations fractionnaires

Iαa+ et Iαb− sont bornés de Lp dans Lq avec q =
p

1− αp

Proposition 1.7 (Intégrale Par Parties). Soit u ∈ Lp([a, b]), v ∈ Lq([a, b]) tels que

1
p

+ 1
q
≤ 1 + α alors on a ∫ b

a

(Iαa+u(t)) v(t)dt =

∫ b

a

(Iαb−v(t))u(t)dt

Preuve. Étape 1

les deux intégrales précédents sont convergentes

En effet, d’après l’inégalité de Hölder∣∣∣∣∫ b

a

(Iαb−v(t))u(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ‖u‖Lp‖Iαb−v‖Lp′
avec 1

p
+ 1

p′

Mais le question qui se pose est : ‖Iαb−‖Lp′ <∞

alors

v ∈ Lq([a, b])⇒ Iαb−v ∈ L
p

1−αp‖Iαb−v‖L p
1−αp

<∞
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1.3. DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Où on sait que si p1 > p2 > 1, alors Lp1 ⊂ Lp2 et ‖u‖Lp2 ≤ c‖u‖Lp1

Étape 2 On a ∫ b

a

(Iαa+u(t))v(t)dt =

∫ b

a

[
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1u(s)ds

]
v(t)dt

On utilise la formule Dirichlet, donc on obtient∫ b

a

[
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1u(s)ds

]
v(t)dt =

∫ b

a

1

Γ(α)
u(s)

[∫ b

a

(t− s)α−1v(t)dt

]
ds

=

∫ b

a

u(s)

[
1

Γ(α)

∫ b

a

(t− s)α−1v(t)dt

]
ds

=

∫ b

a

u(s)[Iαb−v(s)]ds

Théorème 1.2. Soit α > 0. Supposons que (Un)n>1 une fonction continue uniformément

convergente sur [a,b], alors

( lim
n→∞

Iαa+un)(t) = (Iαa+ lim
n→∞

un)(t)

en particulier la suite de fonction (Iαa+un)n≥1 est uniformément convergente.

Preuve. On note la limite de la suite (un)n>0 par u. Il est bien connu que u est continue on

trouve alors

|Iαa+un(t)− Iαa+u(t)| =

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

a

[un(s)− u(s)](t− s)α−1ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

a

|un(s)− u(s)|(t− s)α−1ds

1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Proposition 1.8. Soit u ∈ L1([a, b]) une fonction intégrale sur [a, b], la dérivée fractionnaire

au sens de R-L de la fonction u d’ordre α ∈ C(Re > 0) notée Dα
au est définie par :

RLDα
au(t) =

∂n

∂tn
(In−αa u(t)) =

1

Γ(n− α)

∂n

∂tn

∫ t

a

(t− s)n−α−1u(s)ds (1.10)
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Avec (n− 1) < (Re(α)) < n et t > 0 en particulier , pour α = m ∈ N on a

(RLD0
au)(t) =

1

Γ(1)

(
∂

∂t

)∫ t

a

u(s)ds = u(t) (1.11)

(RLDm
a u)(t) =

1

Γ(1)

(
∂m+1

∂tm+1

)∫ t

a

u(s)ds =

(
∂m

∂tm

)
u(t) (1.12)

Définition 1.4. Dérivée fractionnaire de R-L a gauche d’ordre 0 < α < 1 de u est définie par

∀t ∈ [a, b] on a

RLDα
a+u(t) =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

a

(t− s)−αu(s)ds =
∂

∂t
I1−α
a+ u(t)

De le même manière on définit dérivée fractionnaire a droit de u est définie

RLDα
b− = − 1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ b

t

(s− t)αu(s)ds = − ∂

∂t
I1−α
b− u(t)

Notation Pour β < 0 , on introduit la notation suivante :

Dβ
a+ = I−βa+

Remarque 1.3. Si u ∈ AC([a, b]), alors Dα
a+u existe presque partout. En effet :d’après la

proposition , si g ∈ AC([a, b]) alors I1−α
a+ u ∈ AC([a, b]) et donc DI1−α

a+ u = Dα
a+u a existe

presque partout.

Lemme 1.2. Soit u ∈ AC([a, b]) et 0 < α < 1 alors Dnu existe presque partout sur[a, b] . De

plus Dα
a+u ∈ Lp([a, b]) pour 0 < p <

1

α
et

Dα
a+u(t) =

1

Γ(1− α)

(
f(a)

(t− a)α
+

∫ t

a

u′(s)(t− s)−αds
)

(1.13)
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1.4. DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO

Preuve. Étape 1 : Si u ∈ AC([a, b])

Dα
a+u(t) =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

a

(t− s)αu(s)ds

=
1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

a

[
u(a) +

∫ s

a

u′(τ)dτ

]
(t− s)−αds

=
1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

a

[
u(a) +

∫ t

a

∂t

(t− s)α

∫ t

a

∫ s

a

u′(τ)(t− s)−αdτds
]

=
1

Γ(1− α)

[
u(a)

(t− a)α
+
∂

∂t

∫ t

a

∫ s

a

u′(τ)(t− s)αdτds
]

=
1

Γ(1− α)

[
u(a)

(t− a)α
+
∂

∂t

∫ t

a

u′(s)
(t− τ)1−α

(1− α)
dτ

]
=

1

Γ(1− α)

[
u(a)

(t− a)α
+

∫ t

a

u′(s)(t− s)−αds
]

Et en utilisant la formule de Dirichlet

Étape 2 : Dα
a+u ∈ Lp([a, b],R) pour 1 ≤ p ≤ 1

a

On a ∫ b

a

|Dα
a+u(t)|pdt =

∫ b

a

1

Γ(1− α)

[
u(a)

(t− a)α
+

∫ t

a

u′(s)(t− s)αds
]p
dt

et puisque

1

Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ t

a

u′(s)(t− s)−α
]p
dt ≤ 1

Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ b

a

u′(s)(t− s)−α
]p
dt

≤ 1

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− a)−αp
[∫ b

a

ds

]p
dt

≤ 1

1− α

∫ b

a

(b− a)−αp+1‖u′‖pL1dt

=
(b− a)−αp+1

Γ(1− α)
‖u′‖pL1 <∞

De plus

‖Dα
a+‖

p
Lp ≤

u(a)

t− a

α

dt+
(b− a)−αp+1

Γ(1− α)
‖u′‖pL1 <∞

1.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.5. La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens Caputo d’une fonction f ∈

AC([a, b],R) est définie par
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1.4. DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE AU SENS DE CAPUTO

à gauche t > a

cDα
a+f(t) = In−αa+ Dnf(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1fn(s)ds

à droit t < b

cDα
b−f(t) = (−1)nIn−αa+ Dnf(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

(s− t)n−α−1fn(s)ds

Proposition 1.9. Soit α > 0

1. (cDα
a+I

α
a+f)(t) = f(t)

2. (cDα
a c) = 0 c ∈ R

3. cDα
a (cDβ

af(t)) = (cDα+βf)(t) =c Dβ
a (cDα

a f(t)) ou f ∈ C([a, b]), 0 < α < 1, 0 < β < 1 et

0 < α + β < 1

Preuve. On a

cDα
a (Iαa+f)(t) = In−αa+ Dn

aI
α
a+f(t)

= In−αa+ Dn
aI

n
a+I

α−n
a+ f(t)

= In−αa+ Iα−na+ f(t)

= f(t)

En effet,

cDα
a c = In−αa+ Dn

ac

= In−α0

= 0

En effet,

cDα
a (cDβ

af(t)) = I1−α
a+ D1−α

a I1−β
a+ D1

af(t)

On sait que Iβa+(D1
af(t)) = (cD1−β

a )(t),

alors

I1−α−β
a+ Iβa+D

1
aD

1
aI

1−β
a+ D1

af(t) = I1−α−β
a+ D1−β

a I1−β
a D1

af(t)

= I1−α−βD1
af(t)
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d’où

cDα
a (cDβ

af(t)) = cDα+β
a f(t)

= cDβ
a (cDα

a f(t))
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CHAPITRE 2

RÉSOLVANTES FRACTIONNAIRES

2.1 Résolvantes Fractionnaires

Soit X un espace de Banach et α > 0.

2.1.1 La théorie de α - résolvantes

* La définition de α-résolvante

Pour une fonction f définie par f : R+ → X,on appelle que intégrale fractionnaire de R-L

d’ordre β ≥ 0 est définie par :

Iβt f(t) = (gβ ∗ f)(t) :=

∫ t

0

gβ(t− s)f(s)ds

où g0(t) := δ(t), la fonction Dirac, et gβ(t) :=
tβ−1

Γ(β)
pour t > 0.

On définit les notions algébrique de la théorie des α-résolvants d’opérateurs linéaires et bornés

p.p.[2]

Définition 2.1. On dit que {Sα(t)}α≥0 est une famille α-résolvant si les conditions suivantes

sont satisfaites :

1. Sα(0) = I ;

2. Sα(s)Sα(t) = Sα(t)Sα(s), pour tout t ≥ 0 ;
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2.1. RÉSOLVANTES FRACTIONNAIRES

3. L’équation fonctionnelle

Sα(s)Iαs Sα(t)− Iαt Sα(s)Sα(t) = Iαt Sα(t)− Iαs Sα(s)

Pour tout (t, s) ≥ 0.

* * Uniformément continue

Définition 2.2. Une famille α-résolvante {Sα(t)}t≥0 et dit uniformément continue si :

lim
t→s
‖Sα(t)− Sα(s)‖ = 0 (2.1)

pour tout s ≥ 0.

L’opérateur linéaire de A définie par :

D(A) := {x ∈ X : lim
t→0+

Sα(t)x− x
tα

existe} (2.2)

et

Ax := Γ(α + 1) lim
t→0+

Sα(t)x− x
tα

pour x ∈ D(A) (2.3)

et appelé le générateur de la famille α-résolvant {Sα(t)}t≥0 , D(A) est la domaine de A. Cette

formule a été proposée pour la première fois dans [3]

Théorème 2.1. [3] A est générateur d’une famille α-résolvant uniformément continue ssi A

est un opérateur borné.

* * * Fortement continue

Définition 2.3. Une famille α-résolvants d’opérateurs bornés {Sα(t)}t≥0 sur X est appelée

une famille α-résolvant fortement continue si

lim
t→s
‖Sα(t)x− Sα(s)x‖ = 0

pour tout s > 0 et x ∈ X.

Théorème 2.2. [3] Soit α > 0 . Soit A un opérateur linéaire dans X avec un domaine D(A).

Une famille fortement continue {Sα(t)}t≥0 ⊆ B(X) d’opérateurs linéaires bornés dans X est

une famille α-résolvant engendrée par A si les conditions suivantes sont satisfaites :
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1. Sα(0) = I ;

2. Sα(t)x ∈ D(A) et Sα(t)Ax = ASα(t)x , x ∈ D(A) , t ≥ 0 ;

3. Sα(t)x = x+

∫ t

0

gα(t− s)ASα(s)xds, t ≥ 0 , x ∈ D(A) ;

Proposition 2.1. [3] Soit {Sα(t)}t≥0 une famille α-résolvant fortement continue et soit A sont

générateur. Alors :

1. Pour tout x ∈ X,
∫ t

0

gα(t− s)Sα(s)xds ∈ D(A) et

Sα(t)x = x+ A

∫ t

0

gα(t− s)Sα(s)xds, t ≥ 0, x ∈ X. (2.4)

2. D(A) , le domaine de A, est dense dans X et A est un opérateur fermé.

Corollaire 2.1. Soit A le générateur d’une famille α-résolvant {Sα(t)}t≥0, bornée et fortement

continue c’est-a dire satisfaisant :

1. ‖Sα(t)‖ ≤M pour tout t ≥ 0 ;

2. Si x ∈ D(A2), alors

‖Ax‖2 ≤ 8M2 Γ(α + 1)2

Γ(2α + 1)
‖x‖.‖A2x‖

2.1.2 α-résolvant intégrés

*La définition des familles α-résolvantes

Définition 2.4. Soit β > 0. Une famille a deux paramètres {Rα,β(t)}t≥0 ⊂ B(X) est appelée

une famille (α, β)-résolvante si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. lim
t→0

t1−βRα,β(t) =
1

Γ(β)
I, si 0 < β < 1, Rα,1(0) = I et Rα,β(0) = 0 si β > 1 ;

2. Rα,β(s)Rα,β(t) = Rα,β(t)Rα,β(s) pour tout s, t > 0 ;

3. L’équation fonctionnelle

Rα,β(s)Iαt Rα,β(t)− Iαs Rα,β(s)Rα,β(t) = gβ(s)Iαt Rα,β(t)− gβIαs Rα,β(s),

pour tout t, s > 0
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* * Uniformément continue

Notation 2.1. Dans ce qui suite, une famille (α, α)-résolvant {Rα,α(t)}t>0 sera simplement

notée {Rα(t)}t>0 et une famille (α, 1)-résolvant par {Sα(t)}t≥0.

L’opérateur linéaire A défini par :

Ax := lim
t→0+

Rα,β(t)x− gβ(t)x

gα+β(t)
pourx ∈ D(A)

tel que

D(A) := {x ∈ X : lim
t→0+

Rα,β(t)x− gβ(t)x

gα+β(t)
existe} (2.6)

est appelé le générateur de la famille (α, β)-résolvant {Rα,β(t)}t≥0.

Si A est un opérateur borné, alors

Rα,β(t) :=
∞∑
n=0

gαn+β(t)An = tβ−1

∞∑
n=0

Antαn

Γ(αn+ β)
= tβ−1Eα,β(Atα), t > 0 (2.7)

définit une famille de (α, β)-résolvants uniformément continus. Étant donné

β > 1, observons que la famille {Rα,β(t)}t>0 est (β−1)-fois intégrée a par rapport a {Rα,1(t)}t≥0

parce que l’identité

Rα,β(t) = gβ−1 ∗Rα,1(t) = Iβ−1
t Rα,1(t), t > 0

Plus généralement , si A est générateur d’une famille (α, β)-résolvant, alors pour tout γ ≥ 0 on

a que A est le générateur d’une famille (α, β + γ)-résolvant [11] . La caractérisation suivante

est souvent utilisée comme définition.

* * * Fortement continue

Théorème 2.3. [3] Soit α > 0 et β > 0 sont données. Une famille fortement continue

{Rα,β(t)}t>0 ⊂ B(X) d’opérateurs linéaires bornés dans X est une famille (α, β)-résolvante

engendrée par A si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. lim
t→0

t1−βRα,β(t) =
1

Γ(β)
I si 0 < β < 1 ,Rα,1(0) = I et Rα,β(0) = 0 si β > 1 ;

2. Rα,β(t)x ∈ D(A) et Rα,β(t)Ax = ARα,β(t)x x ∈ D(A) et t ≥ 0 ;
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3. Rα,β(t)x = gβ(t)x+

∫ t

0

gα(t− s)ARα,β(s)xds, t ≥ 0, x ∈ D(A) ;

Remarque 2.1. Il existe des concepts plus faibles de fonctions d’opérateur de résolvant frac-

tionnaire dans la littérature. Par exemple, [19] ont introduit la notion de fonctions résolvantes

C-régularisées.

2.2 Les Propriétés des résolvants fractionnaires

2.2.1 Perturbations

Un résultat classique pour les C0 semi-groupes est le suivant : Si A est le générateur d’un

C0 semi-groupe et B ∈ B(X) ,alors A+ B est à nouveau le générateur dans C0 semi-groupes.

Ce n’est pas vrai en général pour les familles α-résolvantes avec 0 < α < 1. Voir[4] pour un

exemple.Cependant, dans le cas 1 ≤ α ≤ 2 des perturbations par des opérateurs bornés sont

toujours possibles. Dans le théorème suivant, prouvé par Lizama, nous le montrons même dans

le cas de perturbations bornées dépendant du temps. Pour α = 2, un théorème analogue a été

présenté par [3]

Théorème 2.4. [3] Soit 1 < α < 2 et A le générateur d’une famille α-résolvante fortement

continue {Sα(t)}t≥0 de type (M,ω) et pour tout t > 0, B(t) ∈ B(X). Si la fonction t → B(t)

est continue dans la topologie des opérateurs uniformes, alors A + B(t) engendre une famille

α-résolvante fortement continue {Qα(t)}t≥0 donnée par la formule

Qα(t) =
∞∑
n=0

Sα,n(t), (2.8)

où

Sα,0(t) := Sα(t), Sα,n(t) :=

∫ t

0

Kα(t− s)B(s)Sα,n−1(s)ds, n ∈ N

avec

Kα(t) :=

∫ t

0

gα−1(t− s)Sα(s)ds,

De plus , si KT = maxt∈[0,T ] ‖B(t)‖ on a pour tout t ∈ [0, T ] les bornes

‖Qα(t)‖ ≤MeωtEα(MKT t
α)
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et

‖Qα(t)− Sα(t)‖ ≤Meωt(Eα(MKT t
α)− 1)

Un traitement du problème de perturbation du point de vue du sous-jacent Le problème abstrait

fractionnaire de Cauchy dans le cas 0 < α ≤ 1 a été donné par [3].

Dans le cas des familles (α, β)-résolvantes, on a le résultat alternatif suivant qui correspond à

une généralisation d’un résultat de perturbation pour les C0 semi-groupes.

Théorème 2.5. [3] Soit A le générateur d’une famille (α, β)-résolvante Rα,β(t) de type (M,ω),

où α ≥ β et D(A) = X . Soit B : D(B) ⊆ X → X est un opérateur linéaire tel que D(A) ⊆

D(B) . Supposons qu’il existe une constante µ > ω et γ ∈ [0, 1) telle que∫ ∞
0

e−µr‖(gα−β ∗BRα,β)(r)x‖dr ≤ γ‖x‖, x ∈ ‖D(A)

alors A+B engendrée une famille (α, β)-résolvant {Rα,β(t)}t≥0 sur X de type (
M

1− γ
, µ) dans

satisfais

RB
α,β(t)x = Rα,β(t)x+

∫ t

0

RB
α,β(t− r)(gα−β ∗BRα,β)(r)xdr, x ∈ D(A)

2.2.2 Approximation

Nous considérerons deux types :

- La première est pour α ∈ (0, 2] fixé approximation des générateurs, c’est-à-dire les

relations entre la convergence forte d’une suite de familles de α-résolvantes et celle des

résolvantes de leurs générateurs, comme pour C0 semi-groupes [3].

- Le second est l’approximation des ordres. Comme on le sait par le principe de subor-

dination, si A ∈ Cα, alors A ∈ Cβ pour β < α, donc il est aussi naturel se demander

si Sβ(t) → Sα(t) fortement lorsque β → α, où {Sβ(t)}t≥0 est la famille β-résolvant

engendrée pour A.

Rappelons que R(λ,A) := (λ−A)−1 désigne l’opérateur résolvant de A chaque fois qu’il existe.
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Théorème 2.6. [19] Soit α ∈ (0, 2] et soit {S0
α(t)}t≥0 et {Snα(t)}t≥0 des familles α-résolvantes

fortement continues générées respectivement par A0 et A, respective. Il existe des constantes

M > 0 et ω > 0 telle que ‖Snα(t)‖ ≤Meωt pour tout t ≥ 0, n ∈ N0. Le assertions suivantes sont

équivalent :

1. Snα(t)x → S0
α(t)x lorsque n → ∞ pour tout x ∈ X , uniformément pour t sur tout

l’intervalle bornée.

2. R(λ,An)x→ R(λ,A0) lorsque n→∞ pour tout x ∈ X et λ ∈ ωα.

Remarque 2.2. En utilisant [3], nous observons qu’un résultat analogue est vrai pour les

familles (α, β)-régularisées.

Pour le second type d’approximation, on a le résultat suivant.

Théorème 2.7. [19] Soit A le générateur d’une famille α-résolvante fortement continue {Sα(t)}t≥0.

Soit {Sβ(t)}t≥0 la famille β-résolvante engendrée par A pour β ≤ α. Alors Sβ(t)x → Sα(t)x

lorsque β → α pour t ≥ 0 et x ∈ X.

2.2.3 Ergodicité

Soit A le générateur d’une famille (α, β)-résolvant {Rα,β(t)}t≥0 . Nous analysons le compor-

tement , lorsque t→∞, de la famille suivante d’opérateurs bornées et linéaires :

Aα,βt x :=
1

gα+β(t)

∫ t

0

g(t− s)Rα,β(s)xds, t > 0, x ∈ X.

Notons que A1,1
t correspond à la Cesáro moyenne de la semi-groupe R1,1(t). La famille des

opérateurs A1,β
t , β > 0 a été étudié par [4]. La famille A2,β

t a considéré par [16]. Le résultat

suivant correspond à une forte théorème ergodique avec des taux.

Théorème 2.8. [3] Soit α, β > 0 et A est le générateur d’une famille (α, β)-résolvant {Rα,β(t)}t≥0

tel que

‖Rα,β(t)‖ ≤Mβtβ
β−1, t > 0.

Les assertions suivantes sont :
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1. L’application Px := lim
t→∞

Aα,βt x est une projection linéaire bornée avec

Ran(p) = ker(A), ker(P ) = Ran(A) et D(P ) = ker(A)⊕Ran(A).

2. Pour 0 < γ ≤ 1 et x ∈ ker(A)⊕Ran(A), on a

‖Aα,βt x− Px‖ = O(t−αγ).

D’autres propriétés sont données dans [3]. Le résultat suivant est le théorème ergodique uni-

forme correspondant.

Théorème 2.9. [3] Soient α, β > 0 et A le générateur d’une famille de (α, β)-résolvant

{Rα,β(t)}t≥0 tel que : ‖Rα,β(t)‖ ≤Mβt
β−1, t > 0.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. D(A) = X et ‖Aα,βt − P‖ → 0 lorsque t→∞.

2. Ran(A) est fermé.

3. Ran(A2) et fermé.

4. X = ker(A)⊕Ran(A).

De plus, la convergence de la limite est d’ordre O(t−α).

D’autres propriétés en terme de famille compagne Btx sont données [3]. Nous observons également

qu’il existe des théorèmes ergodiques abéliens analogues avec des taux d’approximation pour les

réseaux :

Aαλ = λα(λα − A)−1 et Bα
λ = (λα − A)−1

où λα ∈ (A) pour λ > 0. [15]

2.2.4 Compacité

Une famille {S(t)}t≥0 d’opérateurs bornés et linéaires est dite compacte pour t > 0 si pour

tout t > 0, S(t) est un opérateur compact.

Le théorème suivant étend le critère de compacité pour les C0 semi-groupes ; voir, par exemple,

[3]
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Théorème 2.10. [3][23][20] Soit 0 < α < 2 et A le générateur d’une famille α-résolvante

bornée exponentiellement {Sα(t)}t≥0 .

Supposons que {Sα(t)}t≥0 est immédiatement en norme continue. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. Sα(t) est un opérateur compact pour tout t > 0.

2. (µ− A)−1est un opérateur compact pour tout (certains) µ > ω1/α.

Soit A le générateur d’un semi-groupe analytique S1(t) pour t > 0 et 0 < α < 1. On considère

la famille α-résolvante subordonnée engendrée par A

Sα(t) =

∫ ∞
0

Φα(s)S1(stα)ds, t > 0.

On sait que Sα(t) est analytique. Nous avons les résultats suivants.

Théorème 2.11. [23] Soit A le générateur d’un semi-groupe analytique compact S1(t) pour

t > 0. Si (µ − A)−1 est compact pour tout (certains) µ > 0 , alors pour tout α ∈ (0, 1), Sα(t)

est une famille α-résolvante analytique compacte pour tout t > 0.

On considère maintenant la famille (α, α)-résolvante Rα(t) = tα−1Pα(t), d’où

Pα(t) =

∫ ∞
0

αsΦα(s)S1(stα)ds, t > 0.

Théorème 2.12. [3] Soient 0 < α ≤ 1 et A ∈ Θγ
ω(X),−1 < γ < 0 < ω < π/2 est donnée . Si

(µ− A)−1 est compact pour tout (certains) µ > 0, alors Sα(t) et Pα(t) sont compact pour tout

t > 0.

Pour le cas des familles (α, β)-résolvantes, on a le résultat suivant.

Théorème 2.13. [20] Soit A le générateur d’une famille exponentiellement bornée (α, β)-

résolvante {Rα,β(t)}t≥0 pour certains α > 0 et 1 < β ≤ 2. Alors Rα,β(t) est compact est

compact pour tout t > 0 si et seulement si (λ−A)−1 est compact pour tout (certains) λ ∈ (A).

Deux cas distingués sont les suivants.

Théorème 2.14. [20] Soit 3/2 < α < 2 et A le générateur d’une famille exponentielle-

ment bornée et immédiatement de norme continue (α, α − 1)-résolvante {Rα,α−1(t)}t≥0. Alors
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Rα,α−1(t) est compact pour tout t > 0 si et seulement si (λ − A)−1 est compact pour tout

(certains) λ ∈ (A) .

Théorème 2.15. [20] Soit 1/2 < α < 1 et A le générateur d’une famille exponentiellement

bornée et immédiatement normée (α, α)-résolvante {Rα(t)}t≥0 . Alors Rα(t) est compact pour

tout t > 0 si et seulement si (λ− A)1 est compact pour tout (certains) λ ∈ (A) .

Concernant la compacité du générateur, nous avons les critères suivants.

Théorème 2.16. [3] Soit A le générateur d’une famille de α-résolvant {Sα(t)}t≥0. Les asser-

tions suivantes sont équivalentes :

1. A est un opérateur compact.

2. Sα(t)− I un opérateur compact pour tout t > 0.

3. λR(λ,A)− I est compact un opérateur compact pour tout (certains) λ ∈ (A).

2.2.5 Régularité spatiale

Dans cette section, nous énonçons quelques résultats sur la régularité spatiale pour les

familles α-résolvantes {Sα(t)}t≥0 ; voir [14]

Théorème 2.17. [3] Soit α ∈ (0, 2) et supposons A ∈ Aα(θ0, ω0) puis pour tout x ∈ X et

t > 0, nous avons Sα(t)x ∈ D(A) et

‖ASα(t)‖ ≤ Ceωt(1 + t−α), t > 0, ω > ω0

Théorème 2.18. [1] Laissez −A est le générateur d’un délimitée analytique la famille α-

résolvant {Sα(t)}t≥0 pour tout 0 < α < 2. Alors :

1. Si 1 ≤ α < 2, alors Sα(t)x ∈ D(A∞) := ∩∞k=1D(Ak) pour tout xinX , et ‖AβSα(t)‖ ≤

Ct−αβ.

Pour chaque β > 0 . De plus, D(A∞) est dense dans X.

2. Si 0 < α < 1
m

pour un certains m ∈ N, alors pour chaque x ∈ D(Am−1) on a Sα(t)x ∈

D(Am) et ‖AmSα(t)x‖ ≤ Ct−mα‖x‖+
∑m

k=1 g1−kα(t)‖Am−kx‖, t > 0.
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Théorème 2.19. [3] Soit 0 < α ≤ 1 et A ∈ Θγ
ω(X),−1 < 0 < ω < π/2. Soit < β < 1 − γ.

Pour tout x ∈ D(A) et t > 0,

‖ASα(t)x‖ ≤ Ct−α(1+γ)‖Ax‖,

où C est une constante dépendant de γ, α.

Pour les résultats suivants, rappelons que Rα(t)t≥0 désigne une famille (α, α)-résolvante.

Théorème 2.20. [3] Soit 0 < α < 1 et A ∈ Aα(θ0, ω0). Alors il existe un constant C > 0 tel

que

‖Rα(t)‖ ≤ Ceωt(1 + tα−1), t > 0 (2.9)

Théorème 2.21. [22] Soit 0 < α < 1. Soit A le générateur d’un semi-groupe exponentiellement

stable {T (t)}t≥0 , c’est-à-dire qu’il existe un constant δ > 0 et M > 0 tel que

‖T (t)‖ ≤Me−δt.Alors

‖Rα(t)‖ ≤Mtα−1Eα,α(−δtα), t > 0

Le résultat important suivant [3]. Cependant, il convient de noter que sa notion d’opérateur

sectoriel diffère de la nôtre.

Théorème 2.22. [3] Supposons que A soit sectorielle de type négatif et d’angle θ ∈ [0, π(1 −

α/2)] alors il existe C > 0 dépendant uniquement de θ et α tel que ‖Sα(t)‖ ≤ CM

1 + |ω|tα
Pour

des résultats supplémentaires.
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CHAPITRE 3

QUELQUES PROBLÈMES FRACTIONNAIRES

3.1 Le problème fractionnaire abstrait de Cauchy

Rappelons que la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α > 0 est définie par

CDα
t f(t) := Im−αt

dm

dtm
f(t)

où m est le plus petit entier supérieur où égal à α. On considéré les solutions des problèmes

fractionnaires de Cauchy. D’abord, nous donnons la définition des solutions au problème de la

valeur initiale non homogène{
CDα

t u(t) = Au(t) + f(t), t ∈ (0, τ)

u(k)(0) = xk, k = 0, 1, ...,m− 1
(3.1)

où τ ∈ (0,∞], f ∈ L1
loc([0, τ), X) est A un opérateur fermé densément défini dans un espace

de Banach X. Rappelons que la connexion entre CDα
t et la dérivée fractionnaire de R-L RLDα

t

donnée par

CDα
t u(t) =RL Dα

t

(
u(t)−

m−1∑
k=0

gk+1(t)xk

)
.

Définition 3.1. Une fonction u ∈ C([0, τ ], X) est dite solution forte de 3.1 si u(t) vérifie

(a) u ∈ C(0, τ), D(A) ∩ Cm−1([0, τ ], X) ;

(b) gm−α ∗ (u−
∑m−1

k=0 gk+1xk) ∈ Cm([0, τ), X) ;

(c) u(t) satisfait 3.1 ;
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Définition 3.2. Une fonction u ∈ C([0, τ ], X) est appelée solution faible de 3.1 si (gα ∗u)(t) ∈

D(A) et

u(t) =
m−1∑
k=0

gk+1(t)xk + A(gα ∗ u)(t) + (gα ∗ f)(t), t ∈ [0, τ).

Si A est générateur d’une famille α-résolvant {Sα(t)}t≥0, alors la solution faible 3.1 sur R+

peut être représentée par

u(t) =
m−1∑
k=0

(gk ∗ Sα)(t)Xk +
d

dt
(gα ∗ Sα ∗ f)(t), t ≥ 0, (3.2)

chaque fois Xk ∈ X pour tout K = 0, ...,m− 1

3.2 le problème homogène d’ordre fractionnaire

Nous analysons brièvement le problème de Cauchy fractionnaire homogène :{
CDα

t u(t) = Au(t), t ∈ (0, τ)

u(k)(0) = xk, k = 0, 1, ...,m− 1.
(3.3)

dans le cas τ =∞ et de manière analogue aux cas α = 1 et α = 2, on a le concept suivant de

bien-posé au sens de Hadamard [15].

Définition 3.3. Le problème 3.3 est dit bien posé si pour tout Xk ∈ D(A),

k = 0, 1, ...,m− 1, il existe un unique solution forte, uk(t) de 3.3 , et xk,n ∈ D(A),

Xk,n → 0 comme n → ∞, impliquent uk,n(t) → 0 comme n → ∞ dans X, uniformément sur

des intervalles compacts.

D’après [15] le problème 3.3 est bien posé si et seulement si A est le générateur d’une famille

α-résolvante {Sα(t)}t≥0, et l’unique solution forte est donnée par

u(t) =
m−1∑
k=0

(gk ∗ Sα)(t)xk, t ≥ 0,

chaque fois que Xk ∈ D(A) pour tout k = 0, 1, ...,m− 1.

En particulier u(t) = Sα(t)x est l’unique solution forte du problème{
CDα

t u(t) = Au(t), t > 0

u(0) = x, uk(0) = 0, k = 1, ...,m− 1,
(3.4)

Pour chaque x ∈ D(A) (rappelons que g0 est la fonction de Dirac ). Voir par exemple [1] .
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3.3 Le problème non homogène d’ordre fractionnaire

Poussons maniement le problème suivant :{
CDα

t u(t) = Au(t) + f(t), t ∈ (0, τ)

u(k)(0) = 0, k = 0, 1, ...,m− 1
(3.5)

Pour l’existence de solution forte de 3.5 on a

Théorème 3.1. [18] Soit α ∈ (0, 2]. Supposons A est générateur d’une famille α-résolvant

fortement continue {Sα(t)}t≥0 et f ∈ C([0, τ), X). Alors les énoncés suivants sont équivalent :

(a) 3.5 a une solution forte sur [0, τ) ;

(b) Sα ∗ f est différentiable sur [0, τ) ;

(c) d
dt

(gα ∗ Sα ∗ f) (t) ∈ D(A) pour t ∈ [0, τ) et A
(
d
dt

(gα ∗ Sα ∗ f) (t)
)

est confortable sur

[0, τ) ;

Dans le cas α ∈ [1, 2], la condition (3.1) peut être remplacée par

(c)′ (gα−1 ∗ Sα ∗ f) (t) ∈ D(A) pour t ∈ [0, τ) et A (gα−1 ∗ Sα ∗ f) (t) est continue sur [0, τ).

Par conséquent, nous avons ce qui suit.

Corollaire 3.1. [18] Soit α ∈ (0, 2]. Supposons que A soit le générateur d’une famille fortement

continue de α-résolvants. Alors (3.1) a une solution forte sur [0, τ) si l’une des conditions

suivantes est remplie :

(a) f est fonctionnelle-ment différentiable sur [0, τ).

(b) α ∈ [1, 2], f(t) ∈ D(A) pour t ∈ [0, τ) et Af ∈ L1
loc([0, τ), X).

(c) α ∈ (0, 1), f(t) ∈ D(A) pour t ∈ [0, τ) et gα ∗ f est sensiblement différentiable sur [0, τ).

(d) a ∈ (1, 2), (gα−1 ∗ f) ∈ L1((0, τ), D(A)).

3.3.1 Le problème de Cauchy d’ordre fractionnaire :
0 < α ≤ 2.

On considère le problème de Cauchy linéaire d’ordre fractionnaire :{
CDα

t u(t) = Au(t) + f(t), t ≥ 0

u(0) = u0, max{0, α− 1} (u′(0)− u1) = 0, 0 < α ≤ 2.
(3.6)
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Selon les sous-sections précédentes, si A est générateur d’une famille α-résolvent {Sα(t)}t≥0 et

0 < α ≤ 1 alors la solution faible de 3.6 peut être représentée par :

u(t) = Sα(t)u0 +
d

dt
(gα ∗ Sα ∗ f) (t), t ≥ 0 (3.7)

Dans le cas où A est le générateur d’une famille (α, α)-résolvent {Rα(t)}t>0 on obtient que

Sα(t) := (g1−α ∗Rα) (t) est une famille α-résolvent engendrée par A et la représentation

u(t) = Sα(t)u0 +

∫ t

0

Rα(t− s)f(s)ds, t ≥ 0. (3.8)

Par conséquent, commencer par A est générateur d’une famille (α, α)-résolvent est plus naturel

et approprié .

Il faut que le problème 3.6 est considéré avec R-L dérivée ,alors

u(t) = Rα(t)u0 +

∫ t

0

Rα(t− s)f(s)ds, t > 0. (3.9)

Voir aussi [3] pour des informations complémentaires et des résultats.En utilisant le principe

de subordination , on peut donner des descriptions explicites des familles (α, β)-résolvent dans

certains cas.Ce fait a été largement utilisé dans la littérature. Par exemple, si A est générateur

d’une C0 semi-groupe {S1(t)}t≥0 et 0 < α < 1 alors on a que Rα(t) = tα−1Pα(t), où

Pα(t) = α

∫ ∞
0

sΦα(s)S1 (stα) ds, t > 0,

est la famille (α, α)-résolvent engendrée par A, et

Sα(t) =

∫ ∞
0

Φα(s)S1 (stα) ds, t > 0,

est la famille α-résolvent engendrée par A. Pour des informations à jour , des applications et

des remarques historiques concernant cette formation , voir [12].

Dans le cas 1 < α ≤ 2 on a la représentation

u(t) = Sα(t)u0 + (g1 ∗ Sα) (t)u1 + (gα−1 ∗ Sα ∗ f) (t), t ≥ 0. (3.10)

Supposons que A est générateur d’une famille α-résolvent {Sα(t)}t≥0 on obtient Rα(t) =

(gα−1 ∗ Sα) (t) est une famille (α, α)-résolvent engendrée A et

u(t) = Sα(t)u0 +

∫ t

0

Sα(s)u1ds+

∫ t

0

Rα(t− s)f(s)ds, t ≥ 0. (3.11)
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En utilisant à nouveau le principe de subordination, on peut donner une des description : si A

est le générateur d’une famille fortement continue {S2(t)}t≥0 et 1 < α < 2 alors on a :

Sα(t) =

∫ ∞
0

Φα/2(s)S2

(
stα/2

)
ds

est la famille α-résolvent engendrée par A.

Pour compléter le tableau , on observe que pour la fractionnaire de R-L dérivée finale , nous

avons la représentation suivants des solution :

u(t) = Lα,α−1(t)u0 +

∫ t

0

Lα,α−1(s)u1ds+

∫ t

0

Rα(t− s)f(s)ds (3.12)

où {Lα,α−1(t)}t>0 est une famille (α, α− 1)-résolvent engendrée par A et

Rα(t) := (g1 ∗ Lα,α−1) (t) est une famille (α, α)-résolvent. Notez que si A est opérateur borné,

alors on a

Lα,α−1(t) = tα−2Eα,α−1 (Atα) , t > 0, 1 < α ≤ 2

3.4 Application l’équation d’évolution non homogène

Dans cet mémoire, ont étudié l’équation d’évolution homogène avec la dérivée fractionnaire de

R-L dans l’espace de Banach X :{
Dαu(t) = Au(t), t > 0,

limt→0+ Γ(α)t1−αu(t) = x
(3.13)

et le but de cet article est de présenter l’existence et l’unicité de solutions faibles pour l’équation

d’évolution non homogène :{
Dαu(t) = Au(t) + f(t), 0 < t ≤ b,

limt→0+ Γ(α)t1−αu(t) = x.
(3.14)

3.4.1 Préliminaires

Définition 3.4. [13] La dérivée d’ordre fractionnaire de R-L d’ordre α d’une fonction f ∈

L1([0, b], X) donné sur l’intervalle [0, b] est définie par :

Dαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0

(t− s)n−α−1f(s)ds,
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où α ∈ (n− 1, n], n ∈ N.

Puisque f prend des valeurs dans l’espace Banach X, les intégrales qui apparaissent dans le

sont prises au sens de Bochner.

Par souci de commodité, nous utiliserons les notations suivants :

(v ∗ u)(t) =

∫ t

0

v(t− s)u(s)ds, v, u ∈ L1([0,∞), X),

gα(t) =

{
tα−1

Γ(α)
, t > 0, (α > 0)

0, t ≤ 0.

Ainsi, pour 0 < α < 1 on a :

Iαt f(t) = (gα ∗ f) (t), Dαf(t) =
d

dt
(g1−α ∗ f) (t)

Définition 3.5. Une fonction u ∈ C((0, b], X) est appelée solution forte de 3.14 si u ∈ C((0, b],

D(A)), g1−α ∗ u ∈ C1((0, b], X) et 3.14 sont vérifiées.

Définition 3.6. Une fonction u ∈ C((0, b], X) est appelée solution faible de 3.14 si Iαt u(t) ∈

D(A) et u(t) = tα−1

Γ(α)
x+ AIαt u(t) + Iαt f(t) pour 0 < t ≤ b.

Définition 3.7. [16] Pour 0 < α < 1, une fonction Rα : (0,∞) → B(X) est un appelée

α-résolvent fractionnaire si elle vérifie suivantes :

1. Rα(t) est continue forte sur (0,∞) et limt→0+ Γ(α)t1−αRα(t)x = x pour x ∈ X.

2. Rα(s)Rα(t) = Rα(t)Rα(s) pour tout t, s > 0.

3. Rα(s)Iαt Rα(t)− Iαs Rα(s)Rα(t) = sα−1

Γ(α)
Iαt Rα(t)− tα−1

Γ(α)
Iαs Rα(s) pour tout t, s > 0.

L’opérateur linéaire A définie par :

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0+

t1−αRα(t)x− 1
Γ(α)

x

tα
exists

}

et

Ax = Γ(2α) lim
t→0+

t1−αRα(t)x− 1
Γ(α)

x

tα
, x ∈ D(A)

est le générateur infinitésimal de la résolvent fractionnaire Rα(t).
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Lemme 3.1. [16] Soit A est le générateur infinitésimal de la α-résolvent fractionnaire Rα(t).

Alors

(a) Rα(t)x ∈ D(A) et ARα(t)x = Rα(t)Ax pour tout x ∈ D(A) et t > 0.

(b) Pour tout x ∈ X et t > 0 on a : Rα(t)x = tα−1

Γ(α)
x+ AIαt Rα(t)x.

(c) Pour tout x ∈ D(A) et t > 0 on a : Rα(t)x = tα−1

Γ(α)
x+ Iαt Rα(t)Ax.

(d) A est fermé et densément définie .

Lemme 3.2. [16] Soit A est le générateur infinitésimal de la α-résolvent fractionnaire Rα(t).

Alors

I) Rα(t)x est une solution faible de pour tout x ∈ X.

II) Rα(t)x est une solution forte de 3.13 pour tout x ∈ D(A).

Lemme 3.3. Pour tout x ∈ X, on a limh→0+ Γ(2α)h1−2αIαhRα(h)x = x.

Preuve. Pour x ∈ X∥∥Γ(2α)h1−2αIαhRα(h)x− x
∥∥ =

∥∥∥∥Γ(2α)

Γ(α)

∫ h

0

h1−2α(h− τ)α−1Rα(τ)x dτ − x
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥Γ(2α)

Γ(α)

∫ 1

0

h1−α(1− τ)α−1Rα(hτ)x dτ − x
∥∥∥∥

=‖ Γ(2α)

[Γ(α)]2

∫ 1

0

(1− τ)α−1τα−1Γ(α)(hτ)1−αRα(hτ)x dτ

− Γ(2α)

[Γ(α)]2

∫ 1

0

(1− τ)α−1τα−1x dτ‖

≤ Γ(2α)

[Γ(α)]2

∫ 1

0

(1− τ)α−1τα−1 dτ

× sup
τ∈[0,1]

∥∥Γ(α)(hτ)1−αRα(hτ)x− x
∥∥

≤ sup
τ∈[0,1]

∥∥Γ(α)(hτ)1−αRα(hτ)x− x
∥∥ .

En combinant l’inégalité ci-dessus avec (1) , nous avons

lim
h→0+

Γ(2α)h1−2αIαhRα(h)x = x.
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3.5 les principaux résultats

Dans la suite de cet article, nous supposons toujours qe 0 < α < 1 et A est le générateur

infinitésimal de d’ordre α-résolvante fractionnaire Rα(t).

Soit u défini par :

u(t) = Rα(t)x+

∫ t

0

Rα(t− s)f(s)ds, 0 < t ≤ b.

Notez que la résolvante fractionnaire Rα(t) est illimitée lorsque t est suffisante petite, pour

discuter des solutions de 3.14, nous avons besoin d’hypothèses supplémentaires sur la résolvante

fractionnaire telles qe u soit bien défini dans 3.15. Un cas possible est de supposer que la

résolvante fractionnaire Rα(t) est uniformément intégrable sur (0, b], soit,
∫ b

0
‖Rα(t)‖ dt < ∞.

On remarque que l’intégrabilité uniforme de la famille opérateurs sur (0,∞) joue un rôle clé

dans le comportent asymptotique des solutions d’équations intégrales pour plus de détails a ce

sujet, nous renvoyons a [21] et [5] [14] . A la fin de ce section ,nous donnerons un exemple pour

montrer que la résolvante fractionnaire satisfait l’intégrabilité .

Lemme 3.4. Soit f ∈ C([0, b], X) et
∫ b

0
‖Rα(t)‖ dt <∞. puis la convolution

Rα ∗ f(t) :=

∫ t

0

Rα(t− s)f(s)ds, t ∈ [0, b]

existe et définit une fonction continue sur [0, b].

Preuve. Par l’argument standard,on voit que Rα(t − ·)f(·) est mesurable (0, t) pour tout

t ∈ (0, b] ( voir [21]). De plus,∥∥∥∥∫ t

0

Rα(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥ ≤ ‖f‖C([0,b],X)

∫ b

0

‖Rα(s)‖ ds <∞.

Ainsi, Rα ∗ f existe. Par contre, pour 0 ≤ t1 < t2 ≤ b on a

‖Rα ∗ f (t2)−Rα ∗ f (t1)‖ ≤
∫ t1

0

‖Rα(s)‖ ‖f (t2 − s)− f (t1 − s)‖ ds

+

∫ t2

t1

‖Rα(s)f (t2 − s)‖ ds

≤
∫ b

0

‖Rα(s)‖ ds · sup
0≤s≤t1

‖f (t2 − s)− f (t1 − s)‖

+ ‖f‖C([0,b],X)

∫ t2

t1

‖Rα(s)‖ ds.
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Il résulte de la continue de f et de la continuité d’intégration absolue de Rα que Rα ∗ f est

continue [0, b].

Théorème 3.2. Soit x ∈ X, f ∈ C([0, b], X),
∫ b

0
‖Rα(t)‖ dt <∞ et u une solutions faible 3.16.

Alors u est donné par 1. En particulier, les solutions faibles de 3.14 sont uniques.

Preuve. Soit u une solution faible de 3.14. Par définition des solutions faible, on a gα ∗ u(t) ∈

D(A) pour t ∈ (0, b]. Alors, il découle du 3.1(b) que

gα ∗ u = (Rα − Agα ∗Rα) ∗ u

= Rα ∗ u−Rα ∗ (Agα ∗ u)

= Rα ∗ (gαx+ gα ∗ f)

= gα ∗ (Rαx+Rα ∗ f) ,

ce qui implique que u(t) = Rα(t)x+
∫ t

0
Rα(t− s)f(s)ds, 0 < t ≤ b.

Théorème 3.3. Soit x ∈ X, f ∈ C([0, b], X),
∫ b

0
‖Rα(t)‖ dt < ∞ et u est bien de fini dans 1.

Et u alors la solution faible de 3.14.

Preuve. D’après 3.4, u est bien défini dans 1 et u ∈ C((0, b], X). Puisque Rα(t)x est la solution

faible de 3.13, il suffit de montrer que v défini par :

v(t) = Rα ∗ f(t) =

∫ t

0

Rα(t− s)f(s)ds, 0 < t ≤ b (3.16)

est la solution faible de {
Dαu(t) = Au(t) + f(t), 0 < t ≤ b,

limt→0+ Γ(α)t1−αu(t) = 0.
(3.17)

Pour cela, soit 0 < t ≤ b et 0 ≤ s < t. Par (c) de3.7, on a :[
h1−αRα(h)− 1

Γ(α)

]
Iαt Rα(t− s)f(s)

= h1−αIαhRα(h)

[
Rα(t− s)f(s)− (t− s)α−1

Γ(α)
f(s)

]
.
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Alors,

Γ(2α)
h1−αRα(h)Iαt v(t)− 1

Γ(α)
Iαt v(t)

hα

= Γ(2α)

∫ t

0

[
h1−αRα(h)− 1

Γ(α)

]
Iαt Tα(t− s)f(s)

hα
ds

= Γ(2α)

∫ t

0

h1−αIαhRα(h)
[
Rα(t− s)f(s)− (t−s)α−1

Γ(α)
f(s)

]
hα

ds (3.18)

Il découle de (3.18), 3.3 et du théorème de convergence dominée de Lebesgue que

lim
h→0+

Γ(2α)
h1−αRα(h)Iαt v(t)− 1

Γ(α)
Iαt v(t)

hα

=

∫ t

0

[
Rα(t− s)f(s)− (t− s)α−1

Γ(α)
f(s)

]
ds.

C’est,

AIαt v(t) = v(t)− Iαt f(t), 0 < t ≤ b (3.19)

De plus, notons que v est borné dans C([0, b], X) au vue du 3.4, ce qui implique

∥∥Γ(α)t1−αv(t)
∥∥ ≤ Γ(α)t1−α sup

t∈[0,b]

‖v(t)‖ → 0, t→ 0+

C’est,

lim
t→0+

Γ(α)t1−αv(t) = 0

Ainsi, v est la solution faible de 3.17. Par conséquent, u est la solution faible de 3.14. Donnons

maintenant , les conditions nécessaires et suffisantes pour les solutions fortes de 3.14.

Théorème 3.4. Soit x ∈ D(A), f ∈ C([0, b], X),
∫ b

0
‖Rα(t)‖ dt <∞ et u, v défini par 1 et 3.16,

respectivement. Alors les éléments suivants sont équivalents :

1. u est une solution forte de 3.14.

2. v(t) ∈ D(A) pour 0 < t ≤ b et Av ∈ C((0, b], X).

Preuve. Supposons que u est une solution forte de 3.14. Alors

v(t) = u(t)−Rα(t)x ∈ D(A), 0 < t ≤ b
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et

Av(t) = Au(t)− ARα(t)x = Dαu(t)−DαRα(t)x− f(t), 0 < t ≤ b

Ce qu’implique que Av ∈ C((0, b], X) puisque les trois termes du membres droit de l’égalité

ci-dessus sont tous continus sur (0, b].

D’autre part, soit v(t) ∈ D(A) pour 0 < t ≤ b et Av ∈ C((0, b], X). D’après 3.19, on obtient

AIαt v(t) = v(t)− Iαt f(t), 0 < t ≤ b

et

lim
t→0+

Γ(α)t1−αv(t) = 0.

Puisque v(t) ∈ D(A) pour 0 < t ≤ b et Av ∈ C((0, b], X), il résulte de la fermeture de A que

AIαt v(t) = Iαt Av(t)

Ce qu’implique que

v(t) = Iαt Av(t) + Iαt f(t), 0 < t ≤ b.

Ainsi,

g1−α ∗ v(t) =

∫ t

0

Av(s)ds+

∫ t

0

f(s)ds.

Par la continuité de Av et f , on a g1−α ∗ v ∈ C1((0, b], X) et

Dαv(t) = Av(t) + f(t), 0 < t ≤ b.

Donc, v est une solution forte de 3.14. En combinant ceci que avec (II) dans 3.2, on obtient

finalement que u est une solution forte de 3.14.

Corollaire 3.2. Soit x ∈ D(A), f ∈ C([0, b], X),
∫ b

0
‖Rα(t)‖ dt < ∞ et u soit défini par 1.

Supposons que f(t) ∈ D(A) pour 0 ≤ t ≤ b et Af ∈ C([0, b], X). Alors u est une solution forte

de 3.14.

Preuve. Soit v défini par 3.16. Puisque Af ∈ C([0, b], X), on a Rα ∗ Af ∈ C([0, b], X). Par la

fermeture de A, on obtient queRα ∗ Af(t) = ARα ∗ f(t) = Av(t), 0 < t ≤ b
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d’où on déduit que v(t) ∈ D(A) pour 0 < t ≤ b et Av = Rα ∗ Af ∈ C((0, b], X). Ainsi, u est

une solution forte de 3.14 d’après (3.4).

Corollaire 3.3. Soit x ∈ D(A), f ∈ C([0, b], X),
∫ b

0
‖Rα(t)‖ dt < ∞ et u défini par 1. Suppo-

sons que g1−α ∗ f ∈ C1([0, b], X). Alors u est une solution forte de 3.14.

Preuve. Soit v défini par 3.16. Il résulte de (3.19) et de la fermeture de A que

A

∫ t

0

v(s)ds = g1−α ∗ v(t)−
∫ t

0

f(s)ds, 0 < t ≤ b

Puisque g1−α ∗ f ∈ C1([0, b], X),on a g1−α ∗ v = Rα ∗ g1−α ∗ f ∈ C1((0, b], X). Ainsi,il découle de

la fermeture de A encore que v(t) ∈ D(A) pour 0 < t ≤ b et Av = (g1−α ∗ v)′−f ∈ C((0, b], X).

Donc, u est une solution forte de 3.14 d’après (3.4).

Exemple 3.1. Considérons l’équation de diffusion fractionnaire suivante pour u = u(x, t)

Dαu = eiθuxx, 0 < x < 1, t > 0, 0 < α < 1, 0 ≤ θ < π (3.20)

Avec les conditions : u(0, t) = u(1, t) = 0 et

limt→0+ Γ(α)t1−αu(x, t) = h(x) =
∑∞

n=1 cn sinn et πx. Soit X = L2(0, 1) et

A = eiθ∂2/∂x2 lorsque D(A) = {v | v ∈ W 2,2(0, 1), v(0) = v(1) = 0}.

Par la théorème de la résolvante fractionnaire (3.20), est donne par

Rα(t)h(x) =
∞∑
n=1

tα−1Eα,α
(
−eiθn2π2tα

)
cn sinnπx.

Nous affirmons que la résolvent fractionnaire Rα(t) est uniformément intégrable sur (0, b]

lorsque |θ| < (1− α/2)π. On fait, il découle des formule asymptotique de la fonction de Mittag-

Leffer qu’il existent des constants δ > 0,M > 0 tell que (voir [17],ou elles ont prouvé que

supt≥0 ‖Rα(t)‖ est borné pour 1 < α < 2 )

‖Rα(t)h‖L2 ≤Mtα−1‖h‖L2 , t ∈ (0, δ)

et

‖Rα(t)h‖L2 ≤M‖h‖L2 , t ∈ [δ, b]
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D’où l’on déduit que
∫ b

0
‖Rα(t)‖ dt ≤ Mδα/α + Mb. Autrement, dit la résolvent fractionnaire

Rα(t) est uniformément intégrable sur (0, b]. Ainsi, la théorie développé dans cet article peut

être appliquée à l’équation d’évolution non homogène de (3.20).
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