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INTRODUCTION

Les équations aux dérivées partielles (EDP) expriment et expliquent différentes
lois fondamentales de la nature, et qui ont contribué a ’avancement de la recherche

mathématique.

Donc, beaucoup de problémes de la physique mathématique peuvent étre mo-
délisés par ces équations, dont les EDP classique dépendent du temps (problémes
d’évolution) par conséquent, cela a conduit au développement d’autres domaines

scientifique comme l'ingénierie.

Ensuite, les problémes d’existence globale et de la stabilité dans le temps des

EDP ont fait récemment 1'objet de plusieurs travaux .

Dans, ce mémoire nous nous somme intéressées a 1’étude de 'existence local et

globale des solutions et la stabilisation de certaines équations d’évolution.
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Nous déterminerons le comportement asymptotique de la solution a I’aide de la
méthode énergétique, elle consiste donc de garantir la décroissance de 1’énergie des
solutions vers 0 de fagon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation, pour

le but d’atténuer les vibrations par rétroaction (Feedback).

Plus précisément, le probléme de la stabilisation consiste a déterminer le com-
portement asymptotique de 1’énergie que l'on note E(t) et étudier sa limite pour
t — +o0.

Il existe plusieurs type de la stabilisation comme :

e Stabilisation forte

E(t) — 0, lorsque t — +o0.

e Stabilisation polynomiale

E(t) < Kt™*,

ou K et k sont des constantes positives.
e Stabilisation logarithmique

E(t) < K(log(t))™,

ou K et k sont des constantes positives.

e Stabilisation uniforme
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E(t) < Ke™™,

ou K et k sont des constantes positives.

On s’intéresse a 1’étude de I'existence globale de la solution ainsi que la stabilité

de la solution de I’équation des ondes non-linéaire.
Ce mémoire se décompose en trois chapitres partagés de la facon suivante :

e Dans le premier chapitre nous rappelons les principaux notions qui nous aurons
besoins, commencons par les espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev. Finale-
ment nous présentons les inégalités intégrales nécessaires qui sont utilisées dans ce

mémoire et aussi nous citons quelques théorémes utiles.

e Dans le deuxiéme chapitre, on a étudié 'existence globale et le comportement

asymptotique de la solution pour I’équation suivante
gy — Au 4 a(l + |u ™ ?)uy = bululP~2,

dans un domaine borné de R", avec a,b > 0 et m,p > 2.

e On termine ce travail par le troisiéme chapitre, ot on étudier I'existence globale

et le comportement asymptotique de I’équation suivante
wy — A+ a(l 4 |u ™ ?)uy + bululP~2 =0,

dans un domaine borné de R™ avec a,b > 0 et 2 < m < p.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les outils fonctionnels de base pour étudier 1’exis-
tence global et la stabilisation de la solution des équations différentielles aux dérivées

partielles.

1.1 Quelques définitions et théorémes

1.1.1 Espaces L*(Q)

Définition 1.1.1. [J] Soit Q un ouvert borné de R"(n € N*) et p € [1, +0o0].
On définit l’espace LP(S2) comme suit :
S11 < p<+oo,

LP(Q) = {u Q—R mesurable// |u(x)|Pdr < —I—oo}
Q

est munit la norme

(o)l = )z = ( [ fato \pdx);.
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St p = +00,

L) ={u: Q@ — R mesurable / 3C > 0, | u(x) |< C, p.p. sur Q}
est muni la norme
[u(@) o = [[u(@)l[ e (@) = I{C >0 / [u(z)| < C, pp. sur Q,

on écrit

|u(z)]|eo = sup ess|u(z)].
e

Pour p € [1,+00], LP(Q) est un espace de Banach.
Pour p=2, on note H'(Q) = WH(Q).

L’espace H'(Q) est de Hilbert muni de la norme

lell ey = ( / |u<x>\2dx) ,

sa produit scalaire associé est
< U,V >p20)= / u(z)v(x)d.
Q

1.1.2 L’espace L'(a,b; X)

Définition 1.1.2. [J]] Soit X un espace de Banach et a,b € R, on définit ’espace
LP(a,b; X) comme suit :

Si1<p<+o0,
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b
LP(a,b; X) = {u Ja, b[— X// ||lul|%dt < +o00, p.p. surX} .

St p = +o0,

L>(a,b; X) = {u :]a,b|— X/ |Jul|x < 400, p.p. surX}.

L’espace LP(a,b; X) muni de la norme

( 1
b ;
(/ HuH%dt) , si 1< p<+oo,

sup essl||ul|x, st p = —+00,
{ t€la,b]

1wl Lo apix) =

est un espace de Banach.

Sip=2, espace L?*(a,b; X) est un espace de Hilbert muni le produit scalaire
b
<u,v >L2(a’b;X):/ (u,v)xdt.

1.1.3 Espaces de Sobolev

e Dérivée faible

Définition 1.1.3. [/ Soit Q un ouvert de R"(n € N*), 1 <i < n etu € L} (Q)

loc

une fonction a une i-éme dérivée faible dans L},.(Q), sl eziste f; € L}, .(Q) telle que

pour toute p € C3°(Q2), on a
[ u@ig@rts = - [ fipta)ds,
0 Q

1

loe(82) au sens des distributions,

cela revient a dire que f; est la i-éme dérivée de u € L
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on écrire

e Espace W'r(Q)

Définition 1.1.4. [J] Soit Q un ouvert de R"(n € N*) et p € R, avec
1 <p< +oo.
L’espace WP (Q) est défini par

vwﬂm:{uemmvaﬁeﬂwm/'aw:—/@mwwe@%mwwﬂmw.
Q Q

u
al’i

L’espace WP (Q) est muni de la norme

" || Ou
[ullwro@) = llullze@) + Z O 5
i=1 CINLP(Q)
, o » " ou P\ .
ou parfois de la norme équivalent | ||u||}, = Z 5 , si1<p<Hoo.
T
i=1 tliLe

On pose
HY(Q) = Wh2(Q),

HY(Q) est un espace de Hilbert muni le produit scalaire

- ou Ov
(a0 ey = (1 0) 2y + (—v—) |
; 0r; 0%i) p2(a)

et sa norme associée est
1
2\ 2
2

[l o) = <||U||§ + Z
=1

ou
813
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e Espace 1W,”(Q)

Définition 1.1.5. [{] Etant donné 1 < p < +oo, on désigne par Wy (Q) la ferme-
ture de C}(Q2) dans WhP(Q).

On note

H§(Q) = Wy™(Q).

e Espace W™P(Q)
Définition 1.1.6. [}/ Soit Q un ouvert de R™(n € N*),m > 2 et p un nombre réel
que 1 < p < +oo. On définit W™P(Q) comme suit

wmr(Q) = {u € LP(Q)/D* € LP(Q),Y a; € N, |a| < m},

ot o = (v, g, ..., (v ), avec oy € N, on pose

n Hurtoazt..tan
la| = E a et DW= g0 u
— 0x{'0x5?...0xon

L’espace W™P(Q) est muni de la norme

lallwmar) = llull, + > DUl

0<|a|<m

On pose
H™(Q) = Wm2(Q).

Remarque 1.1.1. Les espaces H™(Q)) sont des espaces de Hilbert avec le produit

scalaire

(s V) gm = (U, 0) 2 + Z “u, D) p2iq),  Yu,v € H™(S).

0<|a|<m
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e Espace W"™P(a,b; X)

Définition 1.1.7. [jl/ Soit X un espace de Banach et a,b € R, pour m € N* et
p € [1,+o<], on a

€ LP(a,b; X), Vi< m}.

7

L’espace W™P(a,b; X) est un espace de Banach muni de la norme

" Qu || b _
Hunwm,pm,b;xﬁ(”“Hip(a,b;wa o ) s
i=1 v I LP(a,b;X)
et
m,00 m 8U
W2 (a, b; X)|| = [l o abixy + o :
i=1 t L% (a,b;X)

L’espace W™2(a,b; X) est un Hilbert et noté H™(a,b; X), sa produit scalaire

b " ou v
s = [ o+ [ (o)

1.1.4 Théoréme de Rellich-Kondrachov

Théoréme 1.1.1. [J/ On suppose que Q un ouvert borné R™(n € N*) de classe C*.
On a

si p<mn, alors WW(Q)CLYQ), Vqe]ll,p*, ou l* =
si p=mn, alors WW(Q)cCL(Q), Vqe][l,+oo, P

si p>n, alors WY (Q)cC C(Q),

avec injection compactes.

)

D=
S|
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1.1.5 Formule de Green

Définition 1.1.8. [f|/ Soit Q un ouvert borné régulier de R"(n € N*) de classe C*,

son frontiere I'. Alors

Yu,v € HY(Q), / auvdx:—/uav dx+/um7df,
0 o 0 r

T €

ou

I est dérivée normale de u a I' = 0 dirigée vers ’extérieur.

n
Siue H*(Q) etve H(Q), on a

—/(Au)vdx:/Vu.Vvda:—/@vdF,
Q Q r On

\ u re N z Ve N N
ot — = Vu.n est la dérivée normale de u tel que n le vecteur normale extérieur a

In

ou Ou ou "L 9%
I, tell = t Au= —.
, telles que  Vu (8@’8@’ ,axn) e U 2 022

1.2 Quelques inégalités utiles

e Inégalité de Young [4]

1
Soient p,q des nombres réels strictement positifs liés par la relation — + — = 1.

p q
Alors
P q
Y(a,b) € R?, |ab] < Jaf? - ﬁ
p

Qu’on I'utilise aussi parfois sous la forme.

Pour tout € > 0 et tout (a,b) € R? on a

lab| < elalP + ¢(e)[b]9,  ¢(e) > 0,
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ou
lab| < ea® + 4—1€b2.
e Inégalité de Cauchy-Schwarz[4]

Soit < u,v >x un produit scalaire sur I’espace vectoriel réel X muni de la norme

HUHX = \/< v,V >X7

alors

| <w,v>x | < ullx|olx, Yu,ve X.

e Inégalité de Holder [4]

Soient u € LP(Q) et v € LI(Q) telles que 1 < p < oo et 1 < ¢ < +o0 avec

! + L 1. Alors
P q
1 1
/ luv|dx < </ ]u\pdx) (/ \v|qu) :
0 Q 0
ie.

/Q juvldz < Jlull @) [ollzocn).

e Inégalité de Poincaré [4]

On suppose que €2 est un ouvert borné de R"(n € N*), alors il existe une constante

C (dépendant de Q et p) pour 1 < p < 400, on a
||u||Lp(Q) < CHVuHLp(Q), Yu € WOI’P(Q).
En particulier I'expression || Vu| s (o) est une norme sur W, #(2) qui est équivalente
a la norme ||u||w1.rq)-
Dans Hj(2) Pexpression [, VuVudz est un produit scalaire qui induit la norme

IVullL2(0) équivalente & la norme [|ul| g1 (q)-



Chapitre 2

Existence et décroissance
exponentielle des solutions d’une

équation d’onde non linéaire

Dans ce chapitre nous étudions I'existence globale et le comportement asympto-

tique de la solution de 1’équation suivante
utt(xa t) - AU(:L’, t) + a(l + ’Ut(l', t)|m_2)ut(xa t) = b|u(x, t)|p_2u(:1:, t)a

ou €2 est un ouvert borné de R"(n € N*), son frontiére réguliére 092, a,b > 0, m,p > 2

et les fonctions ug(x), uy(z) sont les données initiales.
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On consideére le probléme suivant :

;

ug (v, t) — Au(z, t) + a(l + |ug(z, £)|™ 2y (z, t)
= blu(z, t)|P2u(z, t), reQt>0,
(P)  Qu(x,t) =0, x €00, t>0,
u(z,0) = up(x), x €,
\ut(az,O) = uy(z), x € Q.

On définit la fonctionnelle de I’énergie de la solution u(z,t) du probléme (P) par :
1 5 1 5 b »

Pour montrer la décroissance de 1’énergie, on prouve le lemme suivent :

Lemme 2.0.1. [3] Si u est la solution de (P), alors l’énergie satisfaite
E'(t) = —a([lus(z, )]5 + [lus(z, 1)) <0, (2.2)

pour tout t € [0,T7.

Preuve. En multipliant la premiére équation du probléme (P) par ui(x,t) et inté-

grant par rapport a x, on trouve

/Qutt(x,t)ut(x,t)dx—/QAU(J;,t)ut(x,t)dx
+ a/ﬂ(l 4wy (2, t) |2 ud (2, t)dx (2.3)

= b/ﬂ|u(x,t)|p_2u(:v,t)ut(a:,t)dx.
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On remarque que

1 d
t Hdr = = | —u?(x,t)d
/S;utt<x> )ut(xa ) X Q/S;dtUt(x7 ) ZL’,

donc
/Q o, By, ) = £ % e )3 (2.4)

En appliquant la formule de Green, on obtient

- /Q s, 1) A, ) — /Q V(2. )V, t)dz,

2dt/|Vu:ct|dm

alors
1d
- [ wle)dute. s = 5 5 IVae D (2.5)
Q 2dt
aussi

a/(1+ |ut(:)3,t)|m_2)uf(:v,t)da: = a/ |ut($,t)|2d:£+a/ lug(z, t)|"d,
Q Q Q

on obtient

G/Q(l + [ue(, )" ) (2, t)de = allue(z, )13 + allue(z, )17 (2.6)
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Puisque

db/ b/ 4 u(x,t)
—— u(z,t)Pde = — | plu(x,t)]P” ————wu(x, t)dx,
o [t pas =2 [ plute. o e

u(z,

iy /Q (s (e, ) ule, 1) P~ 2dz,

implique que

db
b / wie, tyule, O)ule, O 2de = L0 / (e, )P,
Q dtp Q

c’est-a-dire
bd
b/ wy(, )u(x, t)|u(z, )P 2de = E_HU(JU SOP. (2.7)
Nous remplagons (2.4 . . - ) dans ( ., on trouve
1d 1d m
5 g (@ Oz + 5 2 V(e D113 + allule, O3 + alluz, 7
2d 2dt
db
=2 t
Gl Dl
alors
d i1 p b 2 2 m
7 |3l Ol + —IIVU(af,t)IIQ - };IIU(%t)Ilz = —a (Ju(z, )3 + llu(z, )]7) ,

d’aprés ([2.1]), on déduire que
E'(t) = —a ([Juz, )5 + w2, 1)) <0, (2.8)

pour tout ¢ € [0, 7.

Donc E(t) est décroissante.
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On déduire que
E(t) < E(0), Vtel0,T], (2.9)

puisque

1 1 b
E(0) = 5 [lu(0)[I2 + 5IVu(0)I2 — ~[lu(0)]5,
2 2 P

donc

1 1 b
E(t) < Sllwl + 5l Vuoll; - Y;HUoHZa vt € [0,77].

2.1 Existence Locale

Dans cette section, nous allons montrer 'existence locale de la solution du pro-

bléme (P), pour atteindre cet objectif, nous trouvons le théoréme suivante :

Théoréme 2.1.1. [3] Supposons que m > 2 et p > 2 satisfaites

et soit (ug,u1) € Hy(Q) x L*(Q) donné. Alors le probléeme (P) a une solution locale

UNLQUE
u e C([0,T); H} (%)),

(2.10)
uy € C([0,T1; L*(2)) N L™ (2 x [0, T]),

pour tout T" > 0.

Avant de prouver notre théoréme, on introduit ’ensemble suivant :

H = {u € Hy(2),I(u) >0} U{0}. (2.11)
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Ensuite on introduit les fonctions
I(t) = I(u(z, ) := [ Vu(z, t)[5 = bllulz, )15,
et
1 b
(1) = J(u(,1)) = 5[ Vulz, D)5 - ];IIU(SC,t)HfZ-
Alors
1
E(t) = gllue(a, O3 + 7 (1),
On démontre que la solution u appartient & H dans le lemme suivant
Lemme 2.1.1. [3] Supposons que
sep<o™Tl >3 (2.12)
ps2-—, nz3d. :
Siug € Het uy € L*(Q) satisfaites
B = bCP ( 2P E(0)> B <1 (2.13)
“\(p-2) ' '

Alors u(t) € H pour tout t € [0,T].

Preuve. Comme (0) > 0, alors il existe 7, < T tel que I(t) > 0, pour tout

t € 0,7,
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Cela implique que
1 5 b »
J(8) = Sl Vulz, )3 — EIIU(M)IIP,
1 g 1 2
= 5 IVulz, 2 + p (Z(t) = [[Vu(z, t)Il3) ,
1 1 1
=(=—=)IVulx,t)|3 + =1(¢),
(5-3) 1ol + 10
p—2 5 1
= —/|Vu(z,t)||5 + —1(1),
o [Vu(z, )] p (2)
donc
-2
I > Py | Vute )], Ve 0.7 (2.14)
on déduit que
2p
DI < —=J(t
HVU(%, )HQ — p— 2 ( )7
d’on
2
IVu(a, )3 < ~Z5E(), (2.15)
p R
pour tout ¢ € [0, T%[.
D’aprés (2.9)), on conclure que
2 2p
[Vu(z, )]z < mE(O% vt € [0, T3] (2.16)

D’aprés (2.16]), il résulte £(0) > 0.
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Garce a 'inégalité de Poincaré, on obtient
Ju(z, D), < Cul[Vulz, 1)z,
alors
[u(z, )|} < C2[[Vu(z, )3,
< CP|Vula, )5 Vulz, )3,
p—2
< CL([Vulz, 1)[13) = [[Vu(z, )3,
donc
p=2
bllu(a, )5 < bCL(|[Vu(z, t)|3) = [[Vulz, )5
D’aprés (2.12)) et (2.16)), on déduire que
p—2
p P 2p : 2
blju(z, )} < bCY mE(O) IVu(z, )],
donc
bllulz, t)[I5 < Bl Vu(z, t)]5. (2.17)
Puisque g < 1, alors
bllu(z, )5 < [[Vu(z, t)]5, V€ [0,T:[. (2.18)
Par conséquent, en déduire
I(t) = ||Vu(z, t)|j3 — bllu(x, t)||5 >0, Vtel[0,T:] (2.19)

Donc, u(t) € H, pour tout t € [0, 7.
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En notant que
p—2

bC? ((pz_ZJQ)E(TT))Z <1,

on répéte les étapes (2.2)-(2.13]), pour étendre T, & T. Nous continuons cette procé-

dure jusqu’a ce que

u(t) € H, Vtel[o,T].

2.2 Existence Globale

Dans cette partie, nous allons montrer 'existence globale de la solution du probléme(P).Avant

de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. [3/ Supposons que (2.12)) est vérifice. St ug € H et u; € L*(Q)
vérifiant (2.13)). Alors la solution est globale.

Preuve. 1l suffit de montrer que ||[Vu(z,t)||3+4 ||u(x,t)||3 est borné par une constante

indépendant de t. Pour ce faire, nous utilisons (P) et (2.12]) donc
1 , 1 , b ,
E(t) = 5llulz. )z + 5l Vulz, )]z = ]—?HU(IJ)HW

1
= T + 3wz, )

puisque

—bllu(z, )|} = I(t) — [Vu(z, 1)]l3,
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alors

B(®) =5 IVule. O] + (1) = [Vula. O1B) + 5 lua. O]}

1 1 1 1
~ (53 ) IVu(e 01+ 2160+ 3llute. 01,
grace a (2.11]), on a
B > P2 Ve, )2 + & 2 2.20
(t) > WH u(z, t)fl5 + §|\ut(a:,t)\|2, (2.20)
donc
E > . p - 2 ]' v 2 2
(t) > min SR (IVu(a, O3 + [lue(z, )I3) ,
alors
2 2 1
Va1 + B < — - E ()
min [ ——, =
( 2p 2)
2
< max (—p,Q) E(t),
p—2
d’ou

IVulz, )3 + lluez, 8)]1; < CE(), (2.21)

telle que C' = max{2, 22}, c’est une constante indépendant de .
p—2
Grace a (2.9), on déduire que

IVulz, )3 + [lu(z, 1) < CE(0), (2.22)

donc | Vu(x,t)||3 + ||us(z,t)]|3 est borné par une constante indépendant de ¢. O



2.3 Stabilité 26

Remarque 2.2.1. St m > p, alors lexistence globale peut étre obtenue pour tout

ug € HY(Q) et tout uy; € L*(R).

2.3 Stabilité

Dans cette section, on étudie le comportement asymptotique de la solution du
probléme (P).

Pour atteindre cet objectif, on prouve le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1. [3] Supposons que (2.11)),(2.13) et (2.12)) sont vérifiées. Alors il

existe deux constantes positives K et k telles que la solution globale de (P) satisfaite
E(t) < Ke ™ vt>0. (2.23)

Avant la démonstration de ce théoréme, on définit la fonction F'(¢) comme sui-

vante :

F(t):E(t)—i-s/

g (ut(x,t)u(m, t) + gﬁ@,t)) dzx, (2.24)

ou € est une constante positive a préciser ultérieurement.

On départ a prouvé les deux lemmes suivants :

Lemme 2.3.1. /3] Il existe deux constantes positives oy et ag, telles que

aB(t) < F(t) < asB(t), (2.25)
pour € assez petit.

Preuve. Nous considérons la fonction L(t) définie par

L(t) = 5/0 (u(x,t)ut(x, t) + qu(x,t)> dx, avece > 0. (2.26)
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On a

|L(t)| §5/9|u(x,t)||ut(:v,t)|dx+%/Q@ﬂ(x,t)dx,

en utilisant 'inégalité de Holder, on obtient

|L(t)] <e (/Q \u(x,t)\%ix)é (/Q \ut(:z;,t)ﬁdx); + %G/Quz(x,t)dx,

ea
< eflute, )llallu(z, )l + - ule, B3,
d’aprés 'inégalité de Young, on a
2 2 0 2
1L()] < edljulz, )l + ec(O)Juez, )z +  [lulz, )2,

pour tout € > 0 et ¢(d) > 0,

c’est-a-dire,

L) < 26+ )l )]+ e(8) fudla, )3

Puisque u € H(2) et d’apres 'inégalité de Poincaré, on a
Ju(z, )]z < Cul[Vulz, 1)z,
alors
lu(z, )13 < C2{[Vu(z, t)]f3,
grace a ([2.15]), de sorte que
2

NIz < c2—L_pu
Iute. 018 < €222 ),
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et puisque
ce0) el )3 < 220(8) (e, D)3
< 2:¢(8) E(t).
Alors
() < <02 (5+5) pszQE(t) + 2 c(8)E(1),

<e (03(5 + g)% + 20(5)> E(t),

< eCyE(t),
telle que C; = C2(§ + g>% + 2¢(6),

implique que

—eCLE() < L{t) < eCLE(t),

alors

E(t) —eCiE(t) < E(t) + L(t) < E(t) + eCLE(1),

donc

(1—CHE() < F(t) < (1+C)E(t),

on choisit ¢ assez petit pour 1 —eC; > 0.
D’ou

W E(t) < F(t) < asE(t),

telle que a; =1 —eC et ap =1+ (.
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Donc E(t) et F(t) sont équivalentes. O
Lemme 2.3.2. [3] Supposons que
2 <m< 2" > 3 (2.27)
m< ——, n>3. :
“n-—2’ -
Alors la solution satisfaite
Juz, D) < CE(1), (2.28)

pour une constant C' indépendante de t.

Preuve. Garce a l'inégalité de Poincaré, on obtient
[u(z, )]lm < Cul[Vulz, )2,
alors
Ju(z, D)5 < C{[Vu(z, 1)]|3,
< O || Vu(z, )|l5 2| Vu(z, )3,

m—2

< (IVu(z,1)l2) > [IVu(@, )iz,

d’aprés (2.13)), (2.16]) et (2.15]), on obtient

m—2

2

m — pm [ _2P
lute. 0l < ¢ (2580)) Va0l

m—2

<o (]%Em)) U2 g,
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on déduire que

[u(z, Ol < CE®@),

m—2

2pCT 2
telle que C' = e (_p (

T
5 2E O)) , ¢’est constante est indépendante de . O
p— p—

Preuve le théoréme 2.3.1. En dérivant F'(t) (2.24)) par rapport a t, on obtient

F'(t) = E'(t) + 5/

Q

u(z,t)dx + 6/

u(x, t)ug(z, t)de + ae/ u(x, t)u(z, t)de,
Q

Q

nous utilisons la premiére équation du probléme (P) et d’aprés l'intégration par

partie, on trouve
F'(t) = E'(t) + e|lus(, t)||5 + Ea/gu(x,t)ut(x, t)dx
—l—e/ﬁu(x,t) [Au(z,t) — auy(z, t) — aug(z, ) [ug(z, 0)[™ 2 + bu(z, t)|u(z, ) [P?] dz,
= E'(t) + ellug(z, t)||3 + aa/ﬂu(aﬁ,t)ut(a:,t)d:c —&||Vu(z, )3
—5a/ﬂu(x,t)ut($,t)dx—6@/9u(x,t)ut(x,t)|ut(x,t)|m_2dx+£b/Q|u(x,t)|pdx,
= E'(t) + ellu(z, )3 — el Vulz, )13

—5a/u(x,t)ut(:t,t)|ut(m,t)|m_2dx+5b/ |u(zx,t)|Pdz,
Q Q
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d’aprés (2.2)), on a

F'(t) < —allue(z, )3 — allue(@, Ol + ellue(z, )13 — el Vulz, )3

+ sa/ |u(z, t)||u(z, )™ tdw + eb||u(z, t)Hg,
Q

alors

F'(t) < —allu(z, )|l = (@ = &) u(z, )5 — e Vulz, 1)|l3
(2.29)
+6CL/ lu(z, t)||ug(z, t)|™ tda + eb||u(x,t)||b.
Q

D’aprés (2.11)) et (2.1)), on trouve

Olfuz, )|} = ablluz, )[IF + b(1 — a)llulz, 1)[|7,

p p
= a [Slluda, )3 + SIVu(@, )} - pE®)] +b(1 = o) Ju(, D2,
telle que 0 < o < 1 et d’aprés (2.17)), on obtient
p p
. Dl < o [l 013 + LIVl 03 - pE®)] +8(1-0) [ Vu(z. O] (2.30)
Grace a 'inégalité de Young, on a

/ lu(z, )| Jug(z, )| tdr < 8wz, t)||™ + c(0)||u(z, t)||™,  ¥§ > 0. (2.31)
Q
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Par conséquent, une combinaison de (2.29)), (2.30) et (2.31) donne

F'(t) < = allu(a )17 = (a = o)llue(, D3 — ][ Vule, )3
EQ
+ cadulz, 1) 7 + cac(®) (e, Ol + =Ll )3
EQ
+ IVula, )3 - capE(t) + B=(1 — @) [ Vu(z. )3,

< — alule, Ol — |a =<0+ )| fusla, I3 ~ capE (D)

Lo Dta—1+801-a)] [Vulz )3

+e [a(2

+ea (0]u(z, 1)|l7, + c(0)]Ju(z, 1)[I77)

< — alue, Ol — |a =<0+ )| fusla, I3 ~ capE (D)

b_ 1) —(1—a)(l- 5)] IVu(@, )3

+e [a(2

+ea (0]|u(z, )|l + c(0)]Ju(z, 1)[I57)
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donc

F'(t) < = allu, )17 = [a = (5 + )] llun(a, DI — capB)

L= 1) 91— )] [Vule, ) (2.32)

+e a(2

+ea (Ofju(z, )] + c(0)Ju(z, D)17)

telle que n =1 — 4.

En utilisant (2.15)) et en choisissant « proche de 1, de sorte que, a(g—l)—n(l—a) >0,

on trouve
F(t) < = allusw, )l = |a = (52 + )] e )3 — capE(2)
+2 a5 = 1) = (1 = )] L5 B0 + o Bl O + Ol ),
implique que
F(t) < = allunw, )l = |a = (5 + )] e, 1)}

(2.33)
—en(l— a)]%ff(t) +ea (O]Ju(z, 1) + c(d)|Jw(z, D)) ,

grace a ([2.28)), on a

F'(t) < = a1 = ee(d)] unla, O3 = |a = (5F +1)] llualar, 1)

(1 — a)]%E(t) + cadCE(®),
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F/(t) < = all = c(6)) Jualw, D3 — [0 = (52 + 1)) ez, )13

(2.34)

—e n(l— oz)pQTpQ - (5a0} E(t).

— )2
Dans cette situation, nous choisissons d assez petit que 77(—2)19 —0aC > 0.
p JR—

Une fois § choisi, on choisit alors e assez petit que 1 —ec(d) >0, a —e(ap2+1) > 0,
et ([2.25) reste valide. Par conséquent ([2.34)), on obtient

F(t) < — {nu _ @% _ (5aC’] E(t).

Grace a (2.25)), on déduit que

) < —= {na _ a)]% _ 5a0} Pb), (2.35)

(%)

par I'intégration de ([2.35)), conduit alors a

F(t) < F(0)e ™™,

€ 2p
0 k=—|nl—a)——=—daC|.
ol - n( a)p —5 —da }
Dapreés (2.25), on a

o E(t) < F(0)e ™, vt>0,

implique que
E(t) < Ke ™™ vt>0,

F
telle que K = ﬂ
aq

On termine la preuve de théoréeme 2.3.1. [



Chapitre 3

Décroissance de ’énergie de la
solution pour une équation d’onde

non linéaire

Dans ce chapitre, on étudie 'existence globale et le comportement asymptotique

de la solution de I’équation d’onde non linéaire
Uy — Au A+ a1+ Jug ™ 2wy + buluP~? = 0,

o, a,b > 0, m,p > 2, et Q un domaine borné de R"(n € N*), avec une frontiére
réguliére Of).

Pour m, p > 2, on étudier I'existence globale de la solution de cette équation.

Mais, pour montrer que 1’énergie de la solution est décroissante exponentiellement,

on choisir plus précisément 2 < m < p.
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A cet effet, on considére le probléme (P) suivant

(utt(x, t) — Au(z,t) + a(l + |ug(@, t)|™ ?)u(z, t)
+bu(z, t)|u(x, t)|P~2 = 0, dans Qx]0, +oo],
(P) u(x,t) =0, sur 9N x [0, +o0],
u(zx,0) = ug(x), dans =z € (),
kut(x, 0) = uy(x) dans x € €.

On énonce d’abord le théoréme d’existence, dit standard(voir|[6]]-[[10]]).

Théoréme 3.0.2. [§] Supposons que m > 2 et p > 2, tels que

n—1
<2 >3 3.1
p<2" L pour n>3 (3.1)
et soit (ug,uy) € HE(QY) x L*(Q) donné. Alors le probléme (P) admet une unique

solution globale

u € C([0,+o0[; Hy(Q)) et up € C ([0, +00]; L*(2)) N L™ (2x]0,+00]).  (3.2)

Maintenant, on va a la réalisation de I'objectif de ce travail, c¢’est I’étude du com-
portement asymptotique de le probléme (P), on montre que ’énergie de la solution,
définie par

1 1 b
E(t) = §||Ut($ﬂf)\|§ +5[Vu(z, 0l + Y;llﬂ(iﬁ, t)ll5, (3-3)

est décroissante exponentiellement, si 2 < m < p.

A cet effet, nous utilisons I'inégalité de Poincaré et des théorémes de plongement de
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Sobolev, qu’il existe une constante 8 dépendant que de (2, telle que

Hu(l‘,t)HQ < BHVU(:L‘,t)HQ,
[u(@, O)|lm < Bl Vu(z, )2, (3.4)

[u(@,t)[m < Bllu(z, )|, m <p.
La preuve l'objectif sera passé par la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 3.0.3. [§/ Sous I’hypothese que 2 < m < p, avec (P) satisfaisant (3.1]).
Alors il existe deux constantes positives K et «v telles que toute solution de (P) dans
la classe (3.2)) satisfait

E(t) < Ke ™, Vt>0. (3.5)

Avant la démonstration de ce théoréme, on définit la fonction F'(t) suivante :

F(t) .= E(t) + a/Qu(x,t)ut(:c, t)dx, (3.6)

ol ¢ est une constante positive a préciser ultérieurement.

On départ a prouvé les deux lemmes suivants :

Lemme 3.0.3. [8] Si u est la solution de (P), alors l’énergie satisfaite
E'(t) = = (llue(z, )l + ue(z, )[7) <0, ¥t >0. (3.7)

Preuve. Multiplier la premiére équation en (P) par us(x,t), et intégrer par rapport

x, on obtient

/Q e, g (2, ) d — / Auz, tyuy(z, t)dx

(3.8)

+ a/ﬂ(l g, )™ 2y (x, £)da + b/ﬂu(w,tﬂu(m, B P~2us(z, ) = 0.
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On remarquant que

1 d
t Hdr = = | —u?(x,t)d
/S;utt<x> )ut(xa ) X Q/S;dtUt(x7 ) ZL’,

donc
/Q o, By, ) = £ % e )3 (3.9)

En appliquant la formule de Green, on obtient

- /Q s, 1) A, ) — /Q V(2. )V, t)dz,

2dt/|Vu:ct|dm

alors
1d
—/ut(x,t)Au(x,t)d —||Vu(z, t)][3. (3.10)
Q 2 dt

c’est-a-dire

a/(1+ |ut(:)3,t)|m_2)uf(:v,t)da: = a/ |ut($,t)|2d:£+a/ |ug(x, t)|"dx,
Q Q Q

donc

a/(l + e, ") (z, ) dx = allug(@, 1)|Iz + allue(@, 17 (3.11)
Q
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Puisque

db/ b/ 4 u(x,t)
—— u(z,t)Pde = — | plu(x,t)]P” ————wu(x, t)dx,
o [t pas =2 [ plute. o e

iy /Q (s (e, ) ule, 1) P~ 2dz,

implique que

b

d
b/ut(x,t)u(x,t)\u(x,tﬂp2dx: __/ ’U(.’]Z’If)‘pdl”
Q pdt Jo

d’on
bd
—2
bLm@JW@ﬁW@@PcmZEEM@ﬁ%- (3.12)

On remplace (3.9)), (3.10), (3.11)), (3.12) dans (3.8]), on trouve

4
dt

D’apres (3.3)), on déduit que

1 1 b .
{gHut(aﬁ,t)H% + 5Vl Ol + S @ dlp) = —a (lue(, OI12 + luelz, )]17) -

E'(t) = —a ([lu(z, )3 + lJuelz, )]I77) < 0.

Donc E(t) est décroissante.
implique que

E(t) < E(0), Vt>O0,
c’est-a-dire

1 1 b
B(O) < 5l + 51wl + ol V>0
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Lemme 3.0.4. [§] Il existe deux constantes positives oy et ay telles que :
a1 E(t) < F(t) < asE(t), (3.13)

telle que € assez petit.

Preuve. D’apreés (3.2)), on a
F(t)— E(t) = 5/ u(x, t)u(z, t)de.
Q

En utilisant I'inégalité intégrale de Cauchy Schwarz et I'inégalité de Young, on obtient
|F(t) — E@)] < 6/ |u(z, t)||u(z, t)|dz,
Q
< ellulz, t)lafJue(z, )2,

€
< Sllulz, Olls + Sz, D)5,

Do ™

Grace a (2.24)), (3.3)) et (3.4) de sorte que

B(t) = B(t)] < 582 Ve, )3 +E(1),
< eBE(t) +<B(1),

<e(l+BE(t).

implique que

—e(1+B%)E(t) < F(t) — E(t) < (14 %) E(t),
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alors

Et)—e(1+BHE@R) < F(t) < B(t)+e(1+BHE(),

c’est-a-dire

(1—e(l+B2))E() < F(t) < (1+e(1+ %) E(1),

on choisit ¢ assez petit pour 1 — (1 + 3?) > 0, on déduire que
a1 E(t) < F(t) < asE(1),

telle que a; = 1 —e(1+ 8%) et ag = 1 + (1 + ).
Donc E(t) et F(t) sont équivalentes. O

Preuve de théoréme 3.0.3. En dérivant F(t) par rapport a t, on obtient

F'(t) = E'(t) +5/

ul(z,t)dx + 5/ u(z, t)uy(z, t)de,
Q

Q
nous utilisons la premiére équation du probléme (P) et d’aprés l'intégration par
partie, on trouve

F'(t) = E'(t) + ellue(=, )13

Te /Q u(z, t) [Au(z, t) — auy(, t) — auy(z, 1) (z, 1) 2 = bu(z, ) |u(z, )72 da,
= E'(t) +eljus(z, 1) |)5 — e|| Vu(x, t)||3 — 6a/Qu(a:,t)ut(x,t)dx

—5@/u(x,t)ut(x,t)|ut(m,t)|m_2dm—5b/ lu(x,t)|Pde,
Q Q
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d’aprés (3.7)), on a

F'(t) = —allue(z, )13 — allue(z, O + elluelz, )3 — el Vulz, 1|3

— m/ w(z, )u(x, t)dr — ECL/ u(z, ug(z, ) |ug(z, t)|™ 2dx — eb||u(z, t)Hg,
Q Q

grace a (3.3)), on a

b 1 1
—]—)HU(M)HZ = 5llwle, s + S IVulz, D)5 - B),
et puisque
1 b
—bz—b(l——) - -,
p D
alors

1 b
—bljule, )7 = —eb (1 - 2;) e Dl — <t )1,

1 € €
= et (1= 2) bl + Gl 013 + S0l - 2B
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donc, on déduit que

F(t) = — allus(e, 013 — alluaCe, 07+ SelluaCe, 013 — 2=Vt )3
—ea/ﬂut(x,t)u(x,t)dx—aa/ﬂu(x,t)ut(x,t)|ut(x,t)|m_2dx
~ (1 = Delute. Ol - (1),
< — aljuse, )13 — allus(ar, )7 + Sl )1 — 2l Vu(a, )13
- 5a/ﬂut(x, tyu(z,t)dr — ae /Q u(z, t)uy(z, ) [ug (2, )| 2dw — e E(t),

3 1
< — allue(z, s = allw(e, O + Selluz, Oz = 2l Vulz, D)3

—i—ea/Q\ut(x,t)Hu(x,t)|da:+a€/Q]u(a:,t)Hut(a:,t)]m_ldx—5E(t).



44

Grace a les inégalités de Chauchy-Schwarz et Younge et d’aprés (3.4)), on trouve

a/ [uz, t)|ui(, 1) |dz < allu(z, ) ||a]lu (2, 1)]]2,
Q
< af|[Vu(z, t)]|2]uz, t)]l2,
1
<p EHVU(M)II% + Ba* ug(@, 1)ll2 |

< ZIVu@, )iz + 8% Ju(z, 1)]3,

1 =

donc

w3 1
F'(t) < = allu(z, O3 = allwe(e, 7 + Sellulz, O3 = 52l Vulz, D)3

€ _
+ 7 IVule, Ols + 8% |lu(, )] + aﬁ/ [u(z, t)||ue(2, )" do — e E(t),
Q
Puisque

/ (e, 8)] s, )" < Sllul, O + (8 |uela, DT, W6 >0,
Q
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implique que

w3 1
F'(t) < —allu(w, )|z = allw(e, 17 + (5 + ) [ulz, )l = 72 Vulz, D)];

+agd|uz, t)||, + acc(d)Ju(x, )| — cER), V6 >0,

1
< —¢E(t) — 72l Vulz, 0)]l; + asdlu(z, DI

— {a — a(g + 52a2)] (2, )|]3 — a [l — ec(0)] |Jue(z, t)||™, V& > 0.

On distingue deux cas comme suit :

1) Si [Ju(z,t)||» < 1, alors
lu(@, tllm < llul@, Ol < BV, )],

puisque
—adl|u(z, |y = —adB?|Vu(z, )3,

implique que

1 1
V@ )5 = adllu(z, Ol = Z IVl )l — adB(|Vule, 13,

1
> ( — @) |Vule, D] > 0,
1 , L1 ) 1
si 1 ad3* > 0, c’est-a-dire 1 > adp®, alors 6 < T = 0.

2) Si ||lu(z,t)||m > 1, alors

[uz, )]l < lluz, OI7, < B7llulz, D)7,
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alors

—adllu(z, )|l = —adBP[luz, 1[5,

d’aprés (3.3]), on a
1 b
JE(t) 2 %HU(JSJ)HQ

implique que

1 b
S E(t) — adljulz, &) = 2—p||U(:v, Ol — ad B |luz, D)7,

b
> (2—p — ad3)|Ju(z, )||2 > 0,

b b
si — —adB? > 0, c’est-a-dire — > adfP, alors § < = 0y
2p 2p 2appP

Donc en prenant § < min{dy,d2} et en combinant (3.5))-(3.6)), on arrive a

F0) < ~5B(0) —alt O ute 01— |o - =G + )| e 0]

1 a
@) G+ a5

On choisit € < min{ } et d’aprés (3.13), on a

Fl(t) < —gE(t).
Grace a (3.13), on obtient

Fl(t) < —%%F(t).

D’aprés U'intégration de (3.16)), on obtient
F(t) < F(0)e ™, Vt>0,

€
telle que a = —.
2@2

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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D’aprés (3.13]), on a
a1 E(t) < F(0)e ™,

implique que
E(t) < Ke™™,
£(0)

aq
On termine la preuve de théoréme 3.0.3 .

telle que K =

vt >0,

vt >0,



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la stabilité des solutions de quelques équa-
tions différentielles aux dérivées partielles de type hyperbolique (équations d’onde)
non linéaires dans un domaine borné de R".

Dans un cadre fonctionnel d’espaces de Sobolev convenable avec des conditions
appropriées, nous avons étudié la décroissance de I'énergie et 1’existence globale des
solutions de ces équations, ainsi le comportement asymptotique de ces solutions a tra-
vers la fonctionnelle de I’énergie en fonction du temps, en utilisant des théorémes de

plongements de Sobolev et diverses inégalités, en particulier les inégalités intégrales.
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Résumé

L'objectif principal de ce mémoire est d'etudier la stabilité des solutions
d'équations différentielles aux derivées partielles de type hyperboliques
(équations d'ondes), et il est d'étudier le comportement asymptotique des
solutions de ces equations a travers la fonctionnelle de I'énergie en fonction du
temps. La décroissance de 1’énergie et I'existence globale des solutions de ces
équations ont également été étudiées dans les espaces de Sobolev, en utilisant
des théoremes d'injections de Sobolev et diverses inégalités, en particulier les
inégalites integrales.

Abstract

The main objective of this memoir is to study the stability of the solutions
of partial differential equations of the hyperbolic type (wave equations), and it is
to study the asymptotic behavior of the solutions of these equations through the
functional energy according of the time. The decay of the energy and the
existence global for the solutions to these equations were also studied in Sobolev
spaces, using Sobolev embedding theorems and various inequalities, in
particular the integral inequalities.
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