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Résumé

Ce mémoire est une étude de la dérivation déformable,pour pouvoir
traiter un probleme de Cauchy déformable et dans le cas impulsive .Nous
démontrons l'existence et l'unicité de la solution de ces problémes par le
théoréme de point fixe.
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Introduction

F.Zulfeg-ar, A.Ujlayan et P.Ahuja ont introduit le nouveau concept de
dérivée
déformable en utilisant une approche limite comme dans la dérivée usuelle.ll
Iont Pappelé déformable en raison de sa propriété intrinséque de déformer
continuellement la fonction en dérivée, cette dérivée est linéairement liée a la
dérivée usuelle.

A.Meraj, D.N.Pandey ont utilise ce concept pour étudier 'existence et
I'unicité de la solution du probléme de Cauchy non-locale et impulsive.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Dérivée déformable

Dans cette section
On introduit la notion de la dérivée déformable
Ainsi que ses propriétés.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléme d’existence et d’unicité pour
une classe d’équation différentiel les gouvernées par une dérivation défor-
mable.

L’argument utiliser est celle du point fixe dans un espace de Banach appro-
prié.
Les résultats obtenus dans ce chapitre sont inspirées de [8].

Définition 1.1 Soit fune fonction définie sur [a, b], ot [a,b] est un intervalle
compact de R et 0 < o < 1. La dérivée déformable de f d’ordre o ent € |a, b
est définie par :

1 t — f(t

e—0 g

On dit que f est a—dérivable en t si la limite précédente eziste.

Remarque 1.1 Si o = 1 alors f = 0, la dérivée déformable coincide avec
la dérivée usuelle.
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1.1 Dérivée déformable 5

Définition 1.2 Pour une fonction continue f définie sur [a,b], l'intégrale
déformable d’ordre o de f est donnée par :

1 t
ITf(t) = ae_gt/ egxf(x) dz, t€la,b], a+p=1. (2)
a € (0,1], et quand a = 0 on utilise la notation :
1 s, [* &
I“f(t) = See ea” f(x)dx. (3)
0

Remarque 1.2 Si o = 1 alors = 0. L’intégrale précédent coincide avec
[intégrale de Riemann usuel.

Théoréme 1.1 [1] Toute fonction dérivable est a-dérivable. De plus, nous
avons la relation :

Df(t) = Bf(t) +aDf(t), a+p=1 (4)
Ici Df(t) désigne la dérivée usuelle (classique).

preuve 1.1  Nous avons :

(1+ef)f(t+ea) - f(t)

D f(t) = lim . ,
_ i EO () | a(f(t+ea) - f<t>>’
e—0 g (079
i a(f(t+zo;> — ft) +lim Bt + <),
=af'(t) + Bf ().

Théoréme 1.2 [1] Si f est a-dérivable alors elle est continue.
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1.1 Dérivée déformable 6

Théoréme 1.3 [/] D* et IS admettent les propriétés suivantes :
Soient f définie sur [a,b] , a,aq,a9 € (0,1] avec a+ B =1 et a; + f; = 1
pour 1 =1,2 , alors :

1/ D*(A\f + pg)(t) = AD*f(t) + nD%g(t), (linéarité de D).

2/ D . D* = D* . D (commutativité de D).

3/ D*(C) = pC, YC constante.

4/ D(f - g) = (D*f)g + af Dy,

5/ Supposons que f et g sont différentiables, alors :

D(f o g)(t) = B(f o g)(t) + af'(9(t))g'(1).
6/ I¢(bf 4+ cg)(t) = bISf(t) + cllg(t), (linéarité de 12 ).
7/ 18182 = [22 . [% 0 (commutativité de IS).
preuve 1.2 (1)
DY(ANf +pug)(t) = BN + pg)(t) + aDAS + pg)(t),
= ABf(t) + uBg(t) + «(ADf(t) + pDyg(t)),

= MNBf(t) +aDf(t) + u(Bg(t) + aDg(t)),
= A\Df(t) + uD%g(t).

(2)
DD f(t) = (Brf(t) + anDf(t) x (B2f (1) + 2D f (1)),
= (B2f (t) + 2 Df (1)) x (BLf(t) + n Df (1)),
= D* . D", Ozl—{—ﬁlzl ,Oéz—i—ﬂgzl.
(3)
D*(C) = pBC + aDC ouDc=0 alors:
D*(C) = BC.
(4)
D(f - g)(t) = B(f - 9)(t) + aD(f - 9)(1),
= Bf(t)g(t) + af (1) Dy(t) + ag(t) D f (1),
= g()(Bf(t) + aDf(t)) + o f (t) Dy(t),
= (9D f)(#) + a(fDg)(?).
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1.1 Dérivée déformable 7

(5)
D*(fog)(t) = D*f(g(t)) = Bfg(t) +aDf(g(t)),
= B(fog)(t) +aDg(t)f - Dg(t),
=B(fog)t)+af (9(t) g (t).
(6)

1205 +cp)t) = e [ (b + o) do,

1 _s,

t t
= —¢ @ (b/ egxf(x) dx+c/ egxg(x) dz),
Q a a

1 t 1 t

= b—e‘gt/ egxf(x) dz + c—e‘gt/ egxg(x) dz,
a a a
= bIf(t) +clig(t).

Proposition 1.1 Soient f et g deuzr fonctions dérivables nous avons alors :

Do (g) _ gD“(f)QQ— afDg (5)

avec g # 0

preuve 1.3 On a, Vt € [a, b],

()2 ()-(l)
9 g 9
_Blg  algDf+[Dg)
g g2
_ Bfg+algDf + fDyg)
g2
_9Bf+aDf)+afDyg
g2
_gDb*f —afDyg
g2

Y

I

Y
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1.2 Quelques espaces fonctionnels 8

Théoréme 1.4 [8] Soit f une fonction continue dans [a,b] qui possédé une
dérivée déformable d’ordre o,0 < a < 1. Alors, IS f est a—dérivable dans
la,b[, et on a :
D(IZ f)(t) = f(1).
Et
I3(D*f)(8) = (1) = €= f(a).

1.2 Quelques espaces fonctionnels
e On considére l'espace C := C([0,T],R) = {f : [0,7] — R continue},

muni de la norme :

[ flloe = sup [f(#)].

te[0,T

(C, |Illc) est un espace de Banach.

e On considére 'ensemble de fonctions :
PCJR) = {y : J — Ry € C((tk,tgr1),R)\k = 0,....m et

Jy(t, et y(tf) \k=1,...m avec y(t;) = y(tx)}.
cet ensemble est un espace de Banach avec la norme suivante :

1yll pe= suply(t)]
tel
Tel que J := [0, T|\t1, ..., tin-
e On dit que F' est équicontinue si et seulement si :
Ve > 0,36 > 0,Vi1,t2 € [0,T], [t — to] < 0 = [f(t1) — f(t2)] <
e, VfeF.

e Soit F': R® — R est noté A est dite uniformément bornée s’il existe
M > 0 tel que pour toute ' € A, ||F||o < M.

e f est dite lipschtizienne si : 3 L > 0 tel que :

|f(z) = f(y)] < Llxz -y, z,y € R.

e L’espace L! est 'espace des fonctions a valeur dans R dont la valeur
absolue est intégrable au sens de Lebsgue.

Sample output to test PDF Combine only



1.2 Quelques espaces fonctionnels 9

(i,e)
uELl([O,T],R)i/ lu| < 0.

1.2.1 Critére de compacité :

Ce théoréme est connu pour son nombre considérable d’applications entre
autre la compacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relative-
ment compactes de ’espace des fonctions continues.

e Une partie K de X est dite compacte si, toute suite (U,,) d’éléments
de K, on peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de

K.

Théoréme 1.5 Soient K un compact, F' un espace métrique et A une partie
de C(K, F) est relativement compact si et seulement si :

1/ A est uniformément bornée.

2/ A est équicontinue.

3/ Pour tout x € E, l'ensemble A(x) définit par : A(x) = {f(x), f € A},
est relativement compact dans F'.

Proposition 1.2 Si F' est de dim <oo, (3) du théoréme précédent est auto-
matiquement satisfaite.

e un opérateur compact est une application continue entre deux espaces
vectoriels topologiques X et Y envoyant les parties bornées de X sur
les parties relativement compactes de Y.

e un opérateur complétement continu envoie une suite faiblement conver-
gente dans une suite convergente.

1.2.2 Principe de contraction de Banach

Théoréme 1.6 Soit f: C — C, ot C est un fermé, f est une contraction
c’est-a-dire : AL €]0, 1] tel que Vz,y € C, |f(z) — f(y)| < Lz — y|.
Alors il existe un unique x* € C tel que :

fa) = a.
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1.2 Quelques espaces fonctionnels 10

1.2.3 Théoréme de Schaefer

Théoréme 1.7 Soit [ : C — C,C est un ouvert, si f est un opérateur
continue et compact, alors on a l'une des alternatives suivantes :

1/ f admet un point fize, f(x*) = z*.

2/ E={xe€C, x=M\f(x)} est non borné.

1.2.4 Alternative non linéaire de Leray-Schauder
Théoréme 1.8 Soit f: C —> C, si f est un opérateur complétement conti-
nue, alors on a l'une des alternatives suivantes :

1/ f admet un point fize, f(z*) = x*.

2/ E={xedC, I\ €]0,1], x = \f(z)}.

1.2.5 Quelques théorémes du point fixe

Théoréme 1.9 Soit M un convezre fermé d’un espace de Banach X. Soit
A,B deux opérateurs tels que :

1/ Ax+Bye M, x,y€ M.

2/ A est compact et continue.

3/ B est une application contractante.

Alors 3z € M, tel que z = Az + Bz.
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Chapitre 2

Probléme de Cauchy déformable

2.1 Introduction

Dans le présent chapitre,nous introduisons des conditions suffisantes
pour les quelles le probléme suivant posséde une solution.

Considérons :
{ Dex(t) = f(t,z(t), te[0;T]. (1)
z(0) + g(z) = xo.

Ou f, g sont deux fonctions qui seront préciser par la suite et D%z () est
la dérivée déformable de 0 < o < 1.

2.2 Résultat d’existence et d’unicité

On considére le probléme de Cauchy suivant :

{ Dex(t) = f(t,z(t)), te0;T]. (1)
z(0) + g(z) = xo.

Ou D%x(t) est la dérivée déformable de 0 < o < 1, g : C — R étant une
fonction continue.

Théoréme 2.1 Le probléme(1) est équivalent a ’équation intégrale suivante :

x(t) = [xo — g(m)]e_gt + ée‘zt/o egsf(s, z(s))ds, te€l0,T]. (6)
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2.2 Résultat d’existence et d’unicité 12

Démonstration 2.1 On a

{D"‘ w(t) = f(tx(t), te[0;T]. (1)
(0) +g(z) = xo.

En intégrant :

I“D%x () I“f(t x( ))zwt)—e w(@), donc
I°f(t,z(t)) = Le atfo s,2(s)) ds
D’ou

(1) = [0 — gla)]e 2t + Lo 5t/ eatf(s, z(s)) ds.

Q 0

Réciproquement, on applique D* sur ’équation intégrale x(t) :
D%x(t) = Bz(t) + an(t),
1 s, [* 5,
= Bl ~ gole ¥ 4 e i [ eRps,a(s) do)
0

«

+a(D [lro — g+ Lo [ e pGo,ats) )

= Blao — gl % + Dot / evf(s,2(s)) ds — Be~ =[x — g(a)]
+e itefctf(t,x(t)) - ge_gt/o egsf(s,:r(s)) ds,
= [(t,2(1)).

Définition 2.1 La fonction x € C est solution de (1) si :

o(t) = [ro — glale = 4 ~e

/tegsf(s,x(s)) ds, te]0,T7.

0
Introduisons les hypothéses suivantes :
H1) f:[0,7] x R — R continue.
H2) |f(t,l’) - f(tay)| < L|:U - y|7 vt e [07T] et 7,y € R.
H3) ¢g: C — R continue et G = sup|g(x)| < 0o, de plus Fb > 0 tel que :
zeC

l9(z) — g(y)] < bllz —yl|,Va,y € C.

Théoréme 2.2 Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hs) sont vérifiées et
b < %, L < g alors le probleme de Cauchy (1) a une unique solution.
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2.2 Résultat d’existence et d’unicité 13

preuve 2.1 Soit l'opérateur F : C — C défini par :

(F2)(t) = [20 — g(x)]e2t + éeﬁt / ¢ f(s, 2(s)) ds.

0
On pose M = sup |f(t,0)|,évidement M < oo, on prend r > 2(|.’E0|+G+%) ,
te[0,T
Nous avons alors : F(B,) C B, .
Ou B, ={z e C, |z|| <r}.

En effet, soit x € B,, on a :

1 t
Pat)] < faol +G + e 5 [ bl (s, as))]ds.
0

<ol + G+ e [ B a) = £, 01+ /(5,0 ds

1 t
< |x0|+G+—e_§t/ e (Lr + M),
Q 0
1
sua+a+@wumgu—aﬂx
1
< \:c0|+G+(Lr+M)E,

<r.

D’ou l'opérateur F transforme la boule B, en elle méme.
Soit maintenant v,y € B,, on a :
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2.3 Résultat d’existence 14

|Fa(t) — Fy(t)] < lg(z) —g(y)| + le_gt/o ex*| f(s,2(5)) = f(s,y(5))| ds,

[0
1 —ﬁt ! és
Sbllz = ylloo + Lllz — yllo—e o [ eads,
0

8
S blle = yllee + Lz = yllooz(e7=" = 1),

|2 ©

L
< bl = ylloo + Sz = Ylloo,

< <b+§>||x—y||oo,

< Qfz = yllo-

Par conséquant ||Fx — Fy|loo < Q|z — y||co, avec Q = (b+ %) .
Comme ) < 1 L’opérateur F' est contractant, en vertu du théoréme de
contraction de Banach, il existe x* € B, tel que Fx* = x*.
Finalement, le probléme (1) admet une solution unique.

2.3 Résultat d’existence

Supposons :

H4) |f(t,z)] < wu(t) ,V(t,x) € [0,T] x R ou v e L[0,T],RT).
Ensuite, on peut énoncer et démontrer le résultat principale.

Théoréme 2.3 Si (Hy) — (Hy) sont satisfaites avec b < 1 alors le probléme
de Cauchy posséde auw moins une solution sur C[0,T].
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2.3 Résultat d’existence 15

preuve 2.2 Soit r > |xo| + G + %, on consideére B, = {z € C, ||z| < r}
, et on définit sur B, les opérateurs A et B par :

Az(t) = 56_3 / egsf(s,x(s))ds,

B(x)(t) =[xy — g(z)]e=".

On démontre dans un premier temps que A+ B opére dans la méme boule B, .
By By

As(t) 4 By(o)] = |2e 8 [ eiopts,a) ds + fro - g)e |

1 s, (! B -2
< e at/ e[ f(s,x(s))|ds + |vo — g(y)| e ",
0

t
< Seitelt [ 17, als)] ds + fao] + G
0

t
< —/ u(s)ds + |xo| + G,
@ Jo

1 /T
< —/ u(s)ds + |xo| + G,
@ Jo
1
< ~llullza + lloll + G,
<r.

De (Hj) il est claire que B est une application contractante pour b <1 .
Comme Uhypothése est continue et d’aprés (Hs), (Ax(t)) est continue .

On suppose alors que x, — x dans B, , alors étant donné ¢ > 0, il existe N
asser grand pour que ||z, —z||s < €, chaque fois que n > N , ¥n on obtient :
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2.3 Résultat d’existence 16

1 t
[An(6) = As(0) < e [ R f(s.m(s)) = (s,0(5)) s,
0
L t
< et [ b (s) — as)lds,
o 0
L s, (" s
< e | en ds,  (car||z,(s) —z(s)|| < e),
0
L 5, a s,
= ae 5/3 )
L-¢e
<=
B

D’ou [|Ax,(t) — Az(t)]| oo < %
Et cella prouve que A : B, — C est continue.

L’uniformément bornitude de A(B,) résulte du fait qu’on a :

t
[Aclt)] < e 8 [ ebe s a)l s,
0

1 /T
— / u(s) ds,
@ Jo

1
—[lulla-
e}

IN

IN

Done || Ao < Mt 'y € B,.
Il reste a montrer que la famille A(B,) est équicontinue.
Soit t1,ty € [0,T),ta < t1, et x € B, , en utilisant le fait que f est borné

sur le compact [0,T] X [—r,r| et que K = sup |[f(t,z)| < oo, on
(t,z)€[0,T)x[—,7]
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2.3 Résultat d’existence 17

obtient :

[ An(in) — An(ts)| = | ~e 50 / " o8 (s, a(s)) ds — Lo / 7 o8 (s, () df
0 0

_ Btl By ds — Bty _ =Py & By d
2o / €2 f(s,2(s)) ds — [t — ¢ / e2° f (s, x(s)) ds|
< e / 5 (s, a(s)) ds] + ~[fe 2 — ') / ¢ f(s,2(s)) ds|

S E|€O‘Bt1(€§tl . €§t2) + (e%ﬁtz _ e%ﬁh)(egm _ 1)|
< %Kl —ealmt) (1 — e te — ealamh) 4 oS0
5\2 — ealtemh) _ o2 4 0N
g
K _
< Sl2-2e7 )
K
=2 fe ) —

Donc ||Ax(t1) — Az(t2)]|co — 0, quand t; — to, indépendamment de .
Par conséquent, A(B,) est équicontinue.
D’aprés Ascoli-Arzela A(B,) compact . Le théoréeme de Krasnosel’skii assure
qu’il existe x, € B, tel que :

Az, + Bz, = z,.
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Chapitre 3

Probléme de Cauchy déformable
cas impulsive

3.1 Introduction

Dans ce chapitre.
On étudie ’existence et le caractére unique des solutions
pour les problémes de valeur initiale des équations différentielles
impulsives d’ordre déformable.

L’ équations différentielles impulsive d’ordre fractionnaires « est définie par :
Dey(t) = f(ty), teJ=[0,T]t#,
Ay fr=,= I(y(ty,)), (2)
y(0) = yo.
Ou k=1,..,m,D" est la dérivée déformable fractionnaire, f : J x R — R
est une fonction donnée, I, : R — Ryet yp e R, 0 =tg < t; < ... < t,, <
tm+1 =T
Ayli=r, = y(t) —y(ty) ot y(t)) = lim y(ty+h) et y(t,) = lim y(ty+h),
h—0t h—0~
représente la limite a gauche et a droite de y(t) dans t = t;.

3.2 Résultat d’existence et d’unicité

[14] Soit y € PC(J,R) Une fonction a— dérivable sur J est dite la solu-
tion de (2) si y satisfait I'équation D*y(t) = f(¢,y(t)) sur J, et satisfait les
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3.2 Résultat d’existence et d’unicité 19

conditions :
{ Ay, = L(y(t,)), k=1,...,m.
y(0) = wo.
Et pour prouver l'existence de (2) on a besoin des lemmes suivantes : [8]
Pour a €]0,1] :

I¢Dh(t) = h(t) — ea@n(a).

Soit « €]0, 1[. Les solutions de I’équation suivante :

D*h(t) =0,
sont donnée par :
h(t) = Ceat.

C étant une constante arbitraire.

preuve 3.1 On sait que D*h(t) = Bh(t) + aDh(t), on pose D*h(t) = 0.
il vient :
Bh(t) + aDh(t) = 0.

D’ou
Dh(t) + gh(t) 0.

Par un calcule élémentaire, on obtient le résultat :

Soient h : J <— R une fonction continue, y une solution de 1’équation
intégrale fractionnaire :

t
e%ﬂtyo + éeaﬁt/ €§Sh<8)d8, te [O,tl],
0

y(t) =

“h(s)ds, €€ [t bl

(3)

t
=B _ =B (t_4. =8
ety + YO, Liy(t7)e T ) + L / ‘
0
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3.2 Résultat d’existence et d’unicité

20

Ou k =1,..,m si et seulement si y est une solution de :

Dy(t) =h(t), teJ=[0,T]|, t#ty, k=1,..,m,
AY == I(y(ty),
Z/(O) = Yo-

preuve 3.2 Pour « €]0,1],si t € [0,t1[ I’equation diff :

On utilise le Lemme 3.2.1, on obtient :
pour solution

_ 1 _ ¢
y(t) = e tyy + —eaﬁt/ ea®h(s)ds.
o 0

En effet sit €]ty,ts] alors :

_ 1 - t1 - B
y(t) = {65“% + aef“/ egsh(s)ds} e =) 4 T (y(t7))e s 1)
0

1 _ t
+ —eaﬁt/ egsh(s)ds,
a t

_ 1 - 1 _
=Py e[ et has Dyl )e
0
1 _ t
+ —e¢ aﬁt/ egsh(s)ds,
t1
-6, 1 -8,

t
=Ty e [ eRh(s)ds + Lfu))e 0
0

Sample output to test PDF Combine only



3.2 Résultat d’existence et d’unicité 21

Si t € [ta, t3], alors :

1
y(t)=e =t Yo + —e ot

t1 B
/ eZeh(s)ds + I (y(tr))e 201
0
1 to _ _
+ {—e e / eh(s )ds} e 7)1 L(y(t))e™ 1)
t1

«
—l—lea /eash(s)ds,
«

"y

=ea'yy+ —e o / eESh )ds + ]1(y(tf))e%ﬂ(t_tl)

+ hy(ty))e = 1.

Sit € [tg, tis1][, on obtient (3) par Lemme 3.2.1.

Réciproquement supposons que y satisfait (3).5i t € [0,t1] alors y(0) = yo
et puisque D est linverse a gauche de I® on obtient D*y(t) = h(t) pour
chaque t € [0, t1].

sit € [ty, ter1[ \ k= 1,..,m utilisant le fait que Da(Ce%Bt) =0 ou D et la
dérivée déformable, pour une constante C', on obtient :

Pour chaque t € [ty tg41]
On montre facilement que :

AY li=i= Te(y(E))\ k=1, m.

Théoréme 3.1 Supposons que :

H1) Il existe une constante | > 0, tel que |f(t,x) — f(t,y)| <z —y]
pour chaque t € J et x,y € R.
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H2) Il existe une constante I* > 0, tel que |Ix(x) — Ix(y)| < I*|x —y| pour
chaque v,y € Ret k=1, .. St

(eTm + 1)1

+ml* <1
3 ]

Alors le probléeme (2)a une unique solution en J.

preuve 3.3 Transformons le probléme (2) en un probléme de point fize,
considérons
Vopérateur F : PC(J,R) — PC(J,R) défini par :

1 t
+ 567575 /tk egsf<$, y(s))ds + O<tz<t Ik(Q@l:))

Les points fizes de opérateur F' sont des solutions du probléeme (2). Nous
utiliserons la contraction de Banach pour prouver que F' a un point fixe. On
doit d’abord montrer que F' est une contraction.
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Soit x,y € PC(J,R), alors pour chaque t € J on a :

F@O-Fu)O1< 5 30 & [ e fsa(s) = fls.ps)lds

+éeift/t el f(s,2(5) = f(s.y(sDlds + D7 |Tu(a(ty)) = Tulw(t))],

I <~ =8, [ & I -5, [" 5
<= ea’“/ e<’|z(s) —y(s)lds + —ee / ex’|z(s) —y(s)|ds
a - a

ty

| & - I -
< LS LT~y + S x LeFeR — cEr — gl
o (8

p B s

+ml [z = yllpe,
8

s
_eifﬂm_mm+éu—ef“mmx—mm+mmm—mw’
P Y W P

= ﬁ pc ﬁ pe pe

B eaTml 1 I*

= | Z | = gl 0 = e

Donc,

8 l
IF(@) = F(y)llpe < [(ea"m + 1)5 + ml™[z = Y| pe-

F' est une contraction, d’apres le théoreme du point fize de Banach, nous
concluons que F' a un point fize qui est solution du probléme (2).
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Notre deuxiéme résultat est basé sur le théoréme de point fixe de Schaefer.

Théoréme 3.2 Supposons que :
H3) La fonction f:J xR — R est continue.

Hj) Il existe une constante M > 0, tel que |f(t,u)] < M pour chaque
teJetuelR

H5) La fonction I, : R — R sont des fonctions continues et il existe
une constante M* > 0, tel que |I;(u)| < M* pour chaque u € R,
k=1,..m.

Alors (2) a au mois une solution.

preuve 3.4 Nous utiliserons le théoréeme de point fize de Schaefer pour prou-
ver que F' a un point fize. La preuve sera donnée en plusieurs étapes :
Etape 1 : F est continu. Soit {y,} une suite telle que y, — y dans PC(J,R),
alors pour chaque t € J.

Fun)® = P01 < 5 30 e [ e1s,(s) = fls.p(s)lds

e [ s s = s ple)las
+ 3 )~ o))

puisque f et Iy, k =1,..,m sont des fonctions continues, on a :

£ (s, yn(s) — f(s,y(s))|| = 0.
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quand
n — oo.

Etape 2 : F transforme des ensembles bornés en un ensembles bornés dans
PC(J,R). Il suffit de montrer que pour tout y € By = {y € PC(J,R) : [|y|| <
n*}, on a ||[F(y)|| <l. Par (H4)et (H5) on a pour chaque t € J.

IRy < ¥l 5 3 e [ sl

O<tk <t te—

1 - t
+aeaﬂt/ e’ f(s,y(s))|ds + Z I (y(ty))
tg

o<t <t

8
mMeaT M
S |y0|+T+E+mM*.

Ainsi,
M(eng +1)

+mM* = 1.
B

IE@)I < [yl +

Etape 3 : F transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue de
PC(J,R). Soient 71,73 € J, 11 < 72, By un ensemble borné de PC(J,R) pareil
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que Uétape 2 et y € By. Alors :

F)(m) = F@) ()| = 51 7™ [ e fls.pods 37 [ edefs,ys)ds

o<t <tTo—T1

B B

= o1t s ytands = [T - TPt y(a)ds
+ > Ry®))l,

o<t <To—T1

< _|6%T2(6§71 _ €§T2> 4 (Q%Bn _ 6%372)<€§T1 _ 1)

> ),

o<t <To—T1

=B

M _ _
= Gl-2eT TS e 3T L))

o<t <To—T1

Pour 11 — 7o, on ait |F(y)(ma) — F(y)(m1)| — 0. D’aprés les étapes précé-
dentes, en vertu du théoréeme d’Ascoli-Arzela, l'opérateur F : PC(J,R) —
PC(J,R) est completement continu.

Etape 4 : Estimation & priori

E={y e PC(J,R):y= AF(y), pourcertains 0 < A < 1}.

Sample output to test PDF Combine only



3.2 Résultat d’existence et d’unicité 27

Ainsi pour chaque t € J on a :

-8 A -8 e g
y(t) = Aefyo + =~ > e t’f/ exsf(s,y(s))ds
tr—1

o<tp<t k

A - t
+ At egsf(s,y(s))ds
a

+A D) L(y(ty))

o<t <t

Cela implique par (H}) et (H5) comme dans l’étape 2, pour chaque t € J, on
a:

8
mMeaT M .
ly®] < lyol + —%—+ = + mM".
B g
Pour chaque t € J, on a :
i
mMeasT M .
lyll < |y0|+T+E+mM -

Cela montre que ’ensemble E est borné, en conséquence de théoréme de point
fixe de Schaefer, on déduit que F' a un point fixe qui est solution du probléeme

(2).

Dans le théoréeme suivant on donne un résultat d’existence pour le probléeme
(2) en appliquant alternative non linéaire de type Leray-Schauder et dont
les conditions (H4) et (H5) sont affaiblies.

Théoréme 3.3 Supposons que (H2) et les conditions suivantes sont satis-
faites :
H6) Il existe ¢y € C(J,RT) et ¢ : [0,00] — (0,00) continue et non
décroissante tel que :

\ft,u)| < or()b(lu]), Vted —ucR.
[e(w)| < 9% (Ju]), VueR.
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H7) 1l existe un nombre N > 0 tel que :

N > 1.

P(N)

¢
[yl + L “Tor 4 oL+ map* (N)

Ou ¢y = sup{¢y, teJ}.

Alors le probleme (2) a au mois une solution dans J.

preuve 3.5 Considérons l'opérateur F défini dans le théoréeme 14 et 15. On
peut facilement montrer que F est continue et complétement continue. Pour
A € [0,1], soit y tel que pour chaque t € J, on a y(t) = AN(Fy)(t) alors d’apres
(H6) on a pour chaque t € J :

WO <leFml+ 5 3 F [ ol

1 _
+ ae%aﬁ(S)i/f(ly(S)l)dS + > Y (Jy(s)])
BT¢ o<tp<t
< lyol +w(Jlyl) 5 5 +¢(Hyll) + my™([|yl])-
Ainsi
[l

<1.

¢
ol + (I ™5 + w(lyl) % )
Ainsi par condition (H7),il existe N tel que ||y|| # N soit :
u={ye PC(JR): |yl <N}

Pour un choiz convenable de 'ouvert U, il n’existe aucun y € Ou de sort que
y = AF(y), A € (0,1). Il résulte d’aprés I’Alternative non linéaire de Leray-
Schauder que F' posséde au moins un point fize qui est solution du probléme

(2).
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3.3 Equations différentielles impulsive non lo-
cal

Cette section concerne la généralisation des résultats présentés dans la
section précédente aux équations différentielles fractionnaires impulsives non
locales. Plus précisément nous présenterons un résultat d’existence et d’uni-
cité pour le probléme non local suivant :

Doy(t) = [(ty), te 0T, 14k
Ayli=i, = Ie(y(ty))- (4)
y(0) + g(v) = yo-

Ouk =1,..m0 < a < 1, f, I, sont comme dans la section (3) et g :
PC(J,R) — R est une fonction continue.

La condition non locale a été initialement étudiée par L.Byszewski en 1990.
La motivation était que la condition initiale non locale permet une mesure
et des effets meilleurs ou précis dans la science naturelles, et en physique en
particulier, par rapport a la condition initiale classique, en raison de plus de
données initiales. Byszewski explique que la condition non locale u(tg) = wuo.
Par exemple une onde sonore a travers une tige qui n’est pas uniforme se
propagera differemment qu’a travers une tige uniforme. Dans le cas d’une
tige non uniforme, des conditions non locales peuvent étre appliquées. Il en
résulte un changement de motif d’amplitude de fréquence. Ce concept par
K.Deng,Deng a lancé par succés le concept de condition non locale (voir
16

y(0) + g(y) = yo peut étre mieux appliquée que le probléme de Cauchy
classique avec y(0) = yq.

Il a utilisé

gly) = Z ciyi(ri). (7)

Ou ¢; = 1,2,..,p sont des constantes données et < 7 < 1 < ... <7, < T
décrire phénomeéne de diffusion d’une petite quantité de gaz dans un tube
transparent.Cela a permis la saisie de mesures supplémentaires a différents
moments (1; = 1,,2,...,p).
Introduisons les hypothéses :
H9) 11 existe une constante M** > 0 tel que |g(y)| < M** pour chaque
u € PC(J,R).
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H10) 1l existe une constante k > 0 tel que |g(u) — g(y)| < I*|u — y| pour
chaque u,y € PC(J,R).

H11) 11 existe ¢** : [0,00) — (0, 00)continue et non croissante tel que :
lg(w)| < ¥**(|u]) pour chaque u € PC(J,R).

H12) Il existe un nombre N* > 0 tel que :

N*
> 1.

B
Y(NmeaTgd) — y(N*)¢h

Théoréme 3.4 Supposons que (H1),(H2),(H10) sont satisfaites. Si

[(e5Tm + 1)% + 1™ +ml*] < 1.

Alors le probléeme non locale (4) a une solution sur J.

preuve 3.6 Transformons le probléeme (4) en un probléme de pont fize. consi-
déreons 'opérateur F* : PC(J,R) — PC(J,R) défini par :

e yo — g(y)) + é > ewt /t kl ¢o*f(s,y(s))ds

o<tp<t k

F*(y)(t)

+$€ft/ ex f(s,y(s)ds + Y Luly(ty)).

23 o<tp<t

Clairement les points fizes de l'opérateur F* sont solution du probléme (4).
On peut facilement montrer que F* est contraction.

Théoréme 3.5 Supposons que (H3),(H5),(H9) sont satisfaites, alors le
probléme non local admet au moins une solution sur J.

Théoréme 3.6 Supposons que (H6),(H7),(H11),(H12)sont satisfaites, alors
le probleme non local admet au moins une solution sur J.
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3.4 Exemple

Nous considérons le probléme de valeur initiale fractionnaire impulsif sui-

vant :
a _ _ cos()]y(®)] o 1
w3
Ayle-y = TipT
\ y(O) =L

Nous fixons

B cos(t)x
f(t,z) = SR (t,x) € J x [0,00).
Et
Soit z,y € [0,00) et t € J, alors on a :
_ cos(t) oy
|f(t’$)_f(t’y)|_20(t+1) z+1 y+1"
_ |cos(t) |z — |
20(t+ 1)(z + 1)(y + 1)’
cos |,
=200+ Y
< 1
S %’33—9’-

D’ou la condition (H1) est vérifi¢ avec [ = .
Soit z,y € [0, 00, alors on a :

% Yy 4o —y|

- = —lx =yl
T+ 4 y+4’ (z+4)(y+4) ~ 4 vl

| Ie(z) — Ln(y)| =

Ainsi la condition (H2) est vérifié avec I* = 1. Nous vérifions que la condition
3.1 est satisfaite avec T'= 1,5 = 0,5 et m = l.en effet :

{(eng + 1)% + ml*

<l (%+1)1+1 <1
‘ 10 4] ="
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0,5 13
= e« <3

Par calcul élémentaire, on obtient que o > m ~ 0,2671. Puisque a4+ =1
dans la définition de la dérivée déformable, et 5 = 0,5 , il est nécessaire que
a = 0,5, qui satisfaite car a > 0,2671dans notre calcul.Alors par théoréme
(3.1), le probléme 4, a une solution unique sur [0, 1] pour la valeur de «

. . 0,5
satisfait e« < %
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