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Résumé :

Dans ce mémoire, nous présentons le probléme de la comparaison des classes de vecteurs
Roumieu d’opérateurs différentiels linéaires & coefficients constants.

Le but de ce travail est de trouver le lien entre la comparaison des opérateurs différentiels et
les espaces de vecteurs Roumieu.

On montre alors qui si deux opérateurs différentiels de la classe H sont de méme force, leurs

espaces des vecteurs Roumieu coincident.



Notations

D'(Q)
De
L=(Q)
R

Ry

Rr

R
suppf
CHQ)
C>(Q)
E

(&, 1)

= Z

L’ensemble des distributions.

La dérivée multi-indice.

L’espace des fonction mesurables.

L’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des nombres réels positifs.

R-espace vectoriel de dimension n.

R U {oo}.

Support de f.

L’espace des fonction n continument différentiables.
L’espace des fonction indéfiniment dérivables sur €.
Espace vectoriel sur R.

Espace normé.

L’ensemble de nombre entier .

La fonction Gamma .



Table des matiéres

INTRODUCTION

Notation

1 Notions Générales et Définitions

1.1

1.2

Espaces fonctionnels . . . . .. .. L
1.1.1 Espaces LP, Lorsque p € [1,,00[ . . . . . . . oo oo
1.1.2  Théorémes spéciales . . . . . . . . .. oL
1.1.3  Quelques éléments de topologie . . . . . . ... .. ... ... ...
Notations générale . . . . . . . . ...
1.2.1 Identités et inégalités . . . . . . . . . . ...
1.2.2 Fonction de Gamma I'(.) . . . . . .. ... L oL

2 Espace des fonctions Gevrey

2.1

2.2

Espaces de Gevrey . . . . . .. L
2.1.1  Quelques propriétés des espaces Gevrey . . . . . . . ... .. ... ...
Espaces des fonctions ultradifférentiables . . . . . . . ... ... ... ... ..
2.2.1 Suites de Roumieu . . . .. .. ... ...
2.2.2  Espaces de Roumieu . . .. ... ... ... ... ... . ... ...

2.2.3  Quelques propriétés des espaces de Roumieu . . . . . .. .. ... ...

10
10
10
10
12
12
14
15



2.2.4 Inclusion entre les espaces de Roumieu . . . . ... .. ... ... ... 28

3 Comparaison des opérateurs différentiels 30
3.1 Opérateurs hypoelliptique . . . . . .. .. . o 30
3.2 Opérateurs elliptique . . . . . . . .. . L 30

3.2.1 Une classe des opérateurs différentiels . . . . . . . ... ... ... ... 31
3.3 Espaces des vecteurs Roumieu . . . . . .. ... ... ... 0L 33
3.4 La Notion de 7 plus faible que ” . . . . . . . .. . .. ... L 33
3.4.1 Quelques propriétés liées a la notion de ” plus faible que 7 . . . . . .. 33
3.4.2 Quelques notations . . . . . . .. ... o 35
3.4.3 Estimationsde base. . . . . . ... oo Lo 35
3.4.4 Comparaisan des espaces des vecteurs de Roumieu. . . . . . . . .. .. 37

3.5 Conséquence . . . . . . ..o e 38



INTRODUCTION GENERALE

Un résultat fondamental du probléme itérés des opérateurs différentiels, dii & Komatsu
[19], donne une caractérisation de l’espace des fonctions analytiques réelles sur un ouvert de
R™ & l'aide des itérés d’une opérateur différentiel elliptique & coefficients constants. Kotake
et Narasimhan [27] ont obtenu la méme caractérisation en utilisant un opérateur différentiel
elliptique & coefficients analytiques

Théoréme : u € C°(£2) est réel analytique si et seulement si
VK €30 > 0,Y)j € Zy : | Phullyaue < CH()™

Différentes extensions du théoreme de Kotake-Narasimhan ont été obtenues, selon qu’on
consideére différentes classes d’espaces de fonctions (espaces de Roumieu et Beurling), ou on
consideére différentes notions d’ellipticité des opérateurs différentiels (opérateurs elliptiques,
quasi-elliptiques et multiquasi-elliptiques) Dans le cas d’opérateurs différentiels a coefficients
constants, la notion de la propriété des itérés a été généralisée & la comparaison au sens
de l'inclusion, entre les classes de vecteurs réguliers d’opérateurs différentiels. Le premier
résultat dans ce sens est dii & Newberger et Zielezny, Ils ont donne une condition algébrique,
nécessaire et suffisante, concernant les symboles des opérateurs, pour avoir de telle inclusion
en considérant deux opérateurs différentiels hypoelliptiques. Plus, précisément pour P et @)

deux polynumes hypoelliptiques, il est prouvé I’équivalence entre 1'inégalité
[QIOIP < C(L+[P(QF)", V¢ e R,

et Vinclusion G3(Q) C G5"(Q). Une extension du résultat de Newberger-Zielezny (dans le
cas des classes de Gevrey) a été donnée par Bouzar et Chaoli dans [23], en considérant deux
systémes d’opérateurs différentiels satisfaisant certaines conditions plus faibles que 1’hypo-
ellipticité, et une autre extension par Juan-Huguet dans les espaces de fonctions ultradif-
férentiables de type Roumieu considérant deux opérateurs hypoelliptiques. Notre mémoire
comprend trois chapitres. Dans le premier chapitre on fait rappel aux notions générales uti-

lisées dans ce mémoire et quelques théorémes principaux d’analyse mathématique, puis les
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notions de bases recueillent des identités bien connues, les inégalités de la factorielle et les co-
efficients du bindme qui seront fréquemment utilisées dans la suite. Dans le deuxiéme chapitre
on va introduire I'espace des fonctions de Gevrey et Roumieu quelques propriétés essentielles.
Au troisiéme chapitre,la comparaison entre espaces des vecteurs Roumieu R (2) caractérisé

par les suites M),



Chapitre 1

Notions Générales et Définitions

1.1 Espaces fonctionnels

Nous allons maintenant fournir quelques définitions et propriétés importantes dont nous avons

besoin.

1.1.1 Espaces L?, Lorsque p € [1,; 00|
Soit = [a,b](co <a<b<oo)et 1 <p<oo
1. Sil<p<oo LP(Q2) l'espace est définit par :
LP(Q) ={f: Q= R, fmesurableet [, |f(z)[Pdz < co}.

2. Pour p = oo, l'espace L>(2) est 'espace des fonctions mesurables, f bornées

presque par tout sur €2, on note
[flle = supess|f(z)| = inf{C = 0,|f(x)] < Cp.p surfd.}
1.1.2 Théorémes spéciales

Théoréme 1.1.1 ( L’inégalité de Holder) . Si f € LP(Q) et g € LU(Q), ou les réels p et

q satisfont a 1 <p <m et ]% + é =1, on a linégalité :

S =

Jo lf@)g(@)ldz = [y | f(@)Pda]? [f, g(z)[%dz] 7.

Théoréme 1.1.2 (L’inégalité de Minkowski). Soient f une fonction intégrable sur

legg etlSpS—i—oo
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[ oy e o, Fla)dyl?]” < fo dy [, )]

Définition 1.1.1 Soit f : Q — C une fonction continue sur €2, on définit le support de f,

par la fermeture de l'ensemble {x € Q2 : f(z) # 0} dans Q, i.e.

suppf ={x € Q: f(x) #0}  (supp)

Remarque 1.1.1 Si f est une fonction continue, alors supp f est caractérisé par
{z € Q il n’existe pas de voisinage ) de x tel que f =0 sur Q}

Ceci permet de généraliser cette définition au cas f : Q) — C est une fonction mesurable,

x € Q : il n'existe pas de voisinage S de x ou

suppf := { f =0 presque partout sur €2

} (supp-pp)

Définition 1.1.2 L’espace des fonctions continues f : Q@ — R est note C(Q2) et

I7llew) = sup 7 (z)

Définition 1.1.3 Soit n € Z,, on note C*(Q) lespace des fonctions n-fois continument

différentiables sur §2, et

I ller@ = D 1 lew
k=0
Définition 1.1.4 L’espace des fonction indéfiniment dérivables sur Q0 est noté C*°(2), i.e.

C=(Q) = ke@ CH(Q)

L’espace C$°(Q2) ou D(R2) désigne l'espace des fonction u € C*(Q) telle que le support de u,

noté suppu, est un compact contenu dans ).
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1.1.3 Quelques éléments de topologie

Définition 1.1.5 Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle une norme sur E

toute application ||-|| : E — R, vérifie

Vee E:|z|=0&2=0

VA e R, Vx € E: || Az|| = |\|||z]| (homogénéité).

Vo,y e B ||z +yl| < |lz|| + |lyl| (inégalité triangulaire).

-On dit alors que (E, ||-||) est un espace vectoriel normé.

Exemple 1.1.1 L’espace C(J;R) muni de la norme

Yl := suply(t)] : t € J.

Définition 1.1.6 On dit qu’un espace métrique (E, ||-||) est complet si toute suite de Cauchy

E est convergente.
Exemple 1.1.2 (R,|-|), (C,|:|) sont complets.

Définition 1.1.7 (Espace de Banach).On appelle espace de Banach tout espace vectoriel

normé complet sur le corps K =R ou C.

Exemple 1.1.3 C(J;R)espace des fonctions continues sur J et a valeurs dans R est de

Banach.

1.2 Notations générale

Les ensembles des nombres réels et complexe sont notée respectivement R et C on note par N
I’ensemble de nombre entiers {1,2, ..., } et Z, = NU{0}. L’espace euclidien réel de dimension

n € N est noté R™. La norme euclidienne de R" est notée |, | , i.e .

2| = /a2 + a2+ ..+ 22, & = (21,29, ..., ) € R?

Le produit scalaire de deux éléments x,y de R™ est donné par
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=5

Soient € > 0 et A un ensemble de R", notons par B, la boule ouvert de centre 'origine et de
rayon €, un e-voisinage de A est par définition
= U{yeR": |z —y|<e}=A+B.
€A

Soit 2 un ouvert non vide de R"; on écrit © \ S le complé mentaire de S dans Q . S €

signifie S est compact inclue dans

Un multi-indice est un n-uplet o = (ay , g ,...,a0, )y, 0uZy, J =1,n

soient « et 8 deux multi-indice, on définit :

| @ |= a1 + as + ... + «,, appelé la longueur de «

al=al+ax! + ... 4+ ap!

a+ B = (o +Pr,as+ Bo, oy + )

a<f sst Ozj<5j, J=1Ln
()=~ Uy
La dérivation mixte d’ordre « est définit par :
0% =01"05°.....09", ou 0; = % L= Ln
Utilisant la notation D, = —i% ou i le complexe du module 1. On écrit alors :

j

o __ a1 Qn

D* = Dgl...Dgr
Pour x € R”, on note

(e D)
T = z'7y%..w
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1.2.1 Identités et inégalités

Nous recueillons dans cette section des identités et des inégalités qui sont fréquemment

utilisés dans 1’étude dans la suite. Citons la formule de généralisée :

NI
(httat o +t)V =D ot
|a|=N

Ou lentier N > 1,t = (t1,ta, ..., t,) et t1,t9, .., t,, n réel .

Fixonst{ =ty =...=t, =1ona:

Cela implique en partculier :
la|! < nlvla!

Dans le cas n = 2 on obtiens respectivement de (1.2.2) et (1.2.3)

N!

k+j=N
(k4 7)! < 287 Kl 4!
De l'équation (1.2.4) on aura
2V =X k!(]]\yik:)! = > C%
k<N k<N
d’ot

2 =y

BLa
Et en particulier : Vo, € Z,, 8 < a:
ij < 2lel
D’autre par on a
al <Jaf!

Pour cela il suffit de montrer

(1.2.1)

(1.2.2)

(1.2.3)

(1.2.4)

(1.2.5)

(1.2.6)

(1.2.7)

(1.2.8)
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(n+m)! >n!m! Ym,neN

m+m)l=mn+m)(n+m-—1)n+m—2)...(n+ 1).n!
>m(m—1)(m —2)..2.1.n!

> mln!

1.2.2 Fonction de Gamma I'(.)

Les fonctions spéciales sont définies de maniére assez imprécise, puisqu’elles regroupent les
fonctions que l'usage (ou la fréquence d’utilisation) a fini par associer un nom. Parmi ces

fonctions, la fonction Gamma qui joue un roéle trés important dans le calcul fractionnaire.

Fonction Gamma I'(.) La fonction Gamma d’euler est une fonction qui prolonge na-
turellement la factorielle aux nombres réels, et méme aux nombres complexes. Pour z €

C0,—1,—-2... tel que Re(z) >0

Définition 1.2.1 La fonction Gamma est généralement définie par l'intégrale suivante

+oo

['(z) = /ettZ1dt

0

quand la partie réelle de z strictement positive Re(z) > 0
Justification de I’existence de la fonction

Lemme 1.2.1 Soit z € C si Re(z) > 0 alors la fonction I'(z) est existe.

Preuve 1.2.1 Soit z € C alors 3(x,y) € C? tel que z = x + iy et

Dz +iy) = [" e o1 +wa,

Or

gty pr—lyiy  ge—loiyln(t) " cos(yIn(t)) + isin(y In(t))],
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alors
[z +1iy) = /0%0 e "t" cos(yIn(t)) + isin(y In(t))]dt.

Pour x > 0 on pose

I = [/ e7't" 1 cos(y In(t))dt,

et
IQ _ O+OO e—tta)—l Sln(y 1n<t))dt’
On a
) et L et
et eos(ym(®))] < S et [ sin(y ()] < o=,

e Six=1 on obtient

+o0 eit dt_ —+00 _t_l
fo g =Jo ¢ =5

Donc les deux intégrales I et Iy convergent.

e Stz > 1 on considére

c +oo
Jy = / e " teos(yln(t))dt, Jo = / e~ t" 1 cos(y In(t))dt,
0 c

comme x > 1 la fonction t — e 't*! est continue. D’ou la convergence de J;.
Puisque
lim t"Me " = lim t*e ' =0
t——+o0 t——+o0
on a
—tyr—1 A
VA,dB > 0:Vt> Be "'t* " <
ta:—l—l

dt A
= —— < +00 Par conséquence I1 et 12 convergent.
tr+1 B,

cect implique f;oo et ldt < A f;roo

e 5i0<x<1prenant c >0
Jy et de < [yt = e,

D’ot la convergence de J;.
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hmt_)_;,_oo tm_‘—le_ttl_x = hmt_>+oo t2€_t =0
on a pour tout A > 0 il existe ¢ > 0 tel que
A

A
—tyz—1 too —tix—1
et Stm;‘fc eTtrTldt < —.

Propriétés de la fonction T'(+)

Lemme 1.2.2 Pour tout z € C tel que Re(z) > 0, on a
1.7(1) =1

2. T(z+1)=z2I(2)

3 T(n+1)=n!l VYneZt

Preuve 1.2.2 Soit z € C avec Re(z) > 0 alors

+o00
['(z) = / e~ dt,
0

_ttZ 1 “+oo
= [ - / e~ dt
< 0

z
+oo
z Jo
1F( +1)
= - z
z

D’ow :

[(z+1) =2I'(2)
D’apres (1.2.9) pour tout z € N* on obtient
re)=1ra) =1

I'(3)
T(4) = 30(3) = 3.2.10(1) = 3!,

2T (2) = 2.10(1)! = 2!,

I'n+1)=nl(n)=n(n—-1)---2.1 =nl,

(1.2.9)

Théoréme 1.2.1 la fonction I' est définie et de classe C™ sur |0, +00] ses dérivées succes-

sives sont données par la formule
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¥ (2) = [ e~ (In(z))* " dt, x €]0, +ool.

Formule de Taylor

Soit la fonction f de classe C*, on a :

(z - /

Fa) = S I e ) + Y L= (1= 0710 (oo 160 — )
|| <K a=k 0

Formule de Leibniz

Si les fonctions f et g sont de classes C* et o € Z7, | o |[< k, on a

*(fg) = (g) 0" f0" g

BLa
Espace vectoriel

On appelle espace vectoriel sur K ( ot K -espace vectoriel ) un ensemble E muni de de ux loi
e Une loi interne, notée (+), telle que (E, +)soit un groupe commutatif.

e Une loi externe, notée (.), qui est une application de K x E dans E vérifiant :

*V(a,B) e K2, Vo € B, (a+ B).x = a.x + B.x

(o, B) € K*, Vo € E,a.(8.7) = (af).x

Les ¢éléments de E sont appelés des vecteurs et les éléments de K sont appelés des scalaires



Chapitre 2

Espace des fonctions Gevrey

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions et propriétés sur 'espace de Gevrey

2.1 Espaces de Gevrey
Dans ce qui suit €2 un ouvert non vide de R” et s un reél tel que s > 1.
Définition 2.1.1 On appelle espace de Gevrey d’indice s, noté G*(§2) U'ensemble des fonc-
tions f € C®(QQ) possédant la propriété suivant :

VK compact de Q,3C > 0,Ya € Z", ||D*f||pouiy) < O () (2.1.1)
Les éléments de G*(2) sont appelés fonction ultradifférentiables.

Remarque 2.1.1 Il est parfois utile d’utiliser ’estimation équivalente :

1D fl| L) < RC(a)® (2.1.2)
Tels que R et C' deux constantes positifs indépendantes de « et x.

Proposition 2.1.1 On peut remplacer dans (2.1.2) l'expression (a!)® par
a) - (| a[l)?

b) - ol
c) - I(sla] +1)
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Preuve 2.1.1 D’aprés (1.2.8) on a (2.1.1)
a) = ||Df(2)||r0@ < CloF(al)® ceci est vraie en vertu de inégalité (1.2.3)
a) = b) puisque N! < NV, alors (|a!])® < |afl!

b) = ¢) puisque t' < e'T'(t+ 1), alors en posant t = s|a|, on obtient
(sla)*™! < el (s|a] + 1)

c) = a) puisque

[(sla] +1) < (slaf)!

et

|a|\oc| < 6Iow||oé!|

Définition 2.1.2 Une fonction f est dite analytique réelle au point o € Q) s’il existe un

voisinage de xq telle que f est développable en série entiére, i.e

D" f(x)

T(x — )"

AR > 0,Vx € Q, |z — x| < R, f(x) = >
n=0
A(Q) est l’ensemble des fonctions analytiques réelles sur (2.

Proposition 2.1.2 Toute fonction de Gevrey d’ordre 1 est une fonction analytique réelle sur

Q

Preuve 2.1.2 Pour simplifier nous ne détaillerons la démonstration dans le cas
n = 1.

a) Montrons que G*(Q) C A(Q) : soit 9 € Q, § > 0 tel que B(xo,6) C Q, on a
|f®)(z)] < RC*K!, pour x € B

Soit € €]0,6[ tel que eC < 1, la formule de Taylor avec reste intégral permet décrire pour

S B(ZL’o,g),
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n k 0
)= 32 D - R
Avec
(2 = mo)"*! xo )t
R,(z) = fo 6" (b + (1 — t)xo)dt
St

x € B(xg,e) on atr+ (1 —t)zg € B(xg,e€)

de sorte que

|Z‘ _ x0|(n+1)

[3(1 = t)"RO™ (n + 1)ldt < R(eC)™+!

n!
Comme eC < 1 le reste tend vers zéro lorsque n tend vers + oo d’ot f est développable en
série entiére dans B(xo,€), ce qui montre que f € A(§2).

b) Montrons que A(QY) C GY(Q) : la somme d’une série entiére étant C™ a l'intérieur de son
intervalle de convergence, f est C* au voisinage de tout point donc dans 2.

k

Soit g € Q et € > 0, tel que la série entiére > ar(x — x9)® converge absolument pour

|z — zo| < g, Alors |agle¥ — 0 d'ot |ax| < & pour tout k

soit p < e, pour |x — x| < p on a:

fO(x) = gk(l@ —1).(k—j+ Dag(z — x)*7

De sorte que :

fo WO p Ot i
[fP ()] < ;m(g)k =5 Zj(kﬁ_'j)' (&)

ot de la formule
. 1
§t——t pour |t|<1

que 'on dérive j fois, on déduit
Jio k! - 4!
iz (k=)

Par conséquent
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. C 1 Ce
() < = i — __ 5l
|f (m)l — gj (1 o B)]+1] (5 _ p)']+1j
€

en résumé, pour |x — x| < p on a montré que :

1
Ce o

|f9(z)| < RCY jI, R = :
E—p E—p

(2.1.3)

Soit K un compact de Q. Pour chaque o de K il existe p,,, R.,,Ca,, tel que l'équation
(2.1.3) soit vérifiée dans B(xg,p). La réunion des B(xo, p) lorsque xo vraie dans K est un

N

recouvrement ouvert de K et donc il eziste x...xy € K tels que K C |J B(xi, p;). 1l suffit de
i=1

poser

R =max R,,,C =max C,,
Ce qui montre que f € G1(Q)

2.1.1 Quelques propriétés des espaces Gevrey

Dans cette section nous donnons quelques propriétés fundamental des espaces Gevrey

Inclustion entre les espaces de Gevrey

Proposition 2.1.3 On a
a) Vs <t:G5(Q) C GYQ)

b) A(Q) C Ol G5(Q) et L>J1 G*(Q) C C™(2)
Preuve 2.1.3 Sis <t{, _et feGi() ona

G*(Q) =sup | 9°f () |< Clelti(al)® < Ol (al),
ce que donne f € G'(Q), alors G5(Q) C G(Q).

e La stabilité par rapport a4 la somme et la multiplication

Proposition 2.1.4 L’espace de Gevrey est stable par rapport la somme

Vg€ G(Q): f+g€G(Q)
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Preuve 2.1.4 Soient f,g € G*(2) on a pour K C ) :
D f| < CIaflel et |DIvg) < CF ol Ve e K
alors

|D(f +g)| < [Df| + | D]

< (Cl + C2>\a|+1|a‘s\a|

donc f+ g € G*(Q).

D’autre part

IDY(Af)| = A |Df]
< AP (o)

< RC(Ja|h):.

Alors A\f € G*(Q).

Proposition 2.1.5 L’espace de Gevrey est stable par rapport la multiplication i.e
Vi, g€ G°(Q): fg e G N)
Preuve 2.1.5
D°(f9) = [>_ Cip* D%
<3G £l DYyl

BLa

o— 1 Slav— 1
< Y CAer T aplelo )
B<a
< 2lelglel2)g sl gpec € = max (Cy, Cy)
e La stabilité par rapport a la dérivation

Proposition 2.1.6 L’espace de Gevrey est stable par rapport la dérivation i.e

VB e ZL, Vf € G5(Q) : VD f € G*(Q).



2.2 Espaces des fonctions ultradifférentiables 24

Preuve 2.1.6
(D] = 1D ]
< C\la+/3|+1|a + /6|s\a+/3|
< C«\la|+|/3\+1(|a| + |ﬁ|)5(\a|+|ﬁ\)

< Yler T (Jaf + () e+oD
S Rc|a|+l|a|s\a|
Ce qui donne DPf € G*(9).

Proposition 2.1.7 L’espace G*(£2) est une algebre a l’égard du produit et la somme usuelle

de fonction, en outre il est fermé en vertu de la différentiation.
Exemple 2.1.1 Si s > 1, la fonction f définie par :

1
—x s—1 x>0

flr) =1 P

0 <0
appartient a G*(R).

Remarque 2.1.2 [a fonction f est non analytique.

2.2 Espaces des fonctions ultradifférentiables
2.2.1 Suites de Roumieu

Soit (M,)pez, une suites des nombres réels positifs, satisefaisant les conditions suivantes.

La convexité logarithmique :

My=1et M) < M, 1My, p=1,2,.... (2.2.1)
La non quasi-analyticité :
e Mp_l
< 2.2.2
DRI 22
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La stabilité par rapport a la multiplication et dérivation :

3H >0, 3¢>0, cCIM, ;M; < Mp < H"*'M,_;M;,j <p (2.2.3)

Proposition 2.2.1 Si la suite (M,) satisfaite la condition (2.2.1) alors (]\/[p)% est une suite

croisante.

Preuve 2.2.1 La croissance de (Mp)% est équivalent

p+1

logM,, < M,,1,Vp € N*. (2.2.4)

Nous montrons (2.2.3) par récurancce sur p. En effet pour p =1 la relation (2.2.3) est obtenu
de (2.2.1) est la composition de la fonction log. Supposons donc que l'estimation (2.2.3) a
lieu jusqu’a Uordre p et vérifions qu’elle vraie reste a l'ordre p + 1. D’aprés condition (2.2.1)
et ’hypothése de récurrrence, on a

2log Mp11 < My log Mo

» (2.2.5)
1 log M1 + log Mo,

d’otu
p
+1

2log Mpy1 — » log M1 < My,

1.€.
p+2
p+1

log M1 < log Mo,

ce qui donne la relation (2.2.3) pour l'ordre p + 1.
Remarque 2.2.1 La condition (2.2.3) sécrit
3JA>0,3H >0, M, ; < AHPY M, M; p,j =0,1,2, ...
Remarque 2.2.2 La condition (2.2.2) implique
(M,M;) < MoM,; p,j=0,1,2,.. (2.2.6)

D’apres (2.2.1)
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M, < My < %
My = M, — M,

Alors

M, _ M, My, Mpﬂ'fl <% % Mjfl _%

My, B Mp+1'Mp+2m My — My My M; B M;

Exemple 2.2.1 La suite de Gevrey : M, = (p!)®, avec s > 1, vérifié les conditions (2.2.1) et
(2.2.2) Si s> 1. Alors la suite vérifie aussi (2.2.3)

2.2.2 Espaces de Roumieu
Soit (M,) une suite satisfaisant les conditions (2.2.1) et (2.2.3), soit 2 un ouvert de R".

Définition 2.2.1 On appelle espace de Roumieu dans S, qu’on par Ry (), Uespace des

fonctions u € C*(Q) telles que
VK compact de Q, 3C >0, Ya € Z : || Dz < C1*T M, (2.2.7)
Les éléments de Ry(€2) sont appelés ultradifférentiables de classe (M))pez, -

Exemple 2.2.2 Si M, = p!*, (s > 1) alors Ry (Q) est lespace de Gevrey d’ordre s dans
qu’on note G*(£2).
2.2.3 Quelques propriétés des espaces de Roumieu

e La non trivialité de Roumieu :
I'espace de Roumieu Ry, (€)) n’est pas réduit a {0} grace au théoréme de Denjoy-Carlemen-

mandelbrojt.

Théoréme 2.2.1 (Denjoy-Carleman-Mandelbrojt)

Si la suite (M,) vérifié (2.2.3), alors pour chaque boule B, de rayon € dans ) il existe
pe € Ry () vérifié les conditions :

pe > 0, supppe(x) C Be et / pe(x)dr =1

Preuve 2.2.2 Pour la preuve voir [ [27] Théoréme 4,2.]
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e La stabilité par la multiplication :

Proposition 2.2.2 Si la suite (M,),ecz, vérifie (2.2.6), alors 'espace Ry (S2) est stable par

rapport ala multiplication, i.e

Vg€ Ru(Q): fg € Ru(Q)

Preuve 2.2.3 Soient f,g € Ry (R2), et soit K compact de €, alors il existe deux constants

positives Cy, Cy tel que pour tout o € Z7, :
a al+1 a al+1
1D fllmiae) < CF Migp et [ DGy < O3 Mo

D’apres la formule de Leibniz

ID*(fa)loex) = 11 Y _(3)D° FD* gl oo (2.2.8)
BLla
< GID fll o) 1D gl 1o xc) (2.2.9)
BLla
«@ 1 al— 1
< D (@ENe e T Mg Mia_p, (2.2.10)
BLla

Et en utilisant (2.2.6), on a

! 3
|1D*(fg)|| < ||C1C2 M, My Z —0‘15|C|20¢| |5|||
= Bla—p)!
S 01022|a|<0£a|)M|a‘M0
al+1
= CZI’) * M\a|>
avec C3 = max (C, Cs)
Ce qui montre que fg € Ry ().

e La stabilité par la dérivation :

Proposition 2.2.3 Si la suite (M,)pez, vérifie (2.2.3) , alors Ry (S2) est stable par rapport

a la dérivation, i.e

VB EZN, Vf € Ry(Q) : D*f € Ry ()
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Preuve 2.2.4 Soit f € Ry (Q), et f € Z7, on montre que D*f € Ry (). Soit K un compact
de €2, alors

3C > 0,Ya € Z", || D*f||poo(rey = C1*F My
pour tout o € 21}, on a
ID(D f)ll =iy = 1D fll e iy < CIOHIH Mo Mg,
avec (2.2.3)

HDa(Dﬂf) ||LOO(K) < ClaH'B'“H'a'*'ﬂ'“MMM|5|
< (CH)PH Mig) (CH) My

< ClM,,
ot C' = max ((CH)IPH1 Mg, CH) donc (D*f) € Ru(S).

Corollaire 2.2.1 Si (Mp)pezn vérifie (2.2.3) alors Ry(Q2) est un sous-algebre différentielle
de ().

2.2.4 Inclusion entre les espaces de Roumieu
Définition 2.2.2 Soient (M,)pez, et (Np)pez, deux suites positives, on dit que M, C N,
3L >0, 3C>0: M, < CI’N, , p=0,1,2, ..., (2.2.11)

Exemple 2.2.3 Si M, = p!*, N, = p!", avec s < r, alors M, C N,. Un autre exemple qui

sera utile dans la suite est le suivant :

Exemple 2.2.4 Nous avons p! C M, pour toute suite (M,) vérifie les conditions (2.2.1) -

(2.2.3). En fait, nous avons une estimation plus forte, voir
VL >0,3C >0:p! < CL*M,,Vp e N

D’autre par, nous avons besion du lemme suivant dans la suite qui est une généralisation du

théoréme
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Lemme 2.2.1 Si la suite (My)pez, , vérifie (2.2.1), alors il exsite un élément ¢ de Ry (£2)

tel que,
|D%p(0) [> My, V]a|>1 (2.2.12)
Proposition 2.2.4 Soient (M,)pez, et (Np)pez, vérifiant (2.2.1), alors
Ry (Q) C Ry(2) si est seulement si M C N.
Preuve 2.2.5 La condition suffisante est trivial si
M, C N,, alors Ry(2) C Ry(92).

On montre Ry C Ry = M C N, pour cela, raisonnons par l'absude, supposons que M & N,

alors
VL>0,vC >0, I3peZ;, M,>CLP’N, (p=0,1,2,...)
Soit la fonction ¢ du lemme précidante et romplacant p par |«| obtient
VL>0,VC >0, IpecZ;, NVaeZ} avec |a] =p: | D*(0) |> My > CL*Nyy

Dot ¢ ¢ Rn(R™), par la contradiction on a Ry (Q2) C Ry ().



Chapitre 3

Comparaison des opérateurs différentiels

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions et propriétés sur les opérateurs diffé-
rentiel, puis nous obtenons la condition suffisante pour la comparaison entre les espaces des

vecteurs de Roumieu.

3.1 Opérateurs hypoelliptique

Définition 3.1.1 On dit que P(x, D) est hypoelliptique si pour tout ouvert @ C R™ et pour
toute u € D'(Q) on a

Pu e C®(Q) = u € C®(Q).

Pour les opérateurs difféerentiels a coeffcients constants, nous avons la caractérisation algé-

brique suivante.

Proposition 3.1.1 L’opérateur P(D) est hypoelliptique si seulement si

30 > 0,3y > 1,Va € 2", V¢ € R" - || 5 |[DP(C)| < C(1 + |P(Q)])

3.2 Opérateurs elliptique

Soit P(D) un polynéme d’ordre m sur R",

P(D)= ) a,D"

laj<m
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le polynéme

PO = Y au®

|a|=m
est appelé la partie principale du polynome P(D)

Définition 3.2.1 L’opératuer P(D) est elliptique si

Pn(¢) # 0, V¢ € R"\ {0}

Exemple 3.2.1 L’opératuer de Laplace

0? 0?
:a—x%—i-...-i-a—x%

A
est elliptique. En effet, sa partie principale est A(¢) = —|¢|* # 0.

Exemple 3.2.2 L’opératuer des ondes

n—1
0? 0?
Tl 57
j=1 "7 n
n'est pas elliptique, car sa partie principale est () = — Z;:ll Cjz + (2, s’anulle aux points ¢

tels que

n—1

Gi=D ¢ avec G, 0.

j=1
Une caractérisation algébrique des opérateurs elliptiques est la suivante.
Proposition 3.2.1 Un opérateur P(D) est elliptique, si et seulement si

AC>0:14+|¢|" < C(1+]|P()]), V¢ € R™

Maintenant, nous introduisons la condition (H) comme dans [2)].
3.2.1 Une classe des opérateurs différentiels

Définition 3.2.2 On note par H [’ensemble des opérateurs différentiels linéaires a coeffi-

cients constants P vérifiant la condition suivante

30 > 0,3y > deg P,Ya € Z" : |D°P(Q)| < C(1+ [P(O)])™ 5, V¢ € R (3.2.1)
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Exemple 3.2.3 Si P est un opérateur elliptique, alors P appartient a H pour v = deg P.

En effet, on sait que si P est un opérateur elliptique d’ordre m, alors
AC > 0,Y¢ € R™ : |¢|™ < C(1+|P(¢)]),

de plus D*P(() est d’ordre m — |a.

Preuve 3.2.1 En effet, d’aperés la proposition 3.2.1, st P est un opérateur elliptique d’ordre
m, alors

30 > 0,¥¢C e R™ : [¢|™ < C(1+|P(¢)])

Puisque D*P(() est d’ordre m — |a|, ainsi

[D*P(C)] < C"(1+ [¢]™ )

m—|a|

<1+ [PO))

<C"(1+|PEO)

Exemple 3.2.4 o Les opérateurs hypoelliptiques appartiennent a H, d’aprés la proposition
précédente. doctra
Si P est un opérateur hypoelliptique, alors P appartient a H : En effet, a partir de la propo-

sitton 3.1.1, nous pouvons obtenir [’estimation similaire
3C > 0,3d > 1,Ya € Z" Y€ € R" : (1 + |¢]) ¥ |D*P(€)] < C(1 + P(€)))
mais si deg P = m; alors il existe C" > 0 tel que
(14 [P()]) < C'(1 + €)™, ¥¢ € R,
ce qui donne avec ['estimation précédente, pour tous o € Z7 et{ € R"

ID*P(€)] < C(1+[PE))(1 + €)™ F
ol
<CT(1+|PE)) dm

Donc P satisfait (3.2.1) pour v = dm.
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3.3 Espaces des vecteurs Roumieu

Définition 3.3.1 Soit Q(D) un opérateur différentiel linéaire a coeffcients constants d’ordre

m sur R"™. L’espace des fonctions u € C*(2) telles que
VHcompact de ©,3C > 0,VI € Zy : ||Q"(D)ul|2(my < C' My,
noté Ry (), Q) est appelé espace des vecteurs Roumieu de Q(D).

Remarque 3.3.1 Si M, = p!*, avec s > 1, alors Ry (2, Q) est lespace des vecteurs Geuvrey
d’ordre s dans (2) qu’on note G(£, Q).

3.4 La Notion de ” plus faible que ”

Définition 3.4.1 Soient P(D) et Q(D) deux opérateurs diffrentiels linéaires a coeffécients
constants sur R™, on dit que P(D) est plus faible que Q(D) et on écrit P(D) < Q(D) si,
pour tout ouvert relativement compact 2 de R™, il existe une constante C' = C(P,Q,2,) >0

telle que
1Pvl]20) < CllQul|L2(), Vv € CF(Q)

Définition 3.4.2 On dit que P(D) et Q(D) sont de méme force si P < Q < P.

3.4.1 Quelques propriétés liées a la notion de ” plus faible que ”

Théoréme 3.4.1 Si P(D) est hypoelliptique et P(¢) < Q(C) < P({) alors Q(D) est hypoel-

liptique.

Théoréme 3.4.2 Si P et Q deuxr opérateurs différentiels de méme force et P € H alors

Q € H. De plus Q vérife aussi la condition (3.2.1) avec le méme v i.e y(P) = v(Q) et
deg(P) = deg(Q).

Définition 3.4.3 Soit P(z) un polynéme différeneiel a coefficients comlexes n de variables.

Notons

2

P(¢,t) = <Z 1P<“>(<>Pt2°"> teER,(eC
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en particulier on note

Proposition 3.4.1 Les assertions suivantes sont équivalantes.
1) P(D) est elliptique

2) P(D) plut fort que tout opératuere Q(D) d’ordre < m
Preuve 3.4.1 Si P(D) est eliptique, alors il existe C' > 0, tel que
Cl¢l™ < |Pn(Q)I*, V¢ € R™

en écrivant P,, = P+ (P, — P) on obtient

CI¢P™ < PO + [Pu(C) — PO + 2/P(O)||Pn(C) — P(Q)]

< PO+ Ci(1+ ¢

pour|C| > 25t on obtient

C
CIP™ < [P + €1+ SI¢P™,

donc
Cl¢PP™ < 2[P(¢)* + 2C,
alors
2 2C, +C
1 2m 1 p(F)22 1
I < ZIPPR + T

< Co(1+ PO

2e2CY). Pour |¢| < 22, la fonction LHEE™ oot bornée i.e 3C5 tel que

N o 2 |
ot Cy = max(g, T2

L+ [P < G| P(Q)]* < C5(1+P(Q))

d’ot

L+ ¢ < Cu(1+|P(O)J)
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ot Cy = max(Cy, C3). Soit Cy = Z|a|:m \P(a)(o‘z, alors

Cy 1 C'Cy
P < GG+ ZIPOP <

G (Co+POP)

ot C" = max(1, Cio) Donc

L+ [¢[*™ < CP(Q)

Soit deg Q(¢) < m alors Q(¢)* < Cu(1 + [¢[™™) < C5P(Q),

d’ou Q(C) < P(C)
Inversement, si p(D) n’était pas elliptique, alors il existe ( # 0 tel que P,,(¢) =0, d’ou

P(t¢) = t"Pp(C) + P (tO) + ... + Py(¢) = o(t™ 1), pour t — +o0
done P(t¢) = o(t™1,) pourt — +oo alors on penz trouver un polynéme homogene Q(C) # 0

de degré m,Q(t¢) = t™Q(() tel que la fonction % n'est pas borné, d’ou P(D) n’est pas

plut fort que l'opérateur Q(D).
3.4.2 Quelques notations
Pour tout ouvert borné w de R et 6 > 0, on pose
ws ={z € w,d(z,Cw) > 0}

Si felL? (w),u>0ett>0,on définit

loc

Nyt (f) = sup 6"[| f]|L2(ws)-
0<6<t

Sans perdre de généralité, on suppose que w est un ouvert borné de diameétre inferieur a 1,

et pour simplifier, on note N, ,:(f) = N,(f).

3.4.3 Estimations de base
L’estimation de base dtie & Hormander [19] est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.4.2 Soit w un ouvert borné de R™ et soit P € H, alors il existe C' > 0 tel

que.

Z N,_jo(P*u) < C (Ny(Pu) + |[ul|r2()) , Vu € C=(w). (3.4.1)
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La proposition suivante est 'analogue de | [20], proposition 4.2]

Proposition 3.4.3 Soit w un ouvert borné de R™ et soient P,QQ € H. Si Q < P, alors
3¢ >0
N,(Qu) < C (Ny(Pu) + ||ul|r2w)) , Yu € CP(w), (3.4.2)

avec 7y la constante pour laquelle P vérifie la condition (3.2.1).
Preuve 3.4.2 Supposons () < P, alors il existe C' > 0 tel que
||QU||L2(w) < C||PU||L2(W),V’U € CSO (343)

Soit v € Cgo(w%) vérifant p(x) = 1 dans ws,0 < (x) < 1 et

rewize ()

ot Cy, ne dépend que de n et a. (L’existence d’une telle fonction et donnée par le lemme 4.1

de [20]). D’aprés 3.4.3 on a pour tout u € C(w),
Q]2 (wd) < [|Q(pu)llrz, |
2
< CllP(eu)llzy)

D’aprés la formule de Leibniz P(pu) =Y L D%P®u, on obtient

J

C —le
e Z (
el <% (5) 1Pl

: (g)”zmla|<pau>
Z CoN, - joy (P )

multiplions les deux membres de cette inégalité par §7, on obtient

)

[N%

N,(Qu) <) CUN,_jo(P@u) < (max CY) el (P@u),

el

ce qui donne avec N, (Qu) < C (N, (Pu) + ||(u)|| 12 avec un autre constant C' > 0
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3.4.4 Comparaisan des espaces des vecteurs de Roumieu

Le théoréme suivant donne une condition suffsante pour la comparaison des vecteurs de

Roumieu.

Théoréme 3.4.3 Soit Q un ouvert de R™, (M,) une suite vérifant les conditions (2)-(4) et

soient Q, P € H tel que Q < P. Si en plus la suite (M,) satisfait

(p)? C M, (3.4.4)

RM(Q, P) - RM(Q, Q)
Preuve 3.4.3 D’apres (3.4.2) on a pour tout ouvert borné, w
Ny (Qu) < C (Ny(Po)+ || ullr2w)) » Vu € C®(w)
donc 3C(Q, P, diam$) > 0,Vt > 0,¥p > 0,Vv € C>®(w).
sup T|[(Po)|lrz, < sup T(Q0)| L2y
0<r<t @ptt) " o<rleqt
d’ou

Q| 2wty < C{NPOl 2wy + 110]| 2w }

et alors

Q]| 22w, +6) < CLIPY]|L2(w,) + 1710|220, 1> YU € CF(wp).

Ensuite, nous montrons par récurrence que : 3C' > 0, Vk > 1, ¥V > 0,

k |
ENY 4
1@ uliz < 3 () 1Pl v € €20 (3.45)
=0

Supposons que u € Ry (2, P), alors pour tout compact H de 2 il existe un ouvert w relative-

ment compact dans ) et § > 0 tels que

HCws CwCf
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Par conséquent 4B > 0,
|1 PY(D)ul|r2(0) < B My, 1=0,1, ...

Or kP < (km)km < (km)lek™, on obtient pour tout i < k

kY| PR (D)ul| g2y < BEM (km)™ M, _iym

im

My \
< B! ((km)kmdﬁ) Mg —iym

L) 1dgkmd = o
< pktt (%) ]\/[(kfi)m(j\/[km)m7

ce qui donne avec (3.4.4)
KPS (D)ullz < BE My (M) o (3.4.6)
D’autre part la suite (Mp)% est croissante. En particulier
Vh < p, (Mp)" < (M)".
En lappliquant pour h = km — m et p = km, on obtient

km—im

M(k—i)m S (Mkm> kem

ce qui donne avec (3.4.6)
KPR (DYul 2wy < BYF M.

Remplacant dans (3.4.5)

k

1
1Q | 2 (my < [ Q%ul| p2(s) < CF Z(f)(g)kmdBfﬂMkm < BN My,
=0

D’ouu € Ry (92, Q).

3.5 Conséquence

Corollaire 3.5.1 Soient P et ) deux opérateurs différentiels de la classe H et de meme

force.

‘ 7(p)
Nd < M, d=—" al Q. P)= QO
Si (pl)d < M,, avec deg(p)’ alors Ry (€2, P) = Ry (92, Q)



Remarque 3.5.1 Si P et () deux opérateurs différentiels de la classe H de méme force alors

v(P) =~(Q) et deg(P) = deg(Q) ce qui donne le résultat.

Corollaire 3.5.2 Si M, = p!°, le théoréme (3.4.3) coincide avec le théoréme de Newberger-

Zielezny dans une classe d’opérateurs hypoelliptique.
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