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Résumé

Dans ce travail, on tudie les rsultats l’existence et l’unicit des solutions pour les quations

diffrentielles fractionnaires avec la drive de Caputo-Katugampola. Ces rsultats sont tablies

en utilisant les thormes des point fixes de Leray-Schauder , de Krasnoselskii et le principe

de contraction de Banach. Un exemple illustratif est prsent pour valid les rsultats thoriques

obtenus.

Mots cls : Caputo-Katugampola, existence et unicit, point fixe.



Abstract

In this work, we study results on the existence and uniqueness of solutions for fractional

differential equations with the Caputo-Katugampola derivative. These results are established

using the Leray-Schauder and Krasnoselskii fixed point theorems and the Banach contraction

principle. An illustrative example is presented to validate the theoretical results obtained.

Key words : Caputo-Katugampola, existence and uniqueness, fixed point.



Introduction gnrale

Aujourd’hui, le calcul fractionnaire est un outil essentiel dans de nombreux domaines

scientifiques et techniques. Il permet de modliser des phnomnes avec des proprits de dpen-

dance non entires, ouvrant ainsi de nouvelles possibilits pour la comprhension et l’analyse

des systmes complexes. Le calcul fractionnaire continue d’tre une zone active de recherche,

avec de nouvelles applications et dveloppements thoriques en constante volution.

Les quations diffrentielles d’ordre fractionnaire constituent un outil efficace pour modliser

divers processus intervenant dans les sciences et l’ingnierie, pour plus de dtails vous pouvez

consulter [23], [28], [31]. Les drives d’ordre fractionnaire interpolent les drives d’ordre entier

en drives d’ordre rel (pas ncessairement fractionnaire) ou complexe. Il existe plusieurs types

de drives fractionnaires qui ne sont pas toujours quivalentes. La premire tentative de dvelop-

pement systmatique du calcul fractionnaire a t entreprise par Liouville (1832) et Riemann

(1847) dans la premire moiti du XIXe sicle, mme si des discussions sur les drives d’ordre

non entier avaient t entames depuis longtemps. Dans les annes 1870, Letnikov et Grunwald

ont utilis indpendamment une approche diffrente de celle de Riemann et Liouville pour la

dfinition de la drive et de l’intgrale d’ordre fractionnaire.

L’mergence du calcul fractionnaire, galement connu sous le nom de calcul des drives et

intgrales fractionnaires, a une histoire riche et complexe. Ses origines remontent aux travaux

pionniers de Newton et Leibniz sur le calcul diffrentiel et intgral au XVIIe sicle. Cependant,

ce n’est que plus tard, grce aux contributions de mathmaticiens tels que Liouville, Riemann,

Grunwald, Letnikov et Caputo, que le calcul fractionnaire a pris forme en tant que discipline

distincte. Liouville a introduit les drives fractionnaires gnralises, connues sous le nom de

drives de Riemann-Liouville, ouvrant ainsi de nouvelles perspectives pour la modlisation de

phnomnes non entiers. Les approches de Grunwald et Letnikov, bases sur des approximations

discrtes, ont facilit la rsolution numrique des quations diffrentielles fractionnaires. Caputo,
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quant lui, a propos la drive de Caputo, une alternative la drive de Riemann-Liouville qui

s’est rvle plus adapte la modlisation pratique.

Depuis ces dveloppements, le calcul fractionnaire a continu voluer et susciter un in-

trt croissant. De nouvelles dfinitions de drives fractionnaires ont merg, telles que la drive

de Katugampola et Caputo-Katugampola, qui offrent une approche diffrente et de nou-

velles perspectives pour rsoudre les problmes complexes. Vous pouvez consulter les rfrences

[18], [20], [21] pour plus de dtailles.

Ce document est organis en trois chapitres :

Dans le premire chapitre, nous commenons par exposer quelques notions d’analyse fonc-

tionnelle. Ensuite, nous mettons en vidence l’importance de certains thormes du point fixe

dans notre travail. Nous rappelons galement les dfinitions et les proprits essentielles de cer-

taines fonctions spciales, telles que la fonction Gamma et la fonction Bta. Enfin, dans la

dernire section, nous explorons les diffrentes approches des oprateurs fractionnaires.

Dans le deuxime chapitre, nous commenons par prsenter les dfinitions des oprateurs

fractionnaires gnraliss de Katagumbola, en mettant en vidence certaines de leurs proprits

essentielles qui jouent un rle majeur dans notre travail. Ensuite, nous clturons cette section

en exposant l’approche des drives fractionnaires de type Caputo-Katagumbola, tout en pr-

sentant quelques-unes de ses proprits.

Dans le troisime chapitre, nous nous consacrons l’tude des rsultats d’existence et d’unicit

de solutions pour un problme aux limites impliquant une quation diffrentielle fractionnaire

de type Caputo-Katagumbola. Cette quation est de la forme :{
Dα,ρ
a+u(t) = f(t, u(t)), t ∈ I = [a, b]

u(a) + u(b) = θ,

o CDα,ρ
a+ est la drive fractionnaire de type Caputo-Katagampola d’ordre α ∈ ]0, 1], f :

[a, b]× R −→ R est une fonction donne et θ un nombre rel.
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Chapitre 1

PRLIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous prsentons des notations, des dfinitions, des concepts prliminaires

et quelques notions d’analyse fonctionnelle qui seront utiliss par la suite dans ce mmoire.

Ces notions de base sont couramment abordes dans [13], [14], [23], [24], [28].

1.1 Notations et dfinitions

On a N un ensemble d’entiers naturels N = {1, 2, . . .} et N0 = {0, 1, 2, . . .}.
L’ensemble des nombres rels est not par R.

L’ensemble des nombres complexe est not par C.

Soit [a, b] (−∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini ou infini de R.

Définition 1.1.1 Soit n ∈ N0. On note par Cn ([a, b]) l’espace de fonctions f n−fois conti-

nuellement diffrentiables sur [a, b] avec la norme

‖f‖Cn([a,b]) =
n∑
k=0

sup
x∈[a,b]

∣∣f (k) (x)
∣∣ , n ∈ N0.

En particulier, pour n = 0, C0([a, b]) = C([a, b]) est l’espace de fonctions continues sur [a, b]

avec la norme

‖f‖C([a,b]) = sup
x∈[a,b]

|f (x)| .

Définition 1.1.2 Soit p ∈ R tel que 1 ≤ p ≤ +∞. On dsigne par Lp ([a, b]) lespace des
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classes dquivalence de fonctions de puissance p-intgrables sur [a, b] valeurs dans C :

Lp ([a, b]) =
{
f : [a, b]→ C, ‖f‖p <∞

}
avec

‖f‖p =

(∫
[a,b]

|f |p dx
) 1

p

, p < +∞

‖f‖∞ = ess sup
x∈[a,b]

|f (x)| .

Définition 1.1.3 On note par AC ([a, b]) lespace des fonctions absolment continues sur [a, b]

constitu des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue-sommables i .e :

f ∈ AC ([a, b])⇔ ∃ϕ ∈ L1 ([a, b]) tel que f(x) = c+

∫ x

a

ϕ(t)dt.

Définition 1.1.4 Soit n ∈ N. On note par ACn ([a, b]), l’espace de fonctions f : [a, b]→ R
qui ont des drives continues sur [a, b] jusqu lordre (n− 1) et telles f (n−1) ∈ AC ([a, b]) , i.e. :

ACn ([a, b])=
{
f : [a, b]→ R : f (k) ∈ C ([a, b]) , k∈{0, 1, ...,n−1} et f (n−1)∈AC ([a, b])

}
.

Pour ρ > 0, introduisons la notation δρ pour la drive dfinie par δρ := t1−ρ
d

dt
.

Définition 1.1.5 ACn
ρ [a, b], n ∈ N, ρ > 0 est l’espace des f : [a, b] → R qui ont des drives

δρ jusqu’ l’ordre (n− 1) et δn−1
ρ f est absolument continue sur [a, b] :

ACn
ρ [a, b] :=

{
f : [a, b]→ R : δn−1

ρ f ∈ AC[a, b], δρ = t1−ρ
d

dt

}
.

Remarque 1.1.1 Si ρ = 1 et n = 1, l’espace AC1
1 [a, b] concide avec AC[a, b].

L’espace ACn
ρ [a, b] est caractris par le rsultat suivant.

Définition 1.1.6 Soit (E, ‖.‖E) un espace vectoriel norm. Une application T : E → E est

dite :
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1. Lipschitzienne avec k > 0. Si pour tout x, y de E, nous avons :

‖Tx− Ty‖E ≤ k‖x− y‖E

La constante k est dite de Lipschitz.

2. Contractante si elle est k-Lipschitzienne avec 0 ≤ k < 1, ici k est appele constante de

contraction.

Définition 1.1.7 Soit T une application dans un espace vectoriel E dans lui mme. Un lment

x ∈ E est un point fixe de T si Tx = x.

Définition 1.1.8 Soit E et F deux espaces de Banach. Un oprateur continu T : E→ F est

dit compltement continu s’il transforme tout born de E en une partie relativement compacte

dans F.

Définition 1.1.9 Soient (E, dE) et (F, dF ) deux espaces mtriques. Une famille A de fonc-

tions continues de E dans F est dite quicontinue en x ∈ E si

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀f ∈ A ∀x′ ∈ E dE (x, x′) < δ ⇒ dF (f(x), f (x′)) < ε.

A est dite uniformment quicontinue si

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀f ∈ A ∀x, x′ ∈ E dE (x, x′) < δ ⇒ dF (f(x), f (x′)) < ε.

Théorème 1 (Ascoli− Arzel)
Soit E un espace compact. Si A est un sous-ensemble quicontinu et born de C(E), alors A
est relativement compact.

1.2 Thormes de Point Fixe

1.2.1 Alternative non linaire de Leray-Schauder.

L’alternative non linaire de Leray-Schauder est un outil puissant utilis dans l’analyse

fonctionnelle et la thorie des quations aux drives partielles. Elle permet de prouver l’existence

de solutions pour des problmes non linaires en tablissant l’existence d’un point fixe pour une
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application continue. Cette alternative trouve des applications dans de nombreux domaines,

tels que les problmes aux limites.

Théorème 1.1 (Leray-Schauder Nonlinear Alternative). Soit E un espace de Banach et

Ω ⊆ E un ensemble ferm et convexe. Supposons que K un sous-ensemble relativement ouvert

de Ω avec 0 ∈ K et que T : K̄ −→ Ω soit une application continue et compacte. Alors, soit

1. T a un poit fixe dans K̄, ou

2. Il existe x ∈ ∂K tel que x = λTx pour certains λ ∈ (0, 1).

Théorème 1.2 Soient E un espace de Banach et T : E → E un oprateur compltement

continu . Si l’ensemble V = {x ∈ E : x = µTx, 0 < µ < 1} est born, alors T admet au moins

un point fixe dans E.

1.2.2 Principe de Contraction de Banach

Le principe de contraction de Banach qui garantit l’existence d’un point fixe pour une

contraction est le plus connu des thormes de point fixe.

Théorème 1.3 Si E est un espace mtrique complet non vide, et T : E → E est un oprateur

contractant, alors T possde un unique point fixe x ∈ E

1.2.3 Théorème du point fixe de krasnoselskii

Théorème 1.4 Soit X un espace de Banach, Ω un sous-ensemble convexe ferm et born

de X et soit T1, T2 deux applications de Ω dans X telles que T1x + T2y ∈ Ω pour toute

paire x, y ∈ Ω. Si T1 est une contraction et T2 est compltement continue, alors l’quation

T1x+ T2x = x a une solution sur Ω.

1.3 Fonctions spciales

Dans cette section, nous prsentons certains des concepts de base lis aux fonctions spciales,

telles que la fonction Gamma et la fonction Beta qui ont un rle fondamental dans le calcul

fractionnaire. Pour plus de dtails sur ces fonctions, veuillez consulter.
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1.3.1 La fonction Gamma

Définition 1.3.1 Soit z ∈ C tel que Rez > 0. La fonction Γ(z) est dfinie par l’integrale

suivante :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt, (1.1)

Remarque 1.3.1 Lintgrale de Gamma converge absolument sur le demi-plan rel o x est

strictement positif

Quelques proprits de la fonction Γ(z) sont donnes par le thorme suivant :

Proposition 1.3.1 Pour tout z ∈ C avec Rez > 0

Γ(z + 1) = zΓ(z). (1.2)

En particulier, pour n ∈ N
Γ(n+ 1) = n! (1.3)

Dmonstration. Une simple intgration par parties dans le domaine Rez > 0, on obtient :

zΓ(z) =

∫ ∞
0

e−tztz−1dt

=
[
e−ttz

]∞
0
−
∫ ∞

0

−e−ttzdt

= 0 + Γ(z + 1)

= Γ(z + 1).

D’aprs la formule (1.2), on a

Γ(n+ 1) = nΓ(n)

= n(n− 1)Γ(n− 1)

= n(n− 1)(n− 2)Γ(n− 2)

= n(n− 1)(n− 2)(n− 3) . . . 3.2.1.Γ(1)

= n!Γ(1)

= n!.
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Exemple 1.3.1 Γ(1) = 1

Exemple 1.3.2 Calculons Γ(1).

Nous avons, d’aprs la dfinition (1.1),

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−tdt = −
[
e−t
]∞

0
= 1.

Proposition 1.3.2 Soit x > 0. La fonction Γ est donne par

Γ(x) = 2

∫ ∞
0

e−t
2

t2x−1 dt (1.4)

Dmonstration. Dans la dfinition (1.1), on pose t = u2, de sorte que dt = 2udu ; quand

t = 0, u = 0 et quand t =∞, u =∞, alors on obtient

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−u
2 (
u2
)x−1

2u du

= 2

∫ ∞
0

e−u
2

u2x−1 du

= 2

∫ ∞
0

e−t
2

t2x−1 dt

Proposition 1.3.3 Soit x, y > 0. On a∫ π/2

0

cos2x−1 θ sin2y−1 θdθ =
Γ(x)Γ(y)

2Γ(x+ y)
(1.5)

Dmonstration. Nous prouvons ce rsultat en considrant la double intgrale

I =

∫∫
R

exp
(
−t2 − u2

)
t2x−1u2y−1 dt du

Premirement, nous avons

I =

∫ ∞
t=0

∫ ∞
u=0

exp
(
−t2 − u2

)
t2x−1u2y−1 dt du

=

∫ ∞
0

e−t
2

t2x−1dt ·
∫ ∞

0

e−u
2

u2y−1 du

=
1

2
Γ(x) · 1

2
Γ(y) (en utilisant proposition 1.5.2)

=
1

4
Γ(x)Γ(y).

(1.6)
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Figure 1.1 –

Ensuite, on passe aux coordonnes polaires t = r cos θ, u = r sin θ. Alors on aura

I =

∫∫
R

exp
(
−r2 cos2 θ − r2 sin2 θ

)
(r cos θ)2x−1(r sin θ)2y−1r dr dθ

=

∫ ∞
r=0

∫ π/2

θ=0

e−r
2

r2x−1 cos2x−1 θr2y−1 sin2y−1 θr dr dθ

=

∫ ∞
0

e−r
2

r2(x+y)−1 dr

∫ π/2

0

cos2x−1 θ sin2y−1 θdθ

=
1

2
Γ(x+ y)

∫ π/2

0

cos2x−1 θ sin2y−1 θdθ

(1.7)

Les des deux formules (1.6) et (1.7) pour I conduit immdiatement au rsultat requis.

Proposition 1.3.4 On a

Γ

(
1

2

)
=
√
π

Dmonstration.

On pose x = y =
1

2
dans la formule (1.5), alors on obtient

∫ π/2

0

dθ =
Γ
(

1
2

)
Γ
(

1
2

)
2Γ(1)

=
1

2

{
Γ

(
1

2

)}2

,

(en utilisant le fait que Γ(1) = 1).
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En effectuant l’intgration sur le ct gauche, on obtient

π

2
=

1

2

{
Γ

(
1

2

)}2

d’o

Γ

(
1

2

)
=
√
π

1.4 La fonction Bta

Définition 1.4.1 Soit z, w ∈ C tels que Rez > 0 et Rew > 0. La fonction Bta, note B(z, w),

est dfinie par :

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt (1.8)

Proposition 1.4.1 Soit z, w ∈ C tels que Rez > 0 et Rew > 0. La fonction Bta est donne

par

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
(1.9)

Dmonstration. Posant t = cos2 θ dans la formule (1.8), alors dt = −2 cos θ sin θdθ ; gale-

ment, lorsque t = 0, cos θ = 0, donc θ = π/2 et quand t = 1, cos θ = 1 alors θ = 0. Par

consquent, nous avons :

B(z, w) =

∫ 0

π/2

(
cos2 θ

)x−1 (
sin2 θ

)y−1 · −2 cos θ sin θdθ

= 2

∫ π/2

0

cos2x−1 θ sin2y−1 θdθ

= 2
Γ(x)Γ(y)

2Γ(x+ y)

=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Proposition 1.4.2 La fonction Bta est symtrique i.e, pour tout z, w ∈ C tels que Rez,Rew >

0, on a

B(z, w) = B(w, z) (1.10)

Dmonstration. Ce rsultat est une consquence immdiate de la proposition (1.4.1).
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Proposition 1.4.3

(i) B(z + 1, z) =
z

z + w
B(z, w).

(ii) B(z, w + 1) =
w

z + w
B(z, w).

(1.11)

Dmonstration.

(i) On a

B(z + 1, w) =
Γ(z + 1)Γ(w)

Γ(z + 1 + w)
.

D’aprs la formule (1.2) de la proposition (1.3.1), on obtient

B(z + 1, w) =
zΓ(z)Γ(w)

(z + w)Γ(z + w)
.

En utilisant la formule (1.4.1) de la proposition (1.9), on trouve

B(z + 1, w) =
z

z + w

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)

=
z

z + w
B(z, w).

(ii) La dmonstration de cette proprit se fait de la mme mthode que (i).

1.5 Intgrales et drives fractionnaires

L’objectif de cette section est de prsenter quelques approches des intgrales et des drives

fractionnaire les plus importantes y compris leurs proprits, pour plus de dtailles sur ces

approches voir [23, 28, 31, 33].

1.5.1 Intgrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.5.1 Soit α > 0. L’oprateur Iαa+ dfini sur L1 [a, b] par

Iαa+f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)(α−1)f(s)ds, t > a. (1.12)

est appel intgral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α.

Proposition 1.5.1 Soit α > 0 et f ∈ L1 [a, b]. Alors l’intgrale Iαf(t) existe. De plus,

Iαf ∈ L1 [a, b] .
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Exemple 1.5.1 Obtenons la semi-intgration de f(x) =
√
x. On a

I
1/2
0

(√
x
)

=
1

Γ
(

1
2

) ∫ x

0

√
y(x− y)(

1
2)−1 dy

=
1

Γ
(

1
2

) ∫ x

0

y√
xy − y2

dy

=
1

Γ
(

1
2

) ∫ x

0

y√
x2

4
− y2 − x2

4
+ 2x

(
y
2

)dy

=
1

Γ
(

1
2

) ∫ x

0

y
x2

4
−
(
y − x

2

)2 dy

(1.13)

Dans (2.13), posons y = 1
2
(x+x sin θ), alors on obtient dy =

(
x
2

)
(cos θ)dθ et pour y = 0,

on a θ = −π
2
, et pour y = x on trouve θ = π

2
. Avec ces valeurs, nous obtenons les tapes

suivantes :

I
1/2
0

(√
x
)

=
1

Γ
(

1
2

) ∫ π/2

−π/2

(
1
2

)√
x2

4
− x2

4
sin2 θ

(x
2

)
(cos θ)dθ

=
1

Γ
(

1
2

) ∫ π/2

−π/2

(
1

2

)
(x+ x sin θ)dθ

=
1

2
(
Γ
(

1
2

)) [xθ − x cos θ]
θ=π

2

θ=−π
2

=
πx

2
(
Γ
(

1
2

))
=

√
π

2
x

Proposition 1.5.2 Les oprateurs {Iαa : L1[a, b]→ L1[a, b], α ≥ 0} forment un semi-groupe

commutatif. L’oprateur identit I0
a est l’lment neutre de ce semi-groupe.

1.6 Drive fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Aprs avoir tabli les proprits fondamentales des oprateurs intgraux de Riemann-Liouville,

nous allons prsenter les oprateurs diffrentiels correspondants.

Définition 1.6.1 Soit f une fonction intgrable sur [a, b] et α ≥ 0. La drive fractionnaire de

14



Riemann-Liouville d’ordre α de la fonction f est dfinie par :

RLDα
a+f(t) =

(
d

dt

)n (
In−αf(t)

)
=

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ, n− 1 < α < n, n ∈ N
(1.14)

Remarque 1.6.1 Si f ∈ Cn ([a, b]) et α = n ∈ N, alors

RLDn
a+f(t) = fn(t). (1.15)

Si α = 0, alors
RLD0

a+f(t) = f(t). (1.16)

1.7 Drive fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.7.1 Soit f ∈ ACn ([a, b]) et α > 0. La drive fractionnaire de Caputo d’ordre

α est dfinie comme suit

CDα
a+f(t) = In−α

(
d

dt

)n
f(t)

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ, n− 1 < α < n, n ∈ N
(1.17)

Remarque 1.7.1 On tenant compte de la dfinition (2.1), on a :

cDα
a+f(t) := (In−αa+ Dn f)(t) (1.18)

En particulier, si 0 < α < 1, on a

cDα
a+f(t) := (I1−α

a+ D1 f)(t) (1.19)

o

Dn =
dn

dtn
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1.8 Intgrale Fractionnaire au Sens de Hadamard

Définition 1.8.1 Soit f une fonction continue sur [a, b] et α > 0. Lintgrale fractionnaire

dordre α au sens de Hadamard de f est dfinie par

Jαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(
log

t

s

)α−1

f(s)
ds

s
; t > a. (1.20)

1.9 Drive Fractionnaire au Sens de Hadamard

Définition 1.9.1 Soit f ∈ ACn[a, b] et α > 0. La drive fractionnaire au sens de Hadamard

de la fonction f est donne par :

Dα
a f(t) = δnJn−αa f(t)

=
1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(
log

t

s

)n−α−1

f(s)
ds

s
, n = [α] + 1.

(1.21)

o δ = t
d

dt
.

1.10 Drive Fractionnaire au Sens de Caputo-Hadamard

Définition 1.10.1 Soit f ∈ ACn[a, b] et α > 0. La drive fractionnaire au sens de Caputo-

Hadamard de la fonction f est donne par :

CHDα
a f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
log

t

s

)n−α−1

δnf(s)
ds

s
. (1.22)
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Chapitre 2

Oprateurs Fractionnaires de

Katagumpola

2.1 Introduction

En 2011, Udita N. Katugampola a introduit (voir [18], [20], [21]) de nouveaux oprateurs

fractionnaires, qui ont t nomms d’aprs son nom de famille, c’est--dire l’intgrale fractionnaire

de Katugampola et la drive fractionnaire de Katugampola. Ces oprateurs dpendent de d’un

paramtre supplmentaire ρ > 0, qui, en prenant ρ → 0+ , se rduisent aux oprateurs frac-

tionnaires de Hadamard, et pour le paramtre ρ = 1 deviennent les oprateurs fractionnaires

de Riemann-Liouville. Grce cela, l’utilisation des oprateurs fractionnaires de Katugampola

simplifie la thorie. Si nous prouvons quelque chose pour la drive de Katugampola, nous ob-

tenons ce fait la fois pour la drive de Riemann-Liouville et la drive de Hadamard. De nos

jours, ces oprateurs sont de plus en plus populaires. La drive fractionnaire de Katugampola

est largement discute dans la littrature. Elle trouve des applications dans des domaines tels

que la thorie des probabilits [4], akkurt2015generalizedla thorie des ingalits [10], les quations

diffrentielles [17], [19], [35], les transformes de Mellin [21], le principe du maximum [9].

Dans ce chapitre, nous donnons les dfinitions des intgrales fractionnaires de Katugampola

et des drives fractionnaires sur un intervalle positif fini de la droite relle [a, b](0 < a < b <∞).
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2.2 Intgrale fractionnaire de Katugampola

Définition 2.2.1 Soit n ∈ N, n − 1 < α < n, ρ > 0, 0 < a < b < ∞ et f : [a, b] → R une

fonction intgrable. L’oprateur

J α,ρ
a+ f(t) =

ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)1−αf(τ)dτ, b < t < a (2.1)

est appele intgrale de Katugampola d’ordre fractionnaire α, condition qu’elle existe.

Remarque 2.2.1 En particulier, pour ρ = 1 et pour ρ→ 0+

J α,1
a+ f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)1−αdτ

lim
ρ→0+

J α,ρ
a+ f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(
log

t

τ

)α−1

f(τ)
dτ

τ

nous obtenons respectivement l’intgrale fractionnaire de Riemman-Liouville et l’intgrale frac-

tionnaire de Hadamard.

et

J n,1
a+ f(t) =

∫ t

a

∫ t1

a

∫ t2

a

· · ·
∫ tn−1

a

f(τ)dτdtn−1 . . . dt1, n ∈ N

Nous allons maintenant prsenter un exemple qui montre que les oprateurs fractionnaires

intgraux de Katugampola sur les fonctions puissances donnent des fonctions puissances.

Exemple 2.2.1 Si α > 0, ρ > 0 et λ > −1 alors

J α,ρ
a+

(
tρ − aρ

ρ

)λ
=

Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ α + 1)

(
tρ − aρ

ρ

)α+λ

.

2.3 Proprits

L’intgrale fractionnaire de Katugampola satisfait de nombreuses proprits importantes,

notamment la linarit, la bornitude dans l’espace Lp et la proprit de semi-groupe.

Proposition 2.3.1 L’intgrale fractionnaire de Katugampola est linaire.
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Dmonstration. Soient f, g deux fonctions intgrables et λ, γ ∈ R. On a

J α,ρ
a+ (λf + γg) (t) =

ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)1−α

(
λf + γg

)
(τ)dτ

=
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)1−α

(
λf(τ) + γg(τ)

)
dτ

= λ
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)1−αf(τ)dτ + γ
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)1−α g(τ)dτ

= λJ α,ρ
a+ f(t) + γJ α,ρ

a+ g(t).

Proposition 2.3.2 Soit α > 0, β > 0, ρ > 0 et f ∈ L [a, b],

J α,ρ
a+ J

β,ρ
a+ f(t) = J α+β,ρ

a+ f(t) (2.2)

Dmonstration. 1 Par dfinition de l’intgrale fractionnaire de Katugampola, puis en chan-

geant l’ordre d’intgration, nous obtenons le rsultat suivant

J α,ρ
a+ J

β,ρ
a+ f(t) =

ρ1−α−β

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

sρ−1f(s)

∫ t

s

ρτ ρ−1

(tρ − τ ρ)1−α (τ ρ − sρ)1−β dτds.

Subtitutions u = τρ−sρ
tρ−sρ dans l’intgrale intrieure donne

J α,ρ
a+ J

β,ρ
a+ f(t) =

ρ1−α−β

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

sρ−1f(s) (tρ − sρ)α+β−1

∫ 1

0

uβ−1(1− u)α−1duds.

En utilisant la dfinition de la fonction Beta et sa proprit, on obtient2.2

Prouvons maintenant que l’intgrale fractionnaire de Katugampola est borne dans l’espace

des fonctions continues.

Proposition 2.3.3 L’oprateur Iα,ρa+ est linaire et born de C([a, b]) C([a, b]), c’est--dire,

‖Iα,ρa+ x‖C ≤ Kα,ρ‖x‖C , avec Kα,ρ =
ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α (2.3)
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Dmonstration. Pour tout f dans C([a, b]), on a∣∣∣∣ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)1−αf(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ ρ1−α

Γ(α)
‖f‖C

∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)1−αdτ

≤ ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α ‖f‖C

(2.4)

Lemme 2.3.1 Soit α > β > 0, ρ > 0 et f ∈ L[a, b] alors

Dβ,ρ
a+ I

α,ρ
a+ f(t) = Iα−β,ρa+ f(t), a < t < b. (2.5)

Dmonstration. Soit n = [β] + 1. En utilisant les dfinitions des oprateurs fractionnaires de

Katugampola, on obtient

Dβ,ρ
a+ I

α,ρ
a+ f(t) = δnρ I

n−β,ρ
a+ Iα,ρa+ f(t)

= δnρ I
n,ρ
a+ I

α−β,ρ
a+ f(t),

ce qui achve la dmonstration, car δnρ I
n,ρ
a+ f(t) = f(t),.

2.4 Drive fractionnaire de Katugampola

L’intgrale (2.1) nous permette de dfinir la drive fractionnaire gnralise correspondantes.

Nous ne dfinissons ici que des drives de type Riemann-Liouville.

Définition 2.4.1 Soit n ∈ N, ρ > 0, 0 < a < b <∞, n− 1 < α < n. L’oprateur

Dα,ρ
a+ f(t) = δnρ I

n−α,ρ
a+ f(t)

=
ρα−n+1

Γ(n− α)

(
t1−ρ

d

dt

)n ∫ t

a

τ ρ−1f(τ)

(tρ − τ ρ)α−n+1
dτ

(2.6)

pour t ∈ [a, b] est appele la drives de Katugampola d’ordre fractionnaire α, condition qu’elle

existe.
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Remarque 2.4.1 Si 0 < α < 1, alors

Dα,ρ
a+ f(t) =

ρα

Γ(1− α)
t1−ρ

d

dt

∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)α
f(τ)dτ (2.7)

La formule (2.7) peut s’crire sous la forme suivante :

Dα,ρ
a+ f(t) = t1−ρ

d

dt
I1−α,ρ
a+ f(t).

Remarque 2.4.2 En particulier, pour ρ = 1 et pour ρ→ 0+

Dα,1
a+ f(t) =

(
d

dt

)n
1

Γ(n− α)

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ

lim
ρ→0+

Dα,ρ
a+ f(t) =

1

Γ(n− α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(
log

t

τ

)n−α−1

f(τ)
dτ

τ

(2.8)

nous obtenons la drive fractionnaire de Rieman-Liouville et la drive fractionnaire de Hada-

mard, respectivement.

En outre,

D0,ρ
a+f(t) = f(t).

Si α = n ∈ N, alors

Dn,ρ
a+f(t) = δn+1

ρ I1,ρ
a+f(t) =

(
t1−ρ

d

dt

)n+1 ∫ t

a

τ ρ−1f(τ)dτ = δnρ f(t)

L’exemple suivant donne les drives de Katugampola de certaines fonctions spcifiques.

Exemple 2.4.1 Soient α > 0, ρ > 0, a > 0 et λ > α− 1. Alors

Dα,ρ
a+

(
tρ − aρ

ρ

)λ
=

Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ 1− α)

(
tρ − aρ

ρ

)λ−α
(2.9)

Soit λ > α− 1, alors, par dfinition de la drive fractionnaire de Katugampola, on a

Dα,ρ
a+

(
tρ − aρ

ρ

)λ
=

ρα−n+1

Γ(n− α)

(
t1−ρ

d

dt

)n ∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)α−n+1

(
τ ρ − aρ

ρ

)λ
dτ

La substitution u =
τ ρ − aρ

tρ − aρ
, nous donne
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Dα,ρ
a+

(
tρ − aρ

ρ

)λ
=

ρα−n−λ

Γ(n− α)

(
t1−ρ

d

dt

)n
(tρ − aρ)λ+n−α

∫ 1

0

uλ(1− u)n−α−1du

Par le principe de l’induction mathmatique, nous obtenons la formule

Dα,ρ
a+

(
tρ − aρ

ρ

)λ
=

Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ 1 + n− α)
(λ− α + n)

(
t1−ρ

d

dt

)n−1(
tρ − aρ

ρ

)λ−α+n−1

=
Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ 1 + n− α)
(λ− α + n)(λ− α + n− 1)

(
t1−ρ

d

dt

)n−2(
tρ − aρ

ρ

)λ−α+n−2

= . . .

=
Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ 1 + n− α)
(λ− α + n) . . . (λ− α + 2)

(
t1−ρ

d

dt

)(
tρ − aρ

ρ

)λ−α+1

=
Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ 1− α)

(
tρ − aρ

ρ

)λ−α
Comme dans le cas des drives classiques, les oprateurs gnraliss satisfont galement la proprit

de linarit

Proposition 2.4.1 Soit n− 1 < α < n, (n = [α] + 1), ρ > 0 et f, g ∈ Cn([a, b] ,R). Alors

Dα,ρ
a+ (f + g) = Dα,ρ

a+ f +Dα,ρ
a+ g.

Dmonstration. Le rsultat dcoule de l’intgration directe.

Le rsultat suivant montre que, pour certaines classes de fonctions, la drive fractionnaire de

Katugampola est l’oprateur inverse gauche de l’intgrale fractionnaire de Katugampola.

Proposition 2.4.2 Soient 0 < α < 1, ρ > 0 et f ∈ L1[a, b], alors

Dα,ρ
a+ I

α,ρ
a+ f(t) = f(t) (2.10)
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Dmonstration. Par la dfinition des oprateurs fractionnaires de Katugampola et leurs pro-

prit de semi-groupe, on a

(
ρDαa+

ρIαa+

)
f(t) =

ρα

Γ(1− α)

(
t1−ρ

d

dt

)∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)α
· ρ

1−α

Γ(α)

∫ τ

a

sρ−1f(τ)

(τ ρ − sρ)1−αdsdτ,

=
ρ

Γ(1− α)Γ(α)

(
t1−ρ

d

dt

)∫ x

a

f(s)sρ−1

∫ t

s

(τ ρ − sρ)α−1

(tρ − τ ρ)α
τ ρ−1dτds,

=
ρ

Γ(1− α)Γ(α)

(
t1−ρ

d

dt

)∫ t

a

f(s)sρ−1ds · Γ(1− α)Γ(α)

ρ
,

= f(t).

Nous montrons maintenant que la drive fractionnaire de Katugampola n’est pas l’inverse

droit de l’intgrale fractionnaire de Katugampola.

Lemme 2.4.1 Soit n− 1 < α < n, n ∈ N, ρ > 0, In−α,ρa+ f ∈ ACn
ρ [a, b], alors

Iα,ρa+D
α,ρ
a+ f(t) = f(t) +

n−1∑
i=0

c̃i

(
tρ − aρ

ρ

)i−n+α

o c̃i sont des constantes relles.

Dmonstration. De la dfinition de l’espace ACn
ρ [a, b] and Lemma 3.1, on peut rcrire l’hy-

pothse In−α,ρa+ f ∈ ACn
ρ [a, b] comme

δn−1
ρ In−α,ρa+ f(t) = c+

∫ t

a

ϕ(τ)dτ (2.11)

et

In−α,ρa+ f(t) =
n−1∑
i=0

ci

(
tρ − aρ

ρ

)i
+

1

(n− 1)!

∫ t

a

(
tρ − τ ρ

ρ

)n−1

ϕ(τ)dτ (2.12)

o ci sont des constantes relles et ϕ ∈ L[a, b].

En appliquant l’oprateur δρ dans la formule (2.11), on obtient

Dα,ρ
a+ f(t) = t1−ρϕ(t).
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En consquence

Iα,ρa+D
α,ρ
a+ f(t) = Iα,ρa+

[
t1−ρϕ(t)

]
(2.13)

D’autre part, en appliquant l’oprateur Dn−α,ρ
a+ aux deux cts de (2.12), on trouve

f(t) =
n−1∑
i=0

ciD
n−α,ρ
a+

(
tρ − aρ

ρ

)i
+

1

(n− 1)!
Dn−α,ρ
a+

(∫ t

a

(
tρ − τ ρ

ρ

)n−1

ϕ(τ)dτ

) (2.14)

D’aprs (5), on a

Dn−α,ρ
a+

(
tρ − aρ

ρ

)i
=

Γ(i+ 1)

Γ(i+ 1− n+ α)

(
tρ − aρ

ρ

)i−n+α

. (2.15)

De plus, on a

Dn−α,ρ
a+

(∫ t

a

(
tρ − τ ρ

ρ

)n−1

ϕ(τ)dτ

)

= δρI
1−n+α,ρ
a+

[∫ t

a

(
tρ − τ ρ

ρ

)n−1

ϕ(τ)dτ

]

=
ρ−α

Γ(1− n+ α)
δρ

(∫ t

a

ϕ(s)

∫ t

s

ρτ ρ−1 (τ ρ − sρ)n−1

(tρ − τ ρ)n−α
dτ

)
.

(2.16)

Substitut u = τρ−sρ
tρ−sρ , nous donne

Dn−α,ρ
a+

(∫ t

a

(
tρ − τ ρ

ρ

)n−1

ϕ(τ)dτ

)

=
ρ−α

Γ(1− n+ α)
δρ

(∫ t

a

ϕ(s) (tρ − sρ)α
∫ 1

0

un−1(1− u)α−nduds

)
.

(2.17)

En utilisant les proprits des fonctions Bta et Gamma, nous obtenons

Dn−α,ρ
a+

(∫ t

a

(
tρ − τ ρ

ρ

)n−1

ϕ(τ)dτ

)
=
ρ−αΓ(n)

Γ(α + 1)
δρ

(∫ t

a

ϕ(s) (tρ − sρ)α ds
)

= Γ(n)Iα,ρa+

(
t1−ρϕ(t)

)
.

(2.18)
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En substituant (2.15) et (2.18) dans (2.14) on obtient

f(t) =
n−1∑
i=0

ci
Γ(i+ 1)

Γ(i+ 1− n+ α)

(
tρ − aρ

ρ

)i−n+α

+ Iα,ρa+

(
t1−ρϕ(t)

)
. (2.19)

Vu les formules (2.13) et (2.19), la preuve est acheve.

Remarque 2.4.3 Si 0 < α < 1. Alors

Iα,ρ0 Dα,ρ
0 u(t) = u(t) + ctρ(α−1). (2.20)

Le lemme (2.4.1) permet de trouver une solution gnrale l’quation fractionnaire suivante

Dα,ρ
a+u(t) = 0 (2.21)

where α, ρ sont deux constantes relles positives.

Lemme 2.4.2 Soit α, ρ > 0, n = [α] + 1. L’quation diffrentielle fractionnaire (2.21) a une

solution gnrale de la forme

u(t) =
n∑
j=1

cj

(
tρ − aρ

ρ

)α−j
o cj sont des constantes relles arbitraires.

2.5 Drive fractionnaire de Caputo-Katugampola

Dans cette section, nous introduisons la drive fractionnaire de type Caputo en utilisant

une modification de type Caputo de la drive fractionnaire de Katugampola. Ensuite, nous

prsentons un thorme montrant que, deux limites appropries, cette drive fractionnaire de type

Caputo retrouve les drives fractionnaires de Caputo et de Caputo-Hadamard. Rcemment,

Almeida et al. [6] et Jarad et al. [17] ont prsent un nouveau type d’oprateur fractionnaire,

qui rcupre les drives fractionnaires de Caputo et de Caputo-Hadamard.
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Définition 2.5.1 Soient α, ρ ∈ R, α /∈ N, α > 0, n = [α]+1 et ρ > 0. La drive fractionnaires

de type Caputo-Katugampola est dfinie, pour ϕ ∈ ACn
ρ [a, b], par :

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) =

ρ1−n+α

Γ(n− α)

∫ x

a

tρ−1

(xρ − tρ)1−n+α

(
t1−ρ

d

dt

)n
ϕ(t)dt,

=
(
J n−α,ρ
a+ δnρϕ

)
(x)

(2.22)

Remarque 2.5.1 Si α ∈ N0, alors
(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) est donne par

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) = δnρϕ(x).

En particulier,

(
cD0,ρ

a+ϕ
)

(x) = ϕ(x)

Proposition 2.5.1 Soit α, ρ ∈ R+ avec α /∈ N. Si ϕ, ψ ∈ ACn
ρ [a, b], alors :

(
cDα,ρa+ (ϕ+ ψ)

)
(x) =

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) +

(
cDα,ρa+ ψ

)
(x).

Dmonstration. Le rsultat est une consquence directe de la linarit des oprateurs intgraux.

Exemple 2.5.1 Soient α, β, ρ ∈ R, α, ρ > 0, (β − αρ) > 0 et ϕ(t) = tβ. Alors

(
cDα,ρa+ t

β
)

(x) =


Γ(βρ+1)

Γ(βρ−α+1)
ραxβ−αρ, α > 0,

(
α− β

ρ

)
/∈ N,

0, α > 0,
(
α− β

ρ

)
∈ N.

En effet,

(
cDα,ρ0+ t

β
)

(x) =
ρ1−n+α

Γ(n− α)

∫ x

0

tρ−1

(xρ − tρ)1−n+α

(
t1−ρ

d

dt

)n
tβdt, x > a (2.23)

avec n = [α] + 1. Puisque

(
t1−ρ

d

dt

)n
tβ = β(β − ρ)(β − 2ρ) · · · (β − (n− 1)ρ)tβ−nρ = ρn

Γ
(
β
ρ

+ 1
)

Γ
(
β
ρ
− n+ 1

)tβ−nρ, (2.24)

nous substituons (2.24) dans (2.23), on obtient
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(
cDα,ρ0+ t

β
)

(x) =
ρ1+α

Γ(n− α)

Γ
(
β
ρ

+ 1
)

Γ
(
β
ρ
− n+ 1

) ∫ x

0

tβ+(1−n)ρ−1

(xρ − tρ)1−n+αdt

En utilisant le changement de variable u = tρ/xρ, on trouve

(
cDα,ρ0+ t

β
)

(x) =
ρ1+α

Γ(n− α)

Γ
(
β
ρ

+ 1
)

Γ
(
β
ρ
− n+ 1

)ρ−1xβ−αρ
∫ 1

0

u
β
ρ
−n(1− u)n−α−1du︸ ︷︷ ︸
B(βρ−n+1,n−α)

,

o B(·, ·) est la fonction bta. D’aprs la relation entre la fonction gamma et la fonction bta,

donne par (1.9), il en rsulte

(
cDα,ρ0+ t

β
)

(x) =
Γ
(
β
ρ

+ 1
)

Γ
(
β
ρ
− α + 1

)ραxβ−αρ
Le thorme suivant montre que, partir de la dfinition de drives Katugampola d’ordre arbi-

traire, avec une modification de type Caputo, il est possible de retrouver, en tant que cas

particuliers, la fois les drives de Caputo et de Caputo-Hadamard.

Théorème 2.1 Soient α, ρ ∈ R, α, ρ > 0, α /∈ N, n = [α] + 1 et ϕ ∈ ACn
ρ [a, b]. Alors,

lim
ρ→1

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) = (cDαa+ϕ) (x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1ϕ(n)(t)dt, x > a (2.25)

lim
ρ→0+

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) =

(
CHDαa+ϕ

)
(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(
ln
x

t

)n−α−1

δnϕ(t)dt, x > a (2.26)

o δn =
(
t d
dt

)n
.
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Dmonstration. Tout d’abord, nous montrons(2.25). En utilisant (2.22) et le thorme de la

convergence domine [32], on a

lim
ρ→1

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) = lim

ρ→1

{
ρ1−n+α

Γ(n− α)

∫ x

a

tρ−1

(xρ − tρ)1−n+α

(
t1−ρ

d

dt

)n
ϕ(t)dt

}
=

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1ϕ(n)(t)dt

= (cDαa+ϕ) (x),

o ϕ(n)(t) =
(
d
dt

)n
ϕ(t).

Maintenant, nous montrons (2.26). Nous utilisons (2.22), le thorme de la convergence domine

[32] et la rgle de L’Hpital, on obtient

lim
ρ→0+

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) = lim

ρ→0+

{
ρ1−n+α

Γ(n− α)

∫ x

a

tρ−1

(xρ − tρ)1−n+α

(
t1−ρ

d

dt

)n
ϕ(t)dt

}
=

1

Γ(n− α)

∫ x

a

lim
ρ→0+

tρ−1

(
xρ − tρ

ρ

)n−α−1(
t1−ρ

d

dt

)n
ϕ(t)dt

=
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(
ln
x

t

)n−α−1

δnϕ(t)
dt

t

=
(
CHDαa+ϕ

)
(x).

2.6 Relation entre les drives fractionnaires de Kata-

gumbola et les drives de type Caputo-Katagumbola

Dans cette section, nous prsentons la relation entre les drives fractionnaires de Kata-

gumbola et les drives fractionnaires de type Caputo-Katagumbola, et nous rcuprons des cas

particuliers.

Théorème 2.2 Soient α, ρ ∈ R tels que α > 0, n = [α] + 1, ρ > 0 et ϕ ∈ ACn
ρ [a, b].

La relation entre la drive fractionnaire de Katagumbola et la drive fractionnaire de type

Caputo-Katagumbola est donne par l’expression suivante :

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) =

(
Dα,ρa+ ϕ

)
(x)−

n−1∑
k=0

δkρϕ(a)

Γ(k − α + 1)

(
xρ − aρ

ρ

)k−α
(2.27)
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En particulier, lorsque 0 < α < 1, l’quation (2.27) prend la forme suivante :

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) =

(
Dα,ρa+ ϕ

)
(x)− ϕ(a)

Γ(1− α)

(
xρ − aρ

ρ

)−α
.

Dmonstration. Nous considrons la drive fractionnaire de Katagumbola donne par

(
Dα,ρa+ ϕ

)
(x) = δnρ

(
J n−α,ρ
a+ ϕ

)
(x).

We write ϕ(t) explicitly as given by (3.3), and using the results of Property 3.4, we have

(ρDαa+ϕ) (x) = δnρ

(
J n−α,ρ
a+

[(
J n,ρ
a+ δ

n
ρϕ
)

(t) +
n−1∑
k=0

δkρϕ(a)

k!

(
tρ − aρ

ρ

)k])
(x)

=
(
δnρJ

n−α,ρ
a+ δnρϕ

)
(x) + δnρ

n−1∑
k=0

δkρϕ(a)

k!
ρ−k

(
J n−α,ρ
a+ (tρ − aρ)k

)
(x)

=
(
J n−α,ρ
a+ δnρϕ

)
(x) +

n−1∑
k=0

δkρϕ(a)
ρα−n−k

Γ(n− α + k + 1)
δnρ

[
(xρ − aρ)k+n−α

]
=
(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) +

n−1∑
k=0

δkρϕ(a)

Γ(k − α + 1)

(
xρ − aρ

ρ

)k−α
.

Cette dernire expression nous donne l’expression (2.27).

Remarque 2.6.1 Lorsque ρ→ 1 dans (2.27), on obtient

lim
ρ→1

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) = (cDαa+ϕ) (x) =

(
RLDαa+ϕ

)
(x)−

n−1∑
k=0

ϕ(k)(a)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α.

D’autre part, si ρ→ 0 dans la relation (2.27), on trouve

lim
ρ→0

(
cDα,ρa+ ϕ

)
(x) =

(
CHDαa+ϕ

)
(x) = (Dαa+ϕ) (x)−

n−1∑
k=0

δkϕ(a)

Γ(k − α + 1)

(
ln
x

a

)k−α
Par consquent, lorsque ρ→ 1, nous retrouvons la relation entre la drive fractionnaire de

Caputo et la drive fractionnaire de Riemann-Liouville. D’autre part, lorsque ρ → 0, nous
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retrouvons la relation entre la drive fractionnaire de Hadamard et la drive fractionnaire au

sens de Caputo-Hadamard.

Le rsultat suivant est essentiel pour rsoudre les quations diffrentielles fractionnaires o inter-

vient la drive de Caputo-Katugampola.

Lemme 2.6.1 Soient α ∈ ]n− 1, n[ , ρ > 0 et f ∈ Cn [a, b]. Alors,

Iα,ρ cDα,ρf(t) =f(t) + c0 + c1

(
tρ − aρ

ρ

)
+ c2

(
tρ − aρ

ρ

)2

+ . . .+ cn−1

(
tρ − aρ

ρ

)n−1

,

et
cDα,ρIα,ρf(t) = f(t)

avec ck ∈ R, k = 0, 1, . . . , n− 1.

La relation entre les oprateurs de Katugambola ( intgrales et drives) et les oprateurs frac-

tionnaires traditionnels peut tre illustre par le diagramme suivant :
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Chapitre 3

Problme aux limites fractionnaire de

type Caputo-Katugampola

3.1 Introduction

Les quations de Caputo-Katagumbola sont un type particulier d’quations diffrentielles

fractionnaires qui gnralisent les drives de Caputo traditionnelles. L’tude des quations de

Caputo-Katagumbola prsente des dfis mathmatiques intressants et fait l’objet de nombreuses

recherches afin de comprendre leur comportement, d’tablir des rsultats d’existence et d’uni-

cit de solutions, et d’analyser leurs proprits. Pour plus de dtails sur ce type d’quations, nous

nous rfrons aux [17], [18], [29], [35] et les rfrences qui y sont cites.

Dans ce chapitre, nous tudions les conditions suffisantes d’existence et d’unicit des solu-

tions de l’quation diffrentielle fractionnaire de Caputo-Katagumbola suivant :{
cDα,ρ

a+u(t) = f(t, u(t)), t ∈ I = [a, b]

u(a) + u(b) = θ,
(3.1)

o CDα,ρ
a+ est la drive fractionnaire de Caputo-Katagampola d’ordre α ∈ ]0, 1], f : [a, b]×

R −→ R est une fonction donne et θ un nombre rel.

31



3.2 Thormes d’existence et d’unicit

Dans cette section, nous prsentons les rsultats d’existence et d’unicit du problme aux

limites fractionnaire 3.1 avec les drives fractionnaires de Caputo-Katagampola.

Dans le lemme suivant on donne la solution intgrale du problme linaire associe (3.1).

Lemme 3.2.1 Soit φ ∈ C ([a, b] ,R). Alors la solution intgrale du problme linaire

{
cDα,ρ

0 u(t) = φ(t)

u(a) + u(b) = θ
(3.2)

est donne par

u(t) =
1

2

(
θ − ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 φ(s)ds

)
+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 φ(s)ds (3.3)

Dmonstration. On a
cDα,ρ

0 u(t) = φ(t) (3.4)

En appliquant l’intgrale fractionnaire de Katugampola d’ordre α aux deux cts de l’quation

(3.4), et en utilisant le lemme (2.4.1), on obtient

u(t) = Iα,ρa φ(t) + c0

=
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 φ(s)ds+ c0, (3.5)

o c0 une constante relle.

En utilisant la condition u(a) + u(b) = θ, on aura

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 φ(s)ds+ 2c0 = θ (3.6)

D’o

c0 =
1

2

(
θ − ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 φ(s)ds

)
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ce qui, en substituant dans (3.5), donne la solution (3.3). La rciproque en dcoule par des

calculs directs.

Pour transformer le problme (3.1) en un problme de point fixe, on dfinit l’oprateur T :

C(I,R)→ C(I,R) par

T u(t) =
1

2

(
θ − ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 f(s, u(s))ds

)
+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 f(s, u(s))ds.

(3.7)

3.2.1 Existence et Unicit de la Solution

Dans le premier rsultat, on utilise le principe de contraction de Banach pour tablir l’exis-

tence et l’unicit des solutions du systme (3.1).

Pour simplifier les calculs, on pose :

δ =
3

2

ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α . (3.8)

Théorème 3.1 Supposons que f : I×R→ R une fonction continue satisfaisant la condition

de Lipschitz :

(H1) : Il existe une constante k > 0 tel que :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ k|x− y|, ∀t ∈ I, x, y ∈ R.

Alors, le problme (3.1) a une solution unique sur [a, b], si

δk < 1. (3.9)

Dmonstration. Soit supa≤t≤b |f(t, 0)| = λ <∞, et choisissons

r ≥ |θ|+ 2δλ

2(1− kδ)
. (3.10)
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Montrons tout d’abord que T Br ⊂ Br, o Br = {u ∈ C([a, b],R) : ‖u‖ ≤ r}. En utilisant

l’hypothse (H1), on a

|f(t, u(t))| ≤ |f(t, u(t))− f(t, 0)|+ | f(t, 0)‖

≤ k|u(t)|+ λ ≤ k‖x‖+ λ ≤ kr + λ.

Pour tout u ∈ Br, on a

|T u(t)| ≤ sup
t∈I

{
1

2

(
θ − ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 |f(s, y(s))− f(t, 0)|+ |f(t, 0)|ds
)

+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 |f(s, y(s))− f(t, 0)|+ |f(t, 0)|ds
}

≤1

2
|θ|+ 3

2

ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α (kr + λ)

≤1

2
|θ|+ (kr + λ)δ ≤ r,

ce qui implique que T Br ⊂ Br.

Pour tablir l’existence et l’unicit de la solution, on utilise le thorme du point fixe de Banach.

Pour cela, nous montrons que T est une contraction.

Soit u1, u2 ∈ C(I, R). Alors pour t ∈ I, on a

|T u1(t)− T u2(t)| ≤1

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 |f (s, u1(s))− f (s, u2(s))| ds

+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 |f (s, u1(s))− f (s, u2(s))| ds

≤1

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 k ‖u1 − u2‖ ds

+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 k ‖u1 − u2‖ ds

≤3

2

ρ−αL

Γ(α + 1)
(bρ − sρ)α ‖u1 − u2‖

=kδ ‖u1 − u2‖ ,

ce qui nous donne ‖T u1 − T u2‖ ≤ kδ ‖u1 − u2‖ . Comme kδ < 1, l’oprateur T est une

contraction. En consquence du thorme du point fixe de Banach, le problme (3.1) a une so-

lution unique.
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Ensuite, nous montrons un rsultat d’existence pour le problme (3.1) en utilisant l’alter-

native non-linaire de Leray-Schauder.

Théorème 3.2 Supposons que f : I × R→ R est continue sur I. De plus, nous supposons

que :

(H2) Il existe deux fonctions ψ : R+ → R+ continue non dcroissante, et ω : I → R+ est

continue telle que

|f(t, u)| ≤ ω(t)ψ(‖u‖), ∀t ∈ I, u ∈ R.

(H3) Il existe une constante M > 0 tel que

1
2
|θ|+ δ‖ω‖ψ(M)

M
< 1

Alors le problme (3.1) a au moins une solution dfinie sur I.

Dmonstration. Premirement, nous montrons que l’oprateur T dfini par (3.7) transforme

un ensemble born en un ensemble born dans C(I, R).

Pour un nombre positif r, soit Br = {u ∈ C([a, b],R) : ‖u‖ ≤ r} une boule borne dans

C(I, R). Alors, pour t ∈ I, on obtient

|T u(t)| ≤1

2

(
|θ|+ ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 |f(s, u(s))|ds |
)

+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 |f(s, u(s))|ds

≤1

2
|θ|+ 1

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 ω(s)ψ(‖u‖)ds

+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 ω(s)ψ(‖u‖)ds

≤1

2
|θ|+ 3

2

ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α ‖ω‖ψ(r)

=
1

2
|θ|+ δ‖ω‖ψ(r).

Au vu de (H3), nous obtenons ‖T u‖ ≤ r, c’est--dire que (T Br) est uniformment born.

Ensuite, nous dmontrons que T transforme les ensembles borns en ensembles quicontinus
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de C(I, R), c’est--dire que (T Br) est quicontinu. Soit t1, t2 ∈ I, avec t1 < t2 et pour tout

u ∈ Br, on a

|T u (t1)− T u (t2)| ≤ρ
1−α

Γ(α)

∫ t1

a

sρ−1
[
(tρ1 − sρ)

α−1 − (tρ2 − sρ)
α−1
]
| f(s, u(s) |)ds

+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t2

t1

sρ−1 (tρ2 − sρ)
α−1 |f(s, u(s))|ds

≤ρ
1−α

Γ(α)

∫ t1

a

sρ−1
[
(tρ1 − sρ)

α−1 − (tρ2 − sρ)
α−1
]
ω(s)ψ(‖u‖)ds

+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t2

t1

sρ−1 (tρ2 − sρ)
α−1 ω(s)ψ(‖y‖)ds

≤‖ω‖ψ(r)
ρ1−α

Γ(α)

∫ t1

a

sρ−1
[
(tρ1 − sρ)

α−1 − (tρ2 − sρ)
α−1
]
ds

+ ‖ω‖ψ(r)
ρ1−α

Γ(α)

∫ t2

t1

sρ−1 (tρ2 − sρ)
α−1 ds

≤2ρ−α‖ω‖ψ(r)

Γ(α + 1)
(tρ2 − t

ρ
1)α .

Comme t1 → t2, le ct droit de l’ingalit prcdente ne dpend pas de u et tend vers zro. Par

consquent, T Br est quicontinue.

Donc, la compacit de T rsulte du thorme d’Ascoli Arzela, nous dduisons que T est compl-

tement continue. Finalement, nous montrons qu’il existe un ensemble ouvert Z ⊆ E(J,R)

avec u 6= λT u pour λ ∈ (0, 1) et u ∈ ∂Z. Soit u ∈ Dr soit une solution quelconque de

u = λT u, λ ∈ (0, 1)
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Alors
|u(t)| =λ|T u(t)|

≤1

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 |f(s, u(s))|ds

+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 |f(s, u(s))|ds

≤1

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 η(s)ψ(‖u‖)ds

+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 η(s)ψ(‖u‖)ds

≤3

2
‖η‖ψ(‖y‖) ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α

ce qui donne
‖u‖

A‖η‖ψ(‖v‖)
< 1

Nous allons tudier le rsultat d’existence suivant en utilisant le thorme du point fixe de

Krasnoselskii. On considre les hypothses suivantes :

(H4) : Il existe une fonction η ∈ C(I,R) tel que

|f(t, u)| ≤ η(t),∀t ∈ I, u ∈ R

(H5) : Il existe une fonction ζ ∈ C(I,R) tel que

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ ζ(t)|u− v|,∀t ∈ I, u, v ∈ R.

Théorème 3.3 Supposons que (H4) et (H5) sont vrifies. Si

Λ :=
1

2

ρ−α‖ζ‖
Γ(α + 1)

(bρ − aρ)α < 1, (3.11)

alors le problme (3.1) a au moins une solution dfinie sur I.

Dmonstration. On considre l’oprateur T : C(I,R) −→ C(I,R) dfinie par (3.7). On dfinit

Br0 := {u ∈ C(I,R) : ‖u‖ ≤ r0}, supt∈I |η(t)| = ‖η‖, et en choisissant une constante appro-
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prie r0 tel que

r0 =
1

2
|θ|+ δ‖η‖+ 1

o δ est dfinie par (3.8). De plus, nous allons dcomposer l’oprateur T en somme de deux

oprateurs T1 + T2, comme suit :

T1y(t) =
1

2

(
θ − ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 f(s, y(s))ds

)
et

T2y(t) =
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 f(s, y(s))ds.

En supposant que T1 et T2 sont dfinis sur Br0 . La preuve est donne en plusieurs tapes : Etape

1 : On montre que T1u1 + T2u2 ∈ Br0 pour tout u1, u2 ∈ Br0 .
Pour u1, u2 ∈ Br0 , on a

|T1u1(t) + T2u2(t)| ≤ |T1u1(t)|+ |T2u(t)|

≤1

2

(
|θ|+ ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 |f(s, u(s))|ds |
)

+
ρ1−a

Γ(a)

∫ t

a

sρ−1 (bρ − sρ)α−1 |f (s, u2(s))| ds

≤1

2
|θ|+ 3

2

ρ−a

Γ(a+ 1)
(bρ − aρ)α ‖η‖

=
1

2
|θ|+ δ‖η‖

ce qui nous donne

‖T1u1 + T2u2‖ ≤ r0.

Ce qui prouve que T1u1 + T2u2 ∈ Br0 pour tout u1, u2 ∈ Br0 .
Etape 2 : Montrons que T1 est une application contractante sur Br0 .
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Soit u1, u2 ∈ Br0 et t ∈ I, on a

|T1u1(t)− T1u2(t)| ≤ 1

2

ρ1−a

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 |f (s, u1(s))− f (s, u2(s))| ds

≤ 1

2

ρ1−a

Γ(α)

∫ b

a

sρ−1 (tρ − sρ)α−1 ‖ζ‖ ‖u1 − u2‖ ds

≤ 1

2

ρ−α‖ζ‖
Γ(α + 1)

(bp − ap)α ‖u1 − u2‖,

ce qui implique que

‖T1u1 − T1u2‖ ≤ Λ ‖y1 − y2‖ .

Il en rsulte de l’ingalit (3.11) que T1 est une application contractante.

Etape 3 : On montre que l’oprateur T2 est compltement continu sur Br0 .
La continuit de f nous permet de conclure que l’oprateur T2 est continu. Ensuite, on peut

facilement vrifier que

‖T2u‖ ≤
ρ−α‖q‖

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α =

2

3
‖η‖ =

2

3
r0 − 1 < r0

Ce qui prouve que T2 est uniformment born sur Br0 .
Montrons que T2 est compltement continu sur Br0 . Posons sup(t,u)∈I×Br0

|f(t, u)| = λ. Soit

t1, t2 ∈ I avec t1 < t2, on obtient

|T2u (t1)− T2u (t2)| ≤ ρ1−α

Γ(α)

∫ t1

a

sρ−1
[
(tρ1 − sρ]

α−1 − (tρ2 − sρ)
α−1
]
| f(s, u(s) | ds

+
ρ1−α

Γ(α)

∫ t2

t1

sα−1 (tρ2 − sρ)
α−1 |f(s, u(s))|ds

≤ λ
ρ1−a

Γ(α)

∫ t1

a

sρ−1
[
(tρ1 − sρ]

α−1 − (tρ2 − sρ)
α−1
]
ds

+ λ
ρ1−α

Γ(α)

∫ t2

t1

sα−1 (tρ2 − sρ)
α−1 ds

≤ λ
ρ−α

Γ(α + 1)
(tρ2 − t

ρ
1)α .
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Comme t1 −→ t2 le ct droit de la dernire ingalit ne dpend pas de y et tend vers zro. Par

consquent,

|T2y (t1)− T2y (t2)| → 0,∀ |t2 − t1| → 0, u ∈ Br0 .

Cela montre que T2 est quicontinue sur Br0 . Vu le thorme d’Arzela-Ascoli, il rsulte que T2

est relativement compacte sur Br0 . Ainsi, toutes les hypothses du thorme du point fixe de

Krasnoselskii sont satisfaites. Par consquent, nous dduisons que le problme (3.1) a au moins

une solution dfinie sur I.

3.3 Exemples

Dans cette section, nous prsentons quelques exemples pour illustrer l’utilit des rsultats

thoriques prcdentes.

Considrons le problme aux limites suivant :{
cD

3
2
,2u(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, 3]

u(0) + u(3) = 1.
(3.12)

Ici,

α =
3

2
, ρ = 2, θ = 1, a = 0, b = 3 (3.13)

1. Pour illustrer le Thorme (3.1), nous prenons

f(t, u(t)) = 2t+
sinu(t)

7 + t
.

Il est vident que f(t, u) est une fonction continue. Nous allons vrifier que la fonction f

est Lipschitzienne.

Soit x, y ∈ C ([0, 3] ,R) et t ∈ [0, 3]. Alors

|f(t, x(t))− f(t, y(t))| =
∣∣∣∣2t+

sinx(t)

7 + t
− 2t+

sin y(t)

7 + t

∣∣∣∣
=

1

(7 + t)
|sinx(t)− sin y(t)|

≤ 1

(7 + t)
|x(t)− y(t)|

Pour t ∈ [0, 3], nous aurons

|f(t, x(t))− f(t, y(t))| ≤ 1

10
|x(t)− y(t)|,
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d’o, la fonction f est Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz k =
1

10
.

En utilisant les donnes (3.13), on obtient

δk =
3

2

2−
3
2

Γ(3
2

+ 1)

(
32
) 3

2× 1

10
= 0.359048052 < 1.

tant donn que toutes les hypothses du thorme (3.1) sont satisfaites, le problme (3.12)

admet alors une solution unique dfinie sur l’intervalle [0, 3].

2. Pour illustrer le Thorme (3.2), nous considrons :

f(t, u(t)) =
(1 + t)

60

(
|u(t)|
|u(t)|+ 1

+ u(t) +
1

8

)
(3.14)

Il est clair que f(t, u) est une fonction continue qui satisfait galement la condition (H2) avec

ω(t) =
1 + t

60
, ψ(‖u‖) = ‖u‖+

9

8
. D’aprs la condition, (H3) on trouve que M > 0.531154239.

Ainsi, toutes les conditions du Thorme (3.2) sont satisfaites et, par consquent, il existe au

moins une solution pour le problme (3.12) avec f(t, u(t)) donne par (3.14) sur l’intervalle

[0, 3].
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