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INTRODUCTION

‘objectif de ce travail est de présenter quelques résultats des articles
L scientifiques internationaux sur les inégalités intégrales fractionnaire
en appliquant l'opérateur de Riemann-Liouville. Toutes les inégalités in-
tégrales étudiées sont considérées dans 'espace de Lebesgue L. Les tech-
niques utilisées dans la démonstration des théorémes sont les formules des
opérateurs, 'inégalité classique de Holder pour p # 0, les propriétés des
conjugués, le Théoréme de Fubini et la monotonicité des fonctions (crois-
sante, décroissante).

Ce mémoire est composée d’un préliminaire et de deux chapitres.

Dans la section préliminaire, des notations et des définitions sont don-
nées concernant :
1. Théoréme de Fubini : on donne une définition et une remarque

dans le cas d'une intégrale a borne non constante.

2. Fonction définie par une intégrale : nous présentons les deux

types de la dérivée d'une fonction définie par une intégrale et le cas
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général (Régle de Leibniz).

3. Fonctions gamma et béta d’ Euler : on donne des définitions et

quelques propriétés.

4. Pespace de Lebesgue : on présent la définition de 'espace L? et la

norme ||.||z».

5. L’inégalité de Holder : on donne les expressions des trois cas d’in-

égalité classique de Holder.

6. L’opérateur de Hardy : on donne la définition de l'opérateur de
Hardy, l'inégalité de Hardy pour p > 1, les inégalités inverses de
Hardy pour 0 < p<letp>1.

7. Les opérateurs de Riemann-Liouville :on présent les définitions
des opérateurs gauche et droit de Riemann-Liouville et le théoréeme

de la bornitude des opérateurs.

Le premier chapitre est composé de deux articles scientifiques in-
ternationaux sur les inégalités intégrales fractionnaire de type Hardy liées
aux opérateurs de Riemann-Liouville, nous donnons un détail des versions

citées dans l'article [3] et Iarticle [27].

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons une nouvelle forme sur
les inégalités intégrales fractionnaire de type Hardy a double ordres liées

aux opérateurs de Riemann-Liouville, citées dans les deux articles scienti-
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fiques internationaux [4] et [18].

A la fin de ce mémoire, on donne une documentation sur les mathé-
maticiens Fubini, Hardy, Holder, Liouville et Riemann. Une bibliographie

contient les références des articles scientifiques internationaux.



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.1. Soit f(x,y) une fonction mesurable sur §2 et 2 = (a, b) x
(c,d) € R xR telle que a < b et ¢ < d. Alors pour presque tous les x €
(a,b), f(x,y) est intégrable sur (c,d) et pour presque tous les y € (c,d),
f(x,y) est intégrable sur (a,b) et :

b d

d b
Q/f(af,y)dﬂccly/ C/f(x,y)dy dw:/ a/f(x,y)daf dy,

a C

si f(x,y) est une fonction mesurable sur (a,b) x (c,d) et les intégrales sont
finis, alors toutes les intégrales existent et de plus cette derniere égalité est

vérifiée.

Remarque 1.1. En appliquant le Théoréeme de Fubini on a le cas parti-

culier ou [intégrale est a borne non constante.

b pz b rb
/ / O(t, x)dtdr = / / &(t, x)dxdt.
a Ja a Jit
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1.2 Fonction définie par une intégrale

1.2.1 Fonction x — F(x / f(t)

Soient f une fonction intégrable sur tout segment I C R et u,v deux

fonctions de classe C1(I). L'intégrale / f(t)dt définit une fonction
v(x)

F:I —R

r+— F(x / f(t)

F' est dérivable en tout x € I et
Fl(a) = u'(2) f(u(x)) — o' (2) f(v(z)). (1.1)
Des cas particuliers : en posant u(x) = x et v(x) = a, on a

Fonction : z —— F(x / f(t)

Soit f une fonction intégrable sur tout segment I = [a,b] C R. L’inté-
X

grale / f(t)dt a un sens et définit une fonction
[¢

F:IT—R
r— F(z / f(t)
[) la fonction F' est continue sur [ et F'(a) = 0.

IT) F est dérivable en tout = € I et

F'(a) = f(x) (1.2)

Si on pose u(z) =b et v(z) = x, on aura
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Fonction : 2 — F(z / f(t)

Soit f une fonction intégrable sur tout segment I = [a,b] C R. L’inté-

grale / f(t)dt a un sens et définit une fonction

F:I—R

I) la fonction F' est continue sur [ et F'(b

II) F est dérivable en tout x € I et
/() = — (). (13)

1.2.2  Fonction : x — ¢(x / f(z,t)d

La fonction ¢ est défini si f est une application de I X [a, b] ou [ étant
un intervalle quelconque de R, telle que pour tout x € I, 'application

partielle t — f(z,t) est intégrable sur [a, b].

Théoréme 1.2. Si la fonction
f:Ixa,b] — R
(@,t) — f(z,1)

est continue sur I X [a,b] et admetl une fonction dérivée partielle = éga-

ox

lement continue sur I X |a,b], alors la fonction
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est dérivable sur I, sa dérivée o' vérifie

b
Ve el:o'(z)= %(x,t)dt. (1.4)

Cette derniére relation peut aussi s’écrire :

b b
Vo el: % (/ f(x,t)dt) =/ g—i(:p,t)dt. (1.5)

1.2.3 Reégle de Leibniz

On présente maintenant le cas général des formules précédentes. Soient

u, v deux fonctions de classe C!(I), la fonction

f:Ixa,b] — R
(z,t) — f(z,1)

est continue sur I X [a, b] et admet une fonction dérivée partielle —— éga-

ox

lement continue sur I X [a, b] et

v(z)
Fo) = | | S

alors la fonction dérivée de F'(x) existe et elle est donnée par

@) 9 f (1)
u(x) (‘91’

dt.  (1.6)

Pour détail, voir [21].
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1.3 Fonctions gamma et béta d’Euler

1.3.1 Fonction gamma

Définition 1.1. soit = €]0,+o0[ la fonction gamma d’Euler est définie

par lintégrale suivante :

+00
[(x) :/ t*le~tat.
0

Propriétés

Pour tout z > 0, et pour tout n € N* on a :
1) I'(x+1) =2I'(x) (relation de récurrence)
2) T'(n)=(n—-1)"

1.3.2 Fonction béta

Définition 1.2. la fonction béta notée par B est définie pour tout x,y € R?
avecx >0 ety >0, ona:

1
Bl = [ e
0
Propriétés
1) B(z,y) = B(y,r) symétrique.

['(z) T(y)

2) B(z,y) = Tty

1.4 L’espace L?

Définition 1.3. (L’espace LP) Soient Q@ C R, un ensemble mesurable,
O<p<ooetf:Q—=R. OnditquefeLP(Q) sietseulement si
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(1) f est mesurable sur §).
(2) /‘f(a:)‘pdm < 0.

Q
On définit la norme par ’expression suivante
1/p
17l = ([ 17 Paz) ™"
Q

Définition 1.4. Soient Q@ C R ( ’Q| > 0 de mesure non nulle ) et soit
f:Q =R, Ondit que f € L*(Q) si f est mesurable et

1.5 Les inégalités de Holder

Soient {2 un ensemble mesurable non vide de R et f, g deux fonctions
mesurables sur € telle que f € Ly(§2) et g € Ly(92) ot % + 1% =1,0n a
[) Pour p > 1

[ 1r@gt@)ld < 709l o
Q

et on écrit

!

1/p 1/p

/ | (@)g(a)|dz < / F(@)|de / g@dz| . (18)
Q Q

Q

IT) Pour 0 < p < 1 (quasi-norme)

[ 1@t = 1] o ol
Q
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et on écrit

[IT) Pour p < 0

@@de = ([ [f@)'de) ([ o) a
1/p

Q Q Q
On peut récrire I'inégalité précédente sous la forme suivante :

/v@mmwx < /U@Ww /wmﬁw
9] 9] 9]
(1.10)

1.5.1 L’inégalité classique de Hardy

Définition 1.5. Soit f une fonction mésurable positive sur (0,400), on

définit Uopérateur de Hardy, noté Hy :== (H f) par

1 T
(1)) = [ rwar (1.11)
(la valeur moyenne de la fonction f dans Uintervalle (0, x)).

Lemme 1.1. ( l'inégalité classique de Hardy ) Soient p > 1 et f une

fonction positive mésurable sur (0,4+00), alors on a

/Oﬂo (i /Oxf(t)dt>pdx < (%)p 0+°O Pe)de. (L12)
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1.6 Les inégalités inverses de Hardy

Soient 0 < a < b < 400, p > 0 et f une fonction positive mesurable

sur [a,b] C (0,00), on pose

Fa) = | (.

alors

1. Pour p > 1

p/ab <F;x))pdx < (b—a)’ /ab (@)pdx—/: (1- g)pfp(x)dx.

2. Pour0<p<1

p/ab (Fi@)pdx > (1- %>pr () de — blp/ab(x AP fP(x)da.
(1.14)

1.7 Les opérateurs de Riemann-Liouville (R-L)

Premier opérateur, soit o € R, et f € L'([a,b]), on considére I'in-

tégrale

oI f(z) = /T f(t)dt.
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Pour z € [a,b], on a ,+I'f est continue sur [a, b] alors il est intégrable. On

intégre la deuxiéme fois et on appliquons le théoréme de Fubini

/a ds_/(/fdt>ds—//fdtd8
//f t)dsdt :/;</tzf(t)d8)dt
:/a f()(/t ds) dt =/j(x—t)f(t)dt,

i) = [ @ nswn

On intégre la troisiéme fois :

/:12f(s)ds :/; (/:(s—t)f(t)dt> dS:/:/:(s—t)f(t)dtds
:/ax/tx(s—t)f(t)dsdt:/: (/tx(s—t)f(t)ds) dt
_ /:f(t) </tx(s—t)ds) dt — /:f(t) ([%(s—t)ﬂm dat

_ %/(x — 2 (t)dt,

alors

on déduit

ﬁﬂmzéjﬂx—Wﬂwn
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On integre la quatriéme fois :

/:z3f<s>ds

LGfrmayecif [
A [ ([ e

ST </f<s—t>2ds> =3 0o

on obtient

'@ =53 [ o — 0P £ (1)) = / (o — 0P (0t

w

2 3!
si on applique le méme processus n fois il résulte

(n _1 1) | /I(x - t)n_lf(t)dt

a+[nf($) =

par conséquence

ST f(x) = ﬁ / @ — ()t

Soit a € R tell que a > 0, on écrit

I5-0) = s [ = 0

Deuxiéme opérateur, pour f € L'([a,b]) , on définit Popérateur I(f)

_ /:f(t)dt

par
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on intégre et on applique le Théoréeme de Fubini, on trouve

[ ([0} - [ o
//f t)dsdt :/:</:f(t)d8>dt
:L f()(/x ds> dt :/:(t—x)f(t)dt,

b
12f(z) = / (t — 2)f(t)dt.

On intégre pour la deuxiéme fois :

/:Pf(s)ds :/: (/Sb(t—s)f(t)dt) s :/:/sb(t—s)f(t)dtds
:/:/;(t—s)f(t)dsdt :/: (/:(t—s)f(t)ds> dt
:/:f(t) (/;(t—s)ds> dt :/:f(t)<[_71(t—s)2]i> dat

alors

on déduit
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Pour la troisiéme fois par I'intégration, on obtient

/:I?’f(s)ds

(a3 fo-roms
3] o3 (o)

=5 [ro([u-spa)a=5 [ r0(15 a7 )a

on obtient

1) = g x5 [ =al s = 55 [ @-ap s

si on applique le méme processus n fois, on résulte

b
@) = =g [ = e

par conséquence
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1.7.1  Les opérateurs de Riemann-Liouville

Définition 1.6. Soient o« > 0 et [ € L1<[a,b]>, on appelle intégrale
de Riemann-Liouville d’ordre o d gauche (respectivement d droite ) de la

fonction f les intégrales suivantes :

IY f(z) = ﬁ /x(x —)* L (t)dt, x> a, (1.15)
et | )
L f(x) = W/ (t —2)* L f(t)dt, b>x. (1.16)
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1.7.2 Théoréme d’existence et de bornitude
Soit a,b € R, tel que 0 <a < b < +o0.

Théoréme 1.3. Soient f une fonction mesurable sur [a,b] C [0, +o0],

a>0.8ife L a,b]), alors

12 f(x) € L'(a, ), I f(x) € L' ([a.B]). (1.17)

De plus

115+ fllras) < Clfllerqa)y, o= fllorqae) < Cllflorqapy, — (1.18)

o

_ (b—a)”
Ia+1)

Démonstration : Soit I%, f(z) 'opérateur gauche de Riemann- Liou-

(1.19)

ville. On utilise le Théoréme de Fubini, on déduit

b
H +fHL1 [a,b]) :/ \Igif(x) ‘ dx

.
—// — 42| £(0) | dtda
i [ ([e-o 150 @) a
- /ab|f<t>\(/f(x—t)(*-ld:c)dt,

/j(x —)* (1) dt‘ dx
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21

112 fll 2 )

De la méme facon,

15 Nl 2t (o))

|/
<o [ [0 @) v
— i [ ([ 1101 a0}

sféyéﬁf@\(éhx—wﬂDdt

b t *dt
b t adt
(b—a)dt
(1) | dt
zg%g%ﬂﬂm@m

/b(t—x)a—lf(t) dt| du

o 501 ([ )

:ﬁ/:“‘(t) | (é[—(t—x)a]f) dt,
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1 b
I Al < s [ 1101 6=

1 b .
< T L 10— ara

b‘a /|f | dt

_ (b—a)
F(O&—{—].)HfHL ([a,b])

On déduit que les opérateurs I% f, I f sont bornés de l'espace L'([a, b))

vers lui méme.



Chapitre 2

Les inégalités inverses de Hardy liées a

I’opérateur de Riemann-Liouville

2.1 Introduction

En 2012, Sulaiman a prouve des inégalités intégrales dites inégalités

inverses de Hardy [37, Théoréme3.1].

Théoréme 2.1. Soient 0 < a < b < +o0, p > 0 et f une fonction positive

mesurable sur |a,b] C (0,00), on pose

Fa) = [ s

alors

1. Pourp>1

p/ab (Fix))pdx . (b_a>p/ab (@)pd:ﬁ_/@b (1 B %yfp(x)dx
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2. Pour0<p<1

p/ab (Ff)>pdx > (1- %)p/ab 7(x)de — bip/ab(x ~ Q) ().

(2.2)

En 2013, Banyat Sroysang obtient une généralisation des inégalités in-
tégrales précédentes de Hardy, en introduisant un deuxiéme parameétre

q > 0.[36, Théoréme 2.1|

Théoréme 2.2. Soient 0 < a < b < 400, p,q > 0 et f une fonction

positive mesurable sur [a,b] C (0,00), on pose

Py = | (.

alors
1. Pourp>1
b b b,
p [ Elar<o-ap LD [E=L e @y

2. Pour0<p<1

b Fp(y g b
p/ F <q )dx > (b i ) / fp(a:)dx—%/ (x—a)? fP(z)dx. (2.4)

X

En 2020, B. Benaissa a généralisé I'inégalité integrale dite inverse de
Hardy [12, Théoréme 2.2]

Théoréme 2.3. Soient 0 < a < b < +o0, p > 0 et f, g deuxr fonctions

positives mesurables sur [a,b] C (0,00), on pose

F(z) = / o

Si g est croissante sur [a,b], alors
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1. pourp >1
) P, ey,
p [ e s @y [ [EE g, 0

2. pour 0 <p<1

pr(x) (b—a)? b . _L b:z:—appx N
v/ o) g0 | g<b>/a( )f()é@

2.2 Reésultats principaux

Dans cette section nous donnons un détail sur 'inégalité integrale in-

verse de Hardy dans le calcul fractionnel.

Théoréme 2.4. Soient f >0 et g > 0 sur [a,b] C [0,400]. tel que g est

non-décroissante, alors pour tout p > 1, et >1 on a

/ | <I—3+f(x)>pdx < !

g(x) (alp = 1)+ DI*"Ha+1)

a(p— « P(b o P(b alp—
x| —aye e (G5) - 1 (G50 - aroe )]

Démonstration :
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Soit 12, f(x) I'opérateur gauche de Riemann-Liouville, on a

1

[0 = e / o (b

1

T / o= 0D p ()

1 a—1

Y a1 a-1
:W/a (x—1t) 7 f(t)(x—1t)+ dt,

appliquant I'inégalité de Holder pour p > 1, on obtient :

1

s 5[ o) ([ 7o)

par conséquence

([ﬁf(x))p = Fpia) [(/;(x — t)alfp(t)dtf (/;(x — t)aldt)lér
- rptoé) /:(a: — 1)) dt (/;(x _ t)o“ldt)p_l

_ ﬁ / S — 0 () (ﬁ / (- t)o‘_ldt>p_1 |
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On a . i
ﬁ/ (z — 1) Ldt :%@[—(x—mh
1 (0%
“ T
d’ ou

(e [0 )" = gt =0

ce qui donne

(13+f(x))p < ﬁ /:(:r - t)“‘#%)dt(%(x _ a)a(p—l))

1

— r—a a(p—1) v T — a—=1 ¢gp .
e T Dl MEE RO

On intégre par rapport a x sur [a, b], on résulte

/b (13+f($))p o

g(z)

< /abg_l(‘”) [F(&)Fp‘ll(oz 0 [0y p(”dt] o

- NPT T /abg_l<x)(x - </(”3 O p(t)dt> -

Sachons que ¢ est une fonction non-décroissante sur [a, b], on déduit que

g t= % est une fonction décroissante sur [a, b], d’ou

t<z— g Yz)<g 1), (2.8)
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d’autre part poura > leta <t <z <b,ona
r—t<b—t— (z -0 < (b—t)*,
ce qui donne
/x(a: — )P (t)dt < /x(b — )L fP(t)dt, (2.9)
du et , on obtient
g (2)(z — a)*?P=V (/x(:c — t)a—lfp(t)dt> <

0= oy ([0 pa)

par conséquent

/b (es@)” I

0@ T et

« / b [g_l(t)(aj _ )l ( / (b= e fp(t)dt)] da.
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Appliquons le Théoréme du Fubini, on a

‘/w<ﬁﬁf0w)p

g(z) e

1 b * 1 a(p—1 a—1 ¢p
< s ) | e = e s

b pb
:Fmﬂwam+4)/,ZQAUKx_@M%Uw_ﬂw{ﬁuwxﬁ

On calcul 'intégrale

’ alp-1) 1 a(p-1)+1]"
/t(:zr—a) ’ _a(p—1)+1{(x_a) L

1 a(p— a(p—
:a@—1ygdw_“)wnﬂ_“_“)@nﬂl

par conséquent

./%({%5822i¢y< !

9(x) ~ (a(p—1D+ (@I Ha+1)

b
x/jf%ww—ww4ﬂ@ﬂ@—aw@4ﬂh—@—aw@4H1ﬁ,
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1
(a(p—1)+ DHIP"Ha+1)

posant C' =

b
(1))
e
<FL/ — ey )[( a) a(p—1)+1 _ (t_a)a(p—l)—kl}dt)
dive / g 00— 0" )b — )0Vt

i | o 00— = e

_ [ERRERSEINE S A () B
=00 arv gy [ om0 g

L /"(b gy O T

g9(1)

—C [(b — )" a(p—1)+1 I (];p((b))> Iﬁ(f(({))) (b—a)® (p—1)+1>] s

Théoréme 2.5. Soient f >0 et g > 0 sur [a,b] C [0, 400], tel que g est

non-décroissante, alors pour tout 0 <p <1, et0<a <1 ona

dx >

g(x) ~ (a1 =p)—1)g(b) (2.10)

/b (féif(l‘))p IP(a + 1)

< (0= a2 (1) — 1o (£0) 0 - a0
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Démonstration :

Soit 12, f(x) I'opérateur gauche de Riemann-Liouville, on a

1

I3 f(x) = m/x(ﬂf — )" f(t)dt

- [ )

- / & 1:(2;_ s [ r_(;))a_ Jat,

appliquant I'inégalité de Holder pour 0 < p < 1, on obtient :

I8 f(x) > < / ([@: ;(2)@—1}; f(t))pdt); ( / (0 @ ;(2;1};)]0@) ;,
</$ - F(Za))alfp(t)dt); (/x ( ;(Z);‘—ldt) =3
) ﬁ </<x - t)“fp@)dt); (/(x _ t)a—ldt> - .

par conséquence

<I§‘+f(x)>p > ppia) [(/af”(x B t)alfp(t)dt)i (/:(x ) t)aldt>1;r
Fpia) /ax(x — DTt ( / (- t)o‘_ldt) p‘l

_ %a) / C(@ — (et (ﬁ / (- t)a‘ldt>p_1 .
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On a . i
ﬁ/ (z — 1) Ldt :%@[—(x—mh
1 (0%
“ T
d’ ou

(e [0 )" = gt =0

ce qui donne

(13+f(x))p > ﬁ /:(:r - t)“‘#%)dt(%(x _ a)a(p—l))

1

— r—a a(p—1) v T — a—=1 ¢gp .
e T Dl MEE RO

On intégre par rapport a x sur [a, b], on résulte

/b (13+f($))p

g(z) -

= /abg_l(‘”) [F(&)Fp‘ll(oz 0 [0y p(”dt] o

- NPT T /abg_l<x)(x - </(”3 O p(t)dt> -

Sachons que ¢ est une fonction non-décroissante sur [a, b], on déduit que

g~ ! est une fonction décroissante sur [a, b], d’ou

b>x — g Y(z) > g (D), (2.11)
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d’autre part pour 0 < a<leta<t<xr <b ona
r—t<b—t— (x—0)"1> bt
ce qui donne

/x(a: — )P (t)dt > /x(b — )L fP(t)dt, (2.12)

par la multiplication du (2.11)) et (2.12), on obtient

o @)=y o ([ o) 2

50— e ([T o)

par conséquent

/b (es@)” I

i@ T (et

« / b [g_l(b)(aj _ )l ( / (b= e fp(t)dt)] iz



2.2 Reésultats principaux 34

Appliquons théoréme du Fubini, on a

/b <13+f(x)>p

g(z) -

1 bl -1 T —a alp=1) (1, pa—1¢p x
Ve e | / g~ (b)(x — @)D (b — 1) ()dt d

Fl —P( 1) P(
= (a + / f — 1) Yz — a)*P Vi dt

Fl —P( 1) P(
Oé —|‘ / ( f a—l(x . a)a(p—l)dx) dt

e e </>

On calcul I'intégrale

t _
/ (z — a)w(p—l)aggj _ 1 (z — a)a(p—l)ﬂ} b
b ap—1)+1L1L ¢

-l o)
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par conséquent

/b <13+f($))p

dx
g9(z)
1—
P p Oz—{— / fp b—t a— 1 a) alp—1)+1 (t_a)oz(p—l)—H dt
ﬂpa+1 ﬁ

a 1 a)a(p—1)+1dt+

fp b— 1)Lt — a) (p—l)—i—ldt)

B Fl_p(Oé—i—l) (b_a)a(p—1)+l b a1
- (a<1_p)+1)g<b)[ [(a) /a(b‘“ fr(bydit

1 ’ a—1 ¢p _Na(p—1)+1
s | =0 0 el

T Pla+1)
(a1 —=p)+1)g(b)

Théoréme 2.6. Soient f > 0 et g > 0 sur [a,b] C [0, 400], tel que g est

(b= a) @ (£2(0)) = 1 (£70) (b — )0 O

non-croissante, alors pour tout p <0, et 1 < a on a

dr <

g(x) ~ (a(l1=p)—1)g(a) (2.13)

/b (If—f(x))p I=7(a + 1)

% [I{j‘_ (fp(a)(b _ a)a(p1)+1) —(b—a) a(l-p)+1 I (fp( ))]
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Démonstration :

Soit I f(z) l'opérateur droit de Riemann-Liouville, on a

b
12 f(2) :ﬁ / (t — o) f (1)t

b - a—1,(1 1
= [T s

['(a)
:/m :(t ;(Z))a :pf(t)[(t;(z); |t

on utilise 'inégalité de Holder pour p < 0, on déduit :

v - | 5 ol

- (/b ol _1dt> : </b ol =5 p“)>; ’

on a b (= gyt L
/ (o) dat ['(«) [&(t 7) }
1 «
- ['a+ 1)(b—x)
d’ou
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Pour tout p < 0, on obtient

<Igf(x))p : [(ﬁ(b - ”@a)pl/ (ﬁ / b(t - I)alfp(t)dt>;r
— <ﬁ(b — x)a)P—l <ﬁ /:(t - x)a—1fp(t)dt>

_ m(b )l (ﬁ / (= oyt fp(t)dt>

- %(b — )l ( / b(t —z)*! fp(t)dt) :

on intégre par rapport a x sur l'intervalle [a, b], on résulte que

/b (]z?—f(ﬂf)>p

9() e

< [t [Fat D oy [ ayt oy i

- % /abgl(x)(b — )1 (/:(t — x)o‘lfp(t)dt> dz.

Sachons que g est une fonction non-croissante sur [a, b], on déduit que g~—!

est une fonction croissante sur [a, b, d’ou
i<z — g @) < g \a), (2.14)
d’autre part pour 1 < aeta <z <t <b, ona

t—rx<t—a— (t—2)" < (t—a)*",
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ce qui donne

b b
/ (t— 2) L ()t < / (t— a)°~! fP(t)dt. (2.15)
en multipliant (2.14)) et (2.15]), on obtient

g1 () (b — @)D ( / (- x)a—lfpu)dt) <

1 (a)(b — )2V ( / . a)a‘lfp(t)dt> ,

par conséquent

i@ ST a1

X / b [g—l(a)(b — )b ( / b(t — )t fp(t)dt>] dz.

/b (15 @) .
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On Applique le théoréme du Fubini, on a

dx

/b (15 1))

g(z)

< TR T [
Plpa+1//fp o

rlpa+1 / </ fpt

_I'a 1) [ f(t)

on calcul 'intégrale

t
/(b—x)o‘(pl)dx =

r t
—(b— a(p—1)+1
ap—1)+11 Sl }

)PVt — @)L () dt d

)2 b — )Py dt

a)* (b — a:)a(p_l)dx> dt

—a)*! ( / t(b — x)a(p_l)dx) dt,

a

a(l — p) — _(b . t)a(p—l)Jrl . (b . a)a(pl)Jrl]
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alors
p
/b (E?f(iﬂ)) ;
x
o 9(@)
1-
=7 +1 / fP(t) t— et (b — )0+ g - a)a(p—l)+1:| i
a(l—p)—1)g
1-
f p a +1 fp a 1 t)a(p—1)+1dt_|_

. ’ fp(t) — ) Yb—a a(p—1)+1
/a Fo) (t—a)* (b — a) dt)

_ I=7(a +1) { 1
(a1 =p) = 1)g(a) LT'(«

_(b- 1‘?(2;”“ / b(t —q)*! fp(t)dt}

T P(a+1)
~ (a(1—p) —1)g(a)

[ a0

L (@b —a) ) — (b= a) v g (f7(0))]
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2.3 Applications

Posant av = 1 dans le Théoréme 2.4 Théoréme 2.5 et Théoréme 2.6] on

obtient les Corollaires suivants liés a l'intégrale de Riemann.

Corollaire 2.1. soit f > 0 et g > 0 sur [a,b] C [0,400]. tel que g soit

non-croissante, alors pour tout p > 1, on a

p/ngi(? /fp dz —/b%fp(x)dx (2.16)

ou F(x /f

Corollaire 2.2. Soient f > 0 et g > 0 sur [a,b] C [0, +o0[, tel que g est

non-décroissante, alors pour tout 0 < p <1, on a

pr(:c) —(b_CL)p ’ P(g :L’—L bx—appa: x
P Tt Sy, e [ @ 20

ou F(x /f

Corollaire 2.3. Soient f > 0 et g > 0 sur [a,b] C [0, +00|, tel que g est

non-croissante, alors pour tout p <0, on a

pr(a:) 1 b b e
—p/ (a:)d <m/a(b—x)f(x)dx

ou F(x /f

I'inégalite (2.18)) est un nouveau résultat pour p < 0.

x)dz
(2.18)




Chapitre 3

Généralisation des inégalités de type
Hardy liées a 'opérateur de

Riemann-Liouville avec double ordres

3.1 Introduction

L’inégalité inverse de Hardy liée a l'opérateur Riemann-Liouville est

donné dans [27] comme suite :

Théoréme 3.1. Soient f > 0 et g > 0 sur [a,b] C [0, +00]. tel que g est

non-décroissant, alors pour tout p > 1, et >1 on a

/ | (I—3+f(x))pdx < !

g(x) (alp —1) + DI*"Ha+1)

[l (58) < 1 (5o

( Voir le chapitre précédent. )
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3.2 Reésultats principaux

Dans cette section nous donnons un détail des trois théorémes sur les in-
égalités intégrales inverses de Hardy liées a 'opérateur Riemann-Liouville

avec double ordres. On considére f et g deux fonctions continues sur
[a,b] C [0, +00].

Théoréme 3.2. Soient f >0 et g > 0 sur [a,b] C [0,400]. tel que g est

non-décroissante, alors pour toutp > 1, a>1et 3 >1 on a

e <Ig+f(b)>p - I(B+a—-1IP" Y a+1)
o g(b) (@)@ (alp-1)+1)

% [(b @)D+ Iffa_l(];p(—(bb))) _ [5;%—1(]:(_(:))([) _ a)a(pl)—!—l)! . |
3.2
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Démonstration :

Soit 12, f(x) I'opérateur gauche de Riemann-Liouville, on a

[10) = [ a0 o
A
M /a (z —t) f(t)dt
1" a1 s
_W/a (. —t) 7 f(O)(z—1) ¥ dt,

par conséquence

(125@)" < pp@ [( / (- t)alfp(t)dt); ( / "o — t)aldt)lér
- Fpioz) /:(x — )P dt (/:(a: _ t)a—1dt>p_1

_ ﬁ / @ — 1 (e (ﬁ / (- t)o‘ldt>p1 .
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On a . i
ﬁ / (x— 1) ldt — er(a) @]
1 «
" Tlazn® Y
d’ ou

(g [ 0) =g

ce qui donne

@ﬁf@»pf§ﬁ%yénx—tqu%ﬂﬁ(ﬂkwi+lﬂx—aW@AU

1

- g ) oo o
(3.3)

D’autre part, on a par définition

1(60) = 1 [ =) Gl
posant i
G(y) = (:([3;{;?)> )
on obtient

(fw)\ 1 p (@)
15*( e By ARl B
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pour y = b, on a

(re)\ 0 o ((erw)
A\ ) crm e S ) e

~ %ﬁ) / -2 ) (12 (@) da.

On applique maintenant (3.3)), il résulte que

(21)"
Kl Ty

x [—Fl_i(&; D~ aytr / (-t fp(t)dt] da

_ —F;(Z()Of (;)1) / @) (b — 1) (& — @) ( / =)ot fp(t)dt> dz.

Sachons que g est une fonction non-décroissante sur [a, b], on déduit que

g~ = = est une fonction décroissante sur [a, b], d’ott

g

t<z—0<g(z)<g (1), (34)
d’autre part pour > 1leta <t <x <b, ona

b—z<b—t— (b—x)""t<(b—1t)1, (3.5)
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et pourtout a >leta<t<ax<b ona
r—t<b—t— (z -0 < (b-t)*],
ce qui donne
/x(a: — )P (t)dt < /x(b — )L fP(t)dt. (3.6)
Appliquant , et , on obtient

(o)
“\ g

<Lleey | )b 2 (o — )y ([ - ipw)

D2+ 1) 7 i ity o0 ([ ot g .
< o [t 0w 07w - ar ) ([ par)

@+ 1) - oL — @00 ([ — ot g .
< [ -0 e - ([o- o o) i

par conséquent

o ((msw)
“ g

e b (0=t 0= oo ([Co- o) | de

_Fp—l(a+1) b -1 -1 x_aa(p—l) _ pa—1,¢p T
e A O s (R R RO
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On applique le théoréme du Fubini, on conclut
o ()

g

D at 1) [0 T 5 g o@D o1 g .
<m0 e == o
— Fpil(&-l—l) /b/b(b_t)ﬁ—l _1(t>($—a)a(p_l)(b—t)a_lfp(t)dl‘dt
~ T@rB) o ’
_ Fp—l(a + 1) - _ n\f+a—2 -1 T —a alp—1) rp T
- [ o=t 0= o o

Sy b - 1 e (/ [ 0V ) .

on a
: a(p=1) g 1 | a(p—1)+1 ’
/t(x—a) x —a<p_1)+1_(:c—a) L
— ! _(b _ a)a(p—l)—H . (t . a)a(p—l)—kl} .
ap—1)+11
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par conséquent

o [ (msw)
9

"o +1)
= T@l(Balp -1

b
5 [t we—ne)
> [(b _ a)a(p—1)+1 _ (t _ a)a(pl)Jrl} dt

___Irer) (T(pra-)
T T(@rB)alp— )+ D\T(F+a—1)

b
/ N (1) (b — £y pr(t)

> [(b . a)a(p—1)+1 _ (t _ a)a(p1)+1i| dt),

L(B+a—1I"Ha+1)
I(e)l(B)(a(p — 1) +1)

o ((msw)
“\ 9

1 ’ -1 +a—2 rp a(p—1)+1
= C(fra=g [ o 000" 00 - 0

posant C' = , on déduit

1
FB+a-1

O O
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o ((mrw)
“ g

b i
= C((b— a) P! / (b—t)ﬂ”_ﬂ;(—%)dt—

! ’ sra_ofP()(t — q)o =11
Fr+a—1) /a (b—1) & dt>

= cli-arvm e (L) - e (Gglo- i) @

Théoréme 3.3. Soient f >0 et g > 0 sur [a,b] C [0, 4+o00]. tel que g est
non-décroissante, alors pour tout 0 < p <1, 0 <a<1,0< <1 et
a+pB>1ona

5 (rer®)" . MB+a-1)ra+1)
“ g(b) — T@)I'(B)(alp —1) +1)g(b)

x| (0= @y 0t e () — 12 (fr(e) (b — a) )]
(3.7)

Démonstration :

Soit 1% f(x) I'opérateur gauche de Riemann-Liouville

I f(x) = ﬁ / @ — 0o ()t
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on a
1

Igf (@) = / (x— 1) pnyde

1 r a—1 azl
=m/a<x—t>pf<t><x—t>p i,

appliquant I'inégalité de Holder pour 0 < p < 1, on obtient :

) 2 i ([ (-0 ([ (=07 )
- ﬁ (/w(w - t)‘”fp(t)dty </(x - t)o‘_ldt) o .

1
- I¥(a) J,

_ %&) / C(r = L ()t (ﬁ / o t)aldt>p1 .

|
]
|
~
N—
)
L
kh
3
—~
SN—"
Q.
~
N
g\
— =
S
|
~
SN—
9
L
Q.
~
S~

On . i
ﬁ / (x— )" ldt — &rl(a) @]
1
BTSN
d o
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ce qui donne

(1;3 f(x))p > ﬁ / x(w - t)a‘lfp(t)dt(m(a: - a)“(p_l))

1

=T ) o / (=" O
(3.8)

On appliquons maintenant (3.8]), on résulte que

o ((msw)
“\ g
> i [0 0

« [%(;ﬁ — q)o) / @ — e fp(t)dt] da

_ —F;(Z()Oli (;)1) / @) (b — 2o — @) ( / -yt fp(t)dt) .

Sachons que g est une fonction non-décroissante sur |a, b], on déduit que

g~ ! est une fonction décroissante sur [a,b], d’ou
r<b— g Hx) > g b) >0, (3.9)
d’autre part pour 0 < f<leta<t<x<b ona

b—z<b—t— (b—x)"t> Ot (3.10)
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etpourtout 0 <a<leta<t<zxr<b ona
r—t<b—t— (x—0)"1> bt
ce qui donne

/x(a: — )P (t)dt > /x(b —t)* LfP(t)dt, (3.11)

Appliquant (3.9)) ,(3.11)) et (3.10]), on obtient

o ((msw)
“\ g

> ey | @) — ) e — a0 ([ - pwi) i

> % / )b — 7 (- 0D ([ - pwi)
(

Fl_p(Q+1> ’ -1 _ n\p-1 x_aa(p—l) ! _ pa—1rp T
> St o= 07w arod ([ o- o o) de

par conséquent

o g(b) ~ )T ()T(B)

X /ab [(b — ) Yz — a) V) (/j(b - t)o‘_lfp(t)dt)] .

15 ((Iéif(b))p) _ I a+)
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Appliquons théoréme du Fubini, on a

o [ (msw)
9

rYa+1) [°[° A N e P A G B 2 x
Zg<b>r<oz>r<5>/a/a(b e

— prl(Ck-Fl) b b B 5_1x_aa(p_1)  ya—lgp .
g(b>F(a)F(6>/a /t (b—1)"" (x —a)*" (b — )" f(t)dx dt

_ Fp_l(a+1) b _ \BH+a—-2 T —a a(p—=1) ep x
“ Ry, [ 00 e

Sty - (fleore )

On calcul 'intégrale

b _
/ (0= a) Ve = [( — ay]]
t

ap—1)+11L t

1 [ a(p— a(p—
mbvryn (Gt Ul gt

Pour § + a > 1, posant

I'(B+a—1I"a+1)

O OB alp - D)+ 1)
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on déduit

o ((msw)
“\ g

P Ha+1) ’ _ A\Bra—2 gp
Zgwwmnummp—n+n[3bt) )

% [(b . a)a(p—l)—i—l . (t . a)a(p—l)—&-l} dt

" Ha+1) r(B+a—1) [° et
~ gOT(@T(B)(a(p—1) +1) (F(ﬁ fa—1) / (b—1) fr(t)

x [(b A e N a)a<p—1>+1} dt)

_ 1 ’ +a—2 rp alp—1)+1 g4
—C(F(ﬁ+&_1)/Q(b—t)ﬂ ()b — a) dt

1
Frg+a—-1

)A?wﬁw*ﬂ@w—ﬂwW”“w)

_ C((b — )=+ /b(b — )2 () g —

1
rg+a—-1

) / (b= P2t — a) =D+t

= C |y e () - 1 (o6 - a0
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Théoréme 3.4. Soient f >0 et g > 0 sur [a,b] C [0, +00]. tel que g est

non-croissante, alors pour tout p < 0, et 1 < aetl1 < S ona

I (Pgéf(a)r> dr < SOt DIYP(a+1)
- T

" 9(a) (@)(a(1 =p) = 1)g(a)I'(5)
> [ng_-i-ﬁ—l (fp(a)(b . a)a(p—l)—H) _ (b _ a)a(p—l)—H ]ba——'_ﬂ_lfp(a)} .
(3.12)

Démonstration :

Soit I f(z) l'opérateur droit de Riemann-Liouville, on a :

12 f(a) =ﬁ [ =

b _ a—1-(14 1
= [T s

()
by — )1y _xa—lpi/
:L -(t r<a)> | [(t p(a)) |7 r@yar,

on utilise I'inégalité de Holder pour p < 0, on déduit :

s = [ [V Py o
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/ : r(i))a_ at = ﬁ[a@—@“]b
- F(oz1+ -2
d’ou

B0 2 (r 0= 0) (i [ € o)

Pour tout p < 0, on obtient

17 P

Ui fe))” < [(F(a1—|— 1)(b N fU)Oé);(ﬁ /:(t - ﬂf)“_lfp(t)dt)”]

_ <F(a1+ - x)a)p_l (ﬁ /x (t— x)o‘_lfp(t)dt>

1 a(p—1 1 ’ a—1rp
- w0 (g | -0 o)
_ M7(a+1)

o) (b—z)P=b < /:(t — x)a_lfp(t)dt),

D’autre part, on a par définition

I (G(y)> = ﬁ /yb(x —y)" G (x)de,

posant
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on obtient

(i) 1 op (@)
15( 9() :rw)/y(x‘y)5 O

pour ¥y = a, on a

(mre)\ 1 op (@)
]5< ) e )

1
- I(B)

on résulte

" g(a) — T(@)T(B)

; ((Iz?f(a))p) Tt )
(3.13)
x / b(x — @)y @) (b — )Y ( / b(t _gp)ert fp(t)dt> dz.

Sachons que g est une fonction non-croissante sur [a, b], on déduit que ¢!

est une fonction croissante sur [a, b], d’ou
a<x— g ' (z) < g (a),
ce qui donne

g @) (b =) < g Ha) (b — 2)* P, (3.14)
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d’autre part pour 1 < aeta <z <t <b, ona

t—rx<t—a— (t—2)"'<(t—a),
ce qui donne

b b

/ (t— 2) L ()t < / (t— a)o~! fP(t)dt. (3.15)

X x
et part pour 1 < feta<ax<t<b ona

t—a>x—a— (t—a)’ ' >(x—a)’! (3.16)

Appliquant(3.14)) et (3.15)) dans (3.13]) , on obtient

i (<I‘?g]£ c(j)> )

ey | 7 @) e — 0 (b — 20D (/ . o e ) de

ot 1) 7 v i1y a0 ([ gyt o .
< ot [t = - ([e- o par) o

donc

" g(a) — T(a)l(B)

X / b {(t —a)’ g Ha) (b — z)P~Y ( / b(x — )t fp(t)dt)] dx

B (W)<Flp(a+l)
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On Applique (3.16|) et le Théoréme du Fubini, on a
 ((Bs@)
3 ey
M7a+1) [ bx_aﬁ—l 1) (b— )P (p — g1 P N
< | [ @ @ e - 0 Py
< L Chat)) /b /b(t —a)’ g Ha) (b — )PV (t — )L fP(t)dt da
— T(@)I'B) Ju Ju
_ Fl_p(& + 1) b —a a+p-2 -1 a —r a(p—1) ep T
~ | [ = @ P
Fl i O‘+ / / g a)(t = a)* P2 (b — 2)* PV dt
_ et / ’ ( / @) ) — )2 — 00Dz di

P(a)I'(B)

S [t — o ([ o e as)ai

on calcul I'intégrale suivante

t 1 _ t
_ p\elp-1) — (b — p\p—1D+1
/a(b e e TE e G0 |
_ 1 —(b o t)a(p—l)—Fl o (b o a)a(p—l)-i—l} .
a(l—p)—1L
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Par conséquent

(15 r(@)"
I ( 9(a)

FlpOé+ /fp . OH—ﬁ—Q
~ (a(l—=p)—1)g

% [(b . t)a(p—l)—i—l o (b o a)a(p—l)—kl} dt

['(B+a—1)IP(a+1)
I(a)(a(l —p) = Dg(a)I'(B)

1 ’ D a+B-2 a(p—1)+1
:C<F(ﬁ+a—1)/af(t)(t_a) B=2(p — )N+l gy

— 1 ’ D —a a+B-2(1 a a(p—1)+1
e | PO )

posantC' =

1
:C[F(5+a—1

—a a(p—1)+1 b

) / (b — ) () — 1)

_C |:[g¥_+5—1<fp(a)(b _ a)a(p—1)+1> — (b= a)e®-D1 ]ba_+ﬂ—1(fp(a))] 0
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3.3 Applications

Posant 5 = 1 dans le Théoréme [3.2] Théoréme [3.3] et le Théoréme [3.4],
on en déduit les Corollaires suivants liés a Riemann-Liouville inégalités

avec l'ordre «

Corollaire 3.1. soit f > 0 et g > 0 sur [a,b] C [0,400]. tel que g soit

non-croissante.alors,pour tout p > 1, a > 1, on obtient

dx

/b (Ig; f@))p

g()

P+ 1) ap-1)+1 7o (J7(D) o (JP(D) alp—1)+1
<t [0-a  (G) - e (e ((31)7)”‘

Corollaire 3.2. Soient f > 0 et g > 0 sur [a,b] C [0, +o0[. tel que g est

non-décroissant, alors pour tout 0 <p<letO<a <1 ona

/b (13+f(w))p

g() e

I P(a+1)
Z @l —p) — Dg)

(b= a0 g (10) = I (P 0) (b — @)@ |
(3.18)

Corollaire 3.3. Soient f > 0 et g > 0 sur [a,b] C [0,400]. tel que g est

non-croissant, alors pour tout p <0, et 1 < a on a

/b (15 £())" o as)
a g(.%’) N (O‘(l - p) - 1)g(a) (3_19)

y [[ba_ (fp(a)(b _ a)a(p—l)-i—l) — (b — a)*0-PH1 [ (fp( ))]



Documentation

Bernhard Riemann

Ernhard Riemann était un mathématicien allemand né le 17 septembre
1826 a Breselenz, en Allemagne, et décédé le 20 juillet 1866 a Selasca,

en Italie. Il est surtout connu pour ses contributions majeures dans le
domaine de 'analyse mathématique et de la géométrie. L'une de ses réa-
lisations les plus célébres est la formulation de la "théorie des fonctions
abéliennes", qui a eu un impact significatif sur le développement ultérieur
des mathématiques. Il est également connu pour ses travaux sur la géo-
métrie riemannienne, qui a jeté les bases de la relativité générale d’Albert
Einstein. Sa vision novatrice des concepts mathématiques a grandement

influencé de nombreux domaines de la discipline
Godfrey Harold Hardy

odfrey Harold Hardy (7 février 1877 - ler décembre 1947, mathémati-
G cien britannique), connu pour ses réalisations en théorie des nombres
et en analyse mathématique. En biologie, il est connu pour le principe de
Hardy-Weinberg, un principe de base de la génétique des populations. G.
H. Hardy est généralement connu de ceux qui ne sont pas dans le domaine

des mathématiques pour son essai de 1940 A Mathematician’s Apology ,
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souvent considéré comme l'un des meilleurs apercus de 'esprit d’'un ma-
thématicien en activité écrit pour le profane. A partir de 1914, Hardy était
le mentor du mathématicien indien Srinivasa Ramanujan, une relation de-
venue célébre, il a presque immédiatement reconnu 1’éclat extraordinaire
quoique sans instruction de Ramanujan. L’'inégalité de Hardy a été publiée
et prouvée pour la premiére fois ( du moins la version discréte avec une
constante moins précise ) en 1920 dans une note de Hardy, la formulation
originale était sous une forme intégrale légérement différente de la précé-

dente.

Guido Fubini

Uido Fubini ( 19 janvier 1879- 06 juin 1943) était un mathématicien
G italien renommé. Ses contributions notables incluent l'intégrale de
Fubini, I’analyse mathématique, les séries de Fourier et la géométrie dif-
férentielle. Son travail a influencé divers domaines des mathématiques et

reste une référence aujourd’hui.
Joseph Liouville

Oseph Liouville (1809-1882) était un mathématicien frangais.Il est connu
J pour ses contributions importantes dans divers domaines des mathéma-
tiques,notamment l’analyse, la théorie des nombres et la géométrie. Liou-
ville a joué un role clé dans le développement de la théorie des nombres
transcendants et a introduit les nombres transcendants de Liouville, qui
sont des exemples concrets de nombres transcendants. Ses travaux ont éga-

lement jeté les bases de la théorie des fonctions analytiques, de la théorie
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des séries et de la théorie des équationd différentielles

Otto Holder

Tto Ludwig Holder (22 décembre 1859 - 29 aotit 1937) était un mathé-

maticien allemand né a Stuttgart. Holder a d’abord étudié au Poly-
technikum (qui est aujourd’hui I’Université de Stuttgart) puis, en 1877, il
est allé a Berlin ou il a été I'éleve de Leopold Kronecker, Karl Weierstrass
et Ernst Kummer. En analyse mathématique, I'inégalité de Holder est une
inégalité fondamentale dans le calcul en analyse fonctionnelle et un outil
indispensable pour 1’étude des espaces LP. L’inégalité inverse de Holder a
été explorée par un certain nombre de scientifiques a travers des articles

récents.
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