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INTRODUCTION

L
’objectif de ce travail est de présenter quelques résultats des articles

scientifiques internationaux sur les inégalités intégrales fractionnaire

en appliquant l’opérateur de Riemann-Liouville. Toutes les inégalités in-

tégrales étudiées sont considérées dans l’espace de Lebesgue L1. Les tech-

niques utilisées dans la démonstration des théorèmes sont les formules des

opérateurs, l’inégalité classique de Hölder pour p 6= 0, les propriétés des

conjugués, le Théorème de Fubini et la monotonicité des fonctions (crois-

sante, décroissante).

Ce mémoire est composée d’un préliminaire et de deux chapitres.

Dans la section préliminaire, des notations et des définitions sont don-

nées concernant :

1. Théorème de Fubini : on donne une définition et une remarque

dans le cas d’une intégrale à borne non constante.

2. Fonction définie par une intégrale : nous présentons les deux

types de la dérivée d’une fonction définie par une intégrale et le cas
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général (Règle de Leibniz).

3. Fonctions gamma et bêta d’ Euler : on donne des définitions et

quelques propriétés.

4. l’espace de Lebesgue : on présent la définition de l’espace Lp et la

norme ‖.‖Lp.

5. L’inégalité de Hölder : on donne les expressions des trois cas d’in-

égalité classique de Hölder.

6. L’opérateur de Hardy : on donne la définition de l’opérateur de

Hardy, l’inégalité de Hardy pour p > 1, les inégalités inverses de

Hardy pour 0 < p < 1 et p > 1.

7. Les opérateurs de Riemann-Liouville :on présent les définitions

des opérateurs gauche et droit de Riemann-Liouville et le théorème

de la bornitude des opérateurs.

Le premier chapitre est composé de deux articles scientifiques in-

ternationaux sur les inégalités intégrales fractionnaire de type Hardy liées

aux opérateurs de Riemann-Liouville, nous donnons un détail des versions

citées dans l’article [3] et l’article [27].

Dans le deuxième chapitre nous présentons une nouvelle forme sur

les inégalités intégrales fractionnaire de type Hardy à double ordres liées

aux opérateurs de Riemann-Liouville, citées dans les deux articles scienti-
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fiques internationaux [4] et [18].

A la fin de ce mémoire, on donne une documentation sur les mathé-

maticiens Fubini, Hardy, Hölder, Liouville et Riemann. Une bibliographie

contient les références des articles scientifiques internationaux.



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Théorème de Fubini

Théorème 1.1. Soit f(x, y) une fonction mesurable sur Ω et Ω = (a, b)×
(c, d) ⊆ R × R telle que a < b et c < d. Alors pour presque tous les x ∈
(a, b), f(x, y) est intégrable sur (c, d) et pour presque tous les y ∈ (c, d),

f(x, y) est intégrable sur (a, b) et :

∫
Ω

f(x, y)dxdy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y)dx

 dy,

si f(x, y) est une fonction mesurable sur (a, b)×(c, d) et les intégrales sont

finis, alors toutes les intégrales existent et de plus cette dernière égalité est

vérifiée.

Remarque 1.1. En appliquant le Théorème de Fubini on a le cas parti-

culier où l’intégrale est à borne non constante.∫ b

a

∫ x

a

Φ(t, x)dtdx =

∫ b

a

∫ b

t

Φ(t, x)dxdt.
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1.2 Fonction définie par une intégrale

1.2.1 Fonction x 7−→ F (x) =

∫ u(x)

v(x)

f(t)dt.

Soient f une fonction intégrable sur tout segment I ⊂ R et u, v deux

fonctions de classe C1(I). L’intégrale
∫ u(x)

v(x)

f(t)dt définit une fonction

F : I −→ R

x 7−→ F (x) =

∫ u(x)

v(x)

f(t)dt,

F est dérivable en tout x ∈ I et

F ′(x) = u ′(x)f(u(x))− v ′(x)f(v(x)). (1.1)

Des cas particuliers : en posant u(x) = x et v(x) = a, on a

Fonction : x 7−→ F (x) =

∫ x

a

f(t)dt.

Soit f une fonction intégrable sur tout segment I = [a, b] ⊂ R. L’inté-

grale
∫ x

a

f(t)dt a un sens et définit une fonction

F : I −→ R

x 7−→ F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,

I) la fonction F est continue sur I et F (a) = 0.

II) F est dérivable en tout x ∈ I et

F ′(x) = f(x). (1.2)

Si on pose u(x) = b et v(x) = x, on aura
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Fonction : x 7−→ F (x) =

∫ b

x

f(t)dt.

Soit f une fonction intégrable sur tout segment I = [a, b] ⊂ R. L’inté-

grale
∫ b

x

f(t)dt a un sens et définit une fonction

F : I −→ R

x 7−→ F (x) =

∫ b

x

f(t)dt,

I) la fonction F est continue sur I et F (b) = 0.

II) F est dérivable en tout x ∈ I et

F ′(x) = −f(x). (1.3)

1.2.2 Fonction : x 7−→ ϕ(x) =

∫ b

a

f(x, t)dt.

La fonction ϕ est défini si f est une application de I × [a, b] où I étant

un intervalle quelconque de R, telle que pour tout x ∈ I, l’application

partielle t 7−→ f(x, t) est intégrable sur [a, b].

Théorème 1.2. Si la fonction

f : I × [a, b] −→ R

(x, t) 7−→ f(x, t)

est continue sur I × [a, b] et admet une fonction dérivée partielle
∂f

∂x
éga-

lement continue sur I × [a, b], alors la fonction

ϕ : I −→ R

x 7−→
∫ b

a

f(x, t)dt
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est dérivable sur I, sa dérivée ϕ ′ vérifie

∀x ∈ I : ϕ ′(x) =

∫ b

a

∂f

∂x
(x, t)dt. (1.4)

Cette dernière relation peut aussi s’écrire :

∀x ∈ I :
d

dx

(∫ b

a

f(x, t)dt

)
=

∫ b

a

∂f

∂x
(x, t)dt. (1.5)

1.2.3 Règle de Leibniz

On présente maintenant le cas général des formules précédentes. Soient

u, v deux fonctions de classe C1(I), la fonction

f : I × [a, b] −→ R

(x, t) 7−→ f(x, t)

est continue sur I × [a, b] et admet une fonction dérivée partielle
∂f

∂x
éga-

lement continue sur I × [a, b] et

F (x) =

∫ v(x)

u(x)

f(x, t)dt,

alors la fonction dérivée de F (x) existe et elle est donnée par

F ′(x) = v′(x)f(x, v(x))− u′(x)f(x, u(x)) +

∫ v(x)

u(x)

∂f(x, t)

∂x
dt. (1.6)

Pour détail, voir [21].
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1.3 Fonctions gamma et bêta d’Euler

1.3.1 Fonction gamma

Définition 1.1. soit x ∈]0,+∞[ la fonction gamma d’Euler est définie

par l’intégrale suivante :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt.

Propriétés

Pour tout x > 0, et pour tout n ∈ N∗ on a :

1) Γ(x+ 1) = xΓ(x) (relation de récurrence)

2) Γ(n) = (n− 1) !.

1.3.2 Fonction bêta

Définition 1.2. la fonction bêta notée par β est définie pour tout x, y ∈ R2

avec x > 0 et y > 0, on a :

β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt.

Propriétés

1) β(x, y) = β(y, x) symétrique.

2) β(x, y) =
Γ(x) Γ(y)

Γ(x+ y)
.

1.4 L’espace Lp

Définition 1.3. (L’espace Lp) Soient Ω ⊂ R, un ensemble mesurable,

0 < p <∞ et f : Ω→ R. On dit que f ∈ Lp(Ω) si et seulement si
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(1) f est mesurable sur Ω.

(2)
∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx <∞.

On définit la norme par l’expression suivante∥∥f∥∥
Lp(Ω)

=
(∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx)1/p

.

Définition 1.4. Soient Ω ⊂ R (
∣∣Ω∣∣ > 0 de mesure non nulle ) et soit

f : Ω→ R,. On dit que f ∈ L1(Ω) si f est mesurable et∥∥f∥∥
L1(Ω)

=

∫
|f(x)|dx <∞. (1.7)

1.5 Les inégalités de Hölder

Soient Ω un ensemble mesurable non vide de R et f, g deux fonctions

mesurables sur Ω telle que f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) où 1
p + 1

p′
= 1, on a

I) Pour p ≥ 1

∫
Ω

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≤ ∥∥f∥∥

Lp(Ω)

∥∥g∥∥
Lp
′
(Ω)
,

et on écrit

∫
Ω

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≤

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx

1/p∫
Ω

∣∣g(x)
∣∣p′dx

1/p
′

. (1.8)

II) Pour 0 < p < 1 (quasi-norme)

∫
Ω

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≥ ∥∥f∥∥

Lp(Ω)

∥∥g∥∥
Lp
′
(Ω)
,
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et on écrit

∫
Ω

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≥

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx

1/p∫
Ω

∣∣g(x)
∣∣p′dx

1/p
′

. (1.9)

III) Pour p < 0∫
Ω

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx ≥ (∫

Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx)1/p(∫

Ω

∣∣g(x)
∣∣p′dx)1/p

′

.

On peut récrire l’inégalité précédente sous la forme suivante :∫
Ω

∣∣f(x)g(x)
∣∣dx
p

≤

∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx

∫
Ω

∣∣g(x)
∣∣p′dx

p−1

.

(1.10)

1.5.1 L’inégalité classique de Hardy

Définition 1.5. Soit f une fonction mésurable positive sur (0,+∞), on

définit l’opérateur de Hardy, noté Hf := (Hf) par

(
Hf
)
(x) =

1

x

∫ x

0

f(t) dt , (1.11)

( la valeur moyenne de la fonction f dans l’intervalle (0, x)).

Lemme 1.1. ( l’inégalité classique de Hardy ) Soient p > 1 et f une

fonction positive mésurable sur (0,+∞), alors on a∫ +∞

0

(
1

x

∫ x

0

f(t)dt

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ +∞

0

f p(x) dx. (1.12)
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1.6 Les inégalités inverses de Hardy

Soient 0 < a < b < +∞, p > 0 et f une fonction positive mesurable

sur [a, b] ⊆ (0,∞), on pose

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,

alors

1. Pour p ≥ 1

p

∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx ≤ (b−a)p

∫ b

a

(
f(x)

x

)p
dx−

∫ b

a

(
1− a

x

)p
f p(x)dx.

(1.13)

2. Pour 0 < p < 1

p

∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx ≥

(
1− a

b

)p ∫ b

a

f p(x)dx− 1

bp

∫ b

a

(x− a)pf p(x)dx.

(1.14)

1.7 Les opérateurs de Riemann-Liouville (R-L)

Premier opérateur, soit α ∈ R+ et f ∈ L1([a, b]), on considére l’in-

tégrale

a+I
1f(x) =

∫ x

a

f(t)dt.
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Pour x ∈ [a, b], on a a+I
1f est continue sur [a, b] alors il est intégrable. On

intègre la deuxième fois et on appliquons le théorème de Fubini∫ x

a

I1f(s)ds =

∫ x

a

(∫ s

a

f(t)dt

)
ds =

∫ x

a

∫ s

a

f(t)dtds

=

∫ x

a

∫ x

t

f(t)dsdt =

∫ x

a

(∫ x

t

f(t)ds

)
dt

=

∫ x

a

f(t)

(∫ x

t

ds

)
dt =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt,

alors

I2f(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt.

On intègre la troisième fois :∫ x

a

I2f(s)ds =

∫ x

a

(∫ s

a

(s− t)f(t)dt

)
ds =

∫ x

a

∫ s

a

(s− t)f(t)dtds

=

∫ x

a

∫ x

t

(s− t)f(t)dsdt =

∫ x

a

(∫ x

t

(s− t)f(t)ds

)
dt

=

∫ x

a

f(t)

(∫ x

t

(s− t)ds
)
dt =

∫ x

a

f(t)

([1

2
(s− t)2

]x
t

)
dt

=
1

2

∫ x

a

(x− t)2f(t)dt,

on déduit

I3f(x) =
1

2

∫ x

a

(x− t)2f(t)dt.
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On intègre la quatrième fois :∫ x

a

I3f(s)ds

=

∫ x

a

(
1

2

∫ s

a

(s− t)2f(t)dt

)
ds =

1

2

∫ x

a

∫ s

a

(s− t)2f(t)dt ds

=
1

2

∫ x

a

∫ x

t

(s− t)2f(t)ds dt =
1

2

∫ x

a

(∫ x

t

(s− t)2f(t)ds

)
dt

=
1

2

∫ x

a

f(t)

(∫ x

t

(s− t)2ds

)
dt =

1

2

∫ x

a

f(t)

([1

3
(s− t)3

]x
t

)
dt,

on obtient

I4f(x) =
1

3
× 1

2

∫ x

a

(x− t)3f(t)dt) =
1

3 !

∫ x

a

(x− t)3f(t)dt,

si on applique le même processus n fois il résulte

a+I
nf(x) =

1

(n− 1) !

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt,

par conséquence

a+I
nf(x) =

1

Γ(n)

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt.

Soit α ∈ R ,tell que α > 0, on écrit

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt.

Deuxième opérateur, pour f ∈ L1([a, b]) , on définit l’opérateur I(f)

par

If(x) =

∫ b

x

f(t)dt,
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on intégre et on applique le Théorème de Fubini, on trouve∫ b

x

If(s)ds =

∫ b

x

(∫ b

s

f(t)dt

)
ds =

∫ b

x

∫ b

s

f(t)dtds

=

∫ b

x

∫ b

s

f(t)dsdt =

∫ b

x

(∫ t

x

f(t)ds

)
dt

=

∫ b

x

f(t)

(∫ t

x

ds

)
dt =

∫ b

x

(t− x)f(t)dt,

alors

I2f(x) =

∫ b

x

(t− x)f(t)dt.

On intègre pour la deuxième fois :∫ b

x

I2f(s)ds =

∫ b

x

(∫ b

s

(t− s)f(t)dt

)
ds =

∫ b

x

∫ b

s

(t− s)f(t)dt ds

=

∫ b

x

∫ t

x

(t− s)f(t)ds dt =

∫ b

x

(∫ t

x

(t− s)f(t)ds

)
dt

=

∫ b

x

f(t)

(∫ t

x

(t− s)ds
)
dt =

∫ b

x

f(t)

([−1

2
(t− s)2

]t
x

)
dt

=
1

2

∫ b

x

(t− x)2f(t)dt,

on déduit

I3f(x) =
1

2

∫ b

x

(t− x)2f(t)dt.
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Pour la troisième fois par l’intégration, on obtient∫ b

x

I3f(s)ds

=

∫ b

x

(
1

2

∫ b

s

(t− s)2f(t)dt

)
ds =

1

2

∫ b

x

∫ b

s

(t− s)2f(t)dt ds

=
1

2

∫ b

x

∫ t

x

(t− s)2f(t)ds dt =
1

2

∫ b

x

(∫ t

x

(t− s)2f(t)ds

)
dt

=
1

2

∫ b

x

f(t)

(∫ t

x

(t− s)2ds

)
dt =

1

2

∫ b

x

f(t)

([−1

3
(t− s)3

]t
x

)
dt,

on obtient

I4f(x) =
1

3
× 1

2

∫ b

x

(t− x)3f(t)dt) =
1

3 !

∫ b

x

(t− x)3f(t)dt,

si on applique le même processus n fois, on résulte

Inb−f(x) =
1

(n− 1) !

∫ b

x

(t− x)n−1f(t)dt,

par conséquence

Inb−f(x) =
1

Γ(n)

∫ b

x

(t− x)n−1f(t)dt.

Soit α ∈ R ,tell que α > 0, on écrit

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt.
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1.7.1 Les opérateurs de Riemann-Liouville

Définition 1.6. Soient α > 0 et f ∈ L1
(

[a, b]
)
, on appelle l’intégrale

de Riemann-Liouville d’ordre α á gauche (respectivement á droite ) de la

fonction f les intégrales suivantes :

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > a, (1.15)

et

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, b > x. (1.16)
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1.7.2 Théorème d’existence et de bornitude

Soit a, b ∈ R, tel que 0 ≤ a < b ≤ +∞.

Théorème 1.3. Soient f une fonction mesurable sur [a, b] ⊆ [0,+∞[,

α > 0. Si f ∈ L1([a, b]), alors

Iαa+f(x) ∈ L1([a, b]), Iαb−f(x) ∈ L1([a, b]). (1.17)

De plus

‖Iαa+f‖L1([a,b]) ≤ C‖f‖L1([a,b]), ‖Iαb−f‖L1([a,b]) ≤ C‖f‖L1([a,b]), (1.18)

où

C =
(b− a)α

Γ(α + 1)
. (1.19)

Démonstration : Soit Iαa+f(x) l’opérateur gauche de Riemann- Liou-

ville. On utilise le Théorème de Fubini, on déduit

‖Iαa+f‖L1([a,b]) =

∫ b

a

| Iαa+f(x) | dx

= 1
Γ(α)

∫ b

a

∣∣∣∣∫ x

a

(x− t)α−1f(t) dt

∣∣∣∣ dx
≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a

(x− t)α−1 | f(t) | dt dx

=
1

Γ(α)

∫ b

a

(∫ b

t

(x− t)α−1 | f(t) | dx
)
dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

| f(t) |
(∫ b

t

(x− t)α−1dx

)
dt,
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‖Iαa+f‖L1([a,b]) ≤
1

Γ(α)

∫ b

a

| f(t) |
(

1

α

[
(x− t)α

]b
t

)
dt

=
1

αΓ(α)

∫ b

a

| f(t) | (b− t)αdt

=
1

Γ(α + 1)

∫ b

a

| f(t) | (b− t)αdt

≤ 1

Γ(α + 1)

∫ b

a

| f(t) | (b− a)αdt

=
(b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

| f(t) | dt

=
(b− a)α

Γ(α + 1)
‖f‖L1([a,b]).

De la même façon,

‖Iαb−f‖L1([a,b]) =
1

Γ(α)

∫ b

a

∣∣∣∣∫ b

x

(t− x)α−1f(t) dt

∣∣∣∣ dx
≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ b

x

(t− x)α−1 | f(t) | dt dx

=
1

Γ(α)

∫ b

a

(∫ t

a

(t− x)α−1 | f(t) | dx
)
dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

| f(t) |
(∫ t

a

(t− x)α−1dx

)
dt

=
1

Γ(α)

∫ b

a

| f(t) |
(

1

α

[
− (t− x)α

]t
a

)
dt,
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‖Iαb−f‖L1([a,b]) ≤
1

Γ(α + 1)

∫ b

a

| f(t) | (t− a)αdt

≤ 1

Γ(α + 1)

∫ b

a

| f(t) | (b− a)αdt

=
(b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

| f(t) | dt

=
(b− a)α

Γ(α + 1)
‖f‖L1([a,b]).

On déduit que les opérateurs Iαa+f , I
α
b−f sont bornés de l’espace L1([a, b])

vers lui même.



Chapitre 2

Les inégalités inverses de Hardy liées à

l’opérateur de Riemann-Liouville

2.1 Introduction

En 2012, Sulaiman a prouve des inégalités intégrales dites inégalités

inverses de Hardy [37, Théorème3.1].

Théorème 2.1. Soient 0 < a < b < +∞, p > 0 et f une fonction positive

mesurable sur [a, b] ⊆ (0,∞), on pose

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,

alors

1. Pour p ≥ 1

p

∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx ≤ (b−a)p

∫ b

a

(
f(x)

x

)p
dx−

∫ b

a

(
1− a

x

)p
f p(x)dx

(2.1)
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2. Pour 0 < p < 1

p

∫ b

a

(
F (x)

x

)p
dx ≥

(
1− a

b

)p ∫ b

a

f p(x)dx− 1

bp

∫ b

a

(x− a)pf p(x)dx.

(2.2)

En 2013, Banyat Sroysang obtient une généralisation des inégalités in-

tégrales précédentes de Hardy, en introduisant un deuxième paramètre

q > 0.[36, Théorème 2.1]

Théorème 2.2. Soient 0 < a < b < +∞, p, q > 0 et f une fonction

positive mesurable sur [a, b] ⊆ (0,∞), on pose

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,

alors

1. Pour p ≥ 1

p

∫ b

a

F p(x)

xq
dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

f p(x)

xq
−
∫ b

a

(x− a)p

xq
f p(x)dx (2.3)

2. Pour 0 < p < 1

p

∫ b

a

F p(x)

xq
dx ≥ (b− a)p

bq

∫ b

a

f p(x)dx− 1

bq

∫ b

a

(x−a)pf p(x)dx. (2.4)

En 2020, B. Benaissa a généralisé l’inégalité integrale dite inverse de

Hardy [12, Théorème 2.2]

Théorème 2.3. Soient 0 < a < b < +∞, p > 0 et f , g deux fonctions

positives mesurables sur [a, b] ⊆ (0,∞), on pose

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt.

Si g est croissante sur [a, b], alors
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1. pour p ≥ 1

p

∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

f p(x)

g(x)
dx−

∫ b

a

(x− a)p

g(x)
f p(x)dx, (2.5)

2. pour 0 < p < 1

p

∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx ≥ (b− a)p

g(b)

∫ b

a

f p(x)dx− 1

g(b)

∫ b

a

(x− a)pf p(x)dx.

(2.6)

2.2 Résultats principaux

Dans cette section nous donnons un détail sur l’inégalité integrale in-

verse de Hardy dans le calcul fractionnel.

Théorème 2.4. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[. tel que g est

non-décroissante, alors pour tout p > 1, et α ≥ 1 on a

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx ≤ 1

(α(p− 1) + 1)Γp−1(α + 1)

×
[
(b− a)α(p−1)+1Iαa+

(
fp(b)
g(b)

)
− Iαa+

(
fp(b)
g(b) (b− a)α(p−1)+1

)]
.

(2.7)

Démonstration :
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Soit Iαa+f(x) l’opérateur gauche de Riemann-Liouville, on a

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)(α−1)( 1
p+ 1

p
′ )f(t)dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)
α−1
p f(t)(x− t)

α−1
p
′ dt,

appliquant l’inégalité de Hölder pour p > 1, on obtient :

Iαa+f(x) ≤ 1

Γ(α)

(∫ x

a

(
(x− t)

α−1
p f(t)

)p
dt

) 1
p

(∫ x

a

(
(x− t)

α−1
p
′
)p′
dt

) 1

p
′

=
1

Γ(α)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)1− 1
p

.

par conséquence

(
Iαa+f(x)

)p
≤ 1

Γp(α)

[(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)1− 1
p

]p

=
1

Γp(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)p−1

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

(
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

)p−1

.
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On a
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt =
1

αΓ(α)

[
− (x− t)α

]x
a

=
1

Γ(α + 1)
(x− a)α,

d’ ou (
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

)p−1

=
1

Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1),

ce qui donne(
Iαa+f(x)

)p
≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt
( 1

Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1)

)

=
1

Γ(α)Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt.

On intègre par rapport à x sur [a, b], on résulte

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx

≤
∫ b

a

g−1(x)

[
1

Γ(α)Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

]
dx

=
1

Γ(α)Γp−1(α + 1)

∫ b

a

g−1(x)(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

)
dx.

Sachons que g est une fonction non-décroissante sur [a, b], on déduit que

g−1 = 1
g est une fonction décroissante sur [a, b], d’où

t ≤ x −→ g−1(x) ≤ g−1(t), (2.8)
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d’autre part pour α ≥ 1 et a ≤ t ≤ x ≤ b, on a

x− t ≤ b− t −→ (x− t)α−1 ≤ (b− t)α−1,

ce qui donne ∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt ≤
∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt, (2.9)

du (2.8) et (2.9), on obtient

g−1(x)(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

)
≤

g−1(t)(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt

)
par conséquent

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx ≤ 1

Γ(α)Γp−1(α + 1)

×
∫ b

a

[
g−1(t)(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt

)]
dx.



2.2 Résultats principaux 29

Appliquons le Théorème du Fubini, on a

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx

≤ 1

Γ(α)Γp−1(α + 1)

∫ b

a

∫ x

a

g−1(t)(x− a)α(p−1)(b− t)α−1f p(t)dt dx

=
1

Γ(α)Γp−1(α + 1)

∫ b

a

∫ b

t

g−1(t)(x− a)α(p−1)(b− t)α−1f p(t)dx dt

=
1

Γ(α)Γp−1(α + 1)

∫ b

a

g−1(t)(b− t)α−1f p(t)

(∫ b

t

(x− a)α(p−1)dx

)
dt.

On calcul l’intégrale∫ b

t

(x− a)α(p−1)dx =
1

α(p− 1) + 1

[
(x− a)α(p−1)+1

]b
t

=
1

α(p− 1) + 1

[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
.

par conséquent

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx ≤ 1

(α(p− 1) + 1)Γ(α)Γp−1(α + 1)

×
∫ b

a

g−1(t)(b− t)α−1f p(t)
[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
dt,
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posant C =
1

(α(p− 1) + 1)Γp−1(α + 1)

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx

≤ C

(
1

Γ(α)

∫ b

a

g−1(t)(b− t)α−1f p(t)
[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
dt

)

= C
( 1

Γ(α)

∫ b

a

g−1(t)(b− t)α−1f p(t)(b− a)α(p−1)+1dt−

1

Γ(α)

∫ b

a

g−1(t)(b− t)α−1f p(t)(t− a)α(p−1)+1dt
)

= C
(

(b− a)α(p−1)+1 1

Γ(α)

∫ b

a

(b− t)α−1f
p(t)

g(t)
dt−

1

Γ(α)

∫ b

a

(b− t)α−1f
p(t)(t− a)α(p−1)+1

g(t)
dt
)

= C

[
(b− a)α(p−1)+1 Iαa+

(f p(b)
g(b)

)
− Iαa+

(f p(b)
g(b)

(b− a)α(p−1)+1
)]

. �

Théorème 2.5. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[, tel que g est

non-décroissante, alors pour tout 0 < p < 1, et 0 < α ≤ 1 on a

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx ≥ Γ1−p(α + 1)

(α(1− p)− 1)g(b)

×
[
(b− a)α(1−p)+1 Iαa+

(
f p(b)

)
− Iαa+

(
f p(b)(b− a)α(p−1)+1

)]
.

(2.10)
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Démonstration :

Soit Iαa+f(x) l’opérateur gauche de Riemann-Liouville, on a

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

=

∫ x

a

[(x− t)α−1

Γ(α)

]( 1
p+ 1

p
′ )

f(t)dt

=

∫ x

a

[(x− t)α−1

Γ(α)

] 1
p

f(t)
[(x− t)α−1

Γ(α)

] 1

p
′
dt,

appliquant l’inégalité de Hölder pour 0 < p < 1, on obtient :

Iαa+f(x) ≥
(∫ x

a

([(x− t)α−1

Γ(α)

] 1
p

f(t)
)p
dt

) 1
p

(∫ x

a

([(x− t)α−1

Γ(α)

] 1

p
′
)p′
dt

) 1

p
′

=

(∫ x

a

(x− t)α−1

Γ(α)
f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1

Γ(α)
dt

)1− 1
p

=
1

Γ(α)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)1− 1
p

.

par conséquence

(
Iαa+f(x)

)p
≥ 1

Γp(α)

[(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)1− 1
p

]p

=
1

Γp(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)p−1

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

(
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

)p−1

.
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On a
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt =
1

αΓ(α)

[
− (x− t)α

]x
a

=
1

Γ(α + 1)
(x− a)α,

d’ où (
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

)p−1

=
1

Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1),

ce qui donne(
Iαa+f(x)

)p
≥ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt
( 1

Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1)

)

=
1

Γ(α)Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt.

On intègre par rapport à x sur [a, b], on résulte

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx

≥
∫ b

a

g−1(x)

[
1

Γ(α)Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

]
dx

=
1

Γ(α)Γp−1(α + 1)

∫ b

a

g−1(x)(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

)
dx.

Sachons que g est une fonction non-décroissante sur [a, b], on déduit que

g−1 est une fonction décroissante sur [a, b], d’où

b ≥ x −→ g−1(x) ≥ g−1(b), (2.11)
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d’autre part pour 0 < α < 1 et a ≤ t ≤ x ≤ b, on a

x− t ≤ b− t −→ (x− t)α−1 ≥ (b− t)α−1,

ce qui donne ∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt ≥
∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt, (2.12)

par la multiplication du (2.11) et (2.12), on obtient

g−1(x)(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

)
≥

g−1(b)(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt

)
,

par conséquent

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx ≥ 1

Γ(α)Γp−1(α + 1)

×
∫ b

a

[
g−1(b)(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt

)]
dx.
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Appliquons théorème du Fubini, on a

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx

≥ 1

Γ(α)Γp−1(α + 1)

∫ b

a

∫ x

a

g−1(b)(x− a)α(p−1)(b− t)α−1f p(t)dt dx

=
Γ1−p(α + 1)

g(b)

∫ b

a

∫ b

t

f p(t)

Γ(α)
(b− t)α−1(x− a)α(p−1)dx dt

=
Γ1−p(α + 1)

g(b)

∫ b

a

(∫ b

t

f p(t)

Γ(α)
(b− t)α−1(x− a)α(p−1)dx

)
dt

=
Γ1−p(α + 1)

g(b)

∫ a

b

f p(t)

Γ(α)
(b− t)α−1

(∫ b

t

(x− a)α(p−1)dx

)
dt.

On calcul l’intégrale∫ t

b

(x− a)α(p−1)dx =
1

α(p− 1) + 1

[
(x− a)α(p−1)+1

]b
t

=
1

α(p− 1) + 1

[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
.
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par conséquent

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx

≥ Γ1−p(α + 1)

(α(1− p) + 1)g(b)

∫ a

b

f p(t)

Γ(α)
(b− t)α−1

[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
dt

=
Γ1−p(α + 1)

(α(1− p) + 1)g(b)

(∫ b

a

f p(t)

Γ(α)
(b− t)α−1(b− a)α(p−1)+1dt+

−
∫ b

a

f p(t)

Γ(α)
(b− t)α−1(t− a)α(p−1)+1dt

)

=
Γ1−p(α + 1)

(α(1− p) + 1)g(b)

[(b− a)α(p−1)+1

Γ(α)

∫ b

a

(b− t)α−1f p(t)dt+

− 1

Γ(α)

∫ b

a

(b− t)α−1f p(t)(t− a)α(p−1)+1dt
]

=
Γ1−p(α + 1)

(α(1− p) + 1)g(b)

[
(b− a)α(p−1)+1 Iαa+

(
f p(b)

)
− Iαa+

(
f p(b)(b− a)α(p−1)+1

)]
.�

Théorème 2.6. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[, tel que g est

non-croissante, alors pour tout p < 0, et 1 ≤ α on a

∫ b

a

(
Iαb−f(x)

)p
g(x)

dx ≤ Γ1−p(α + 1)

(α(1− p)− 1)g(a)

×
[
Iαb−
(
f p(a)(b− a)α(p−1)+1

)
− (b− a)α(1−p)+1 Iαb−

(
f p(a)

)]
.

(2.13)
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Démonstration :

Soit Iαb−f(x) l’opérateur droit de Riemann-Liouville, on a

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt

=

∫ b

x

[(t− x)α−1

Γ(α)

]( 1
p+ 1

p
′ )

f(t)dt

=

∫ b

x

[(t− x)α−1

Γ(α)

] 1
p

f(t)
[(t− x)α−1

Γ(α)

] 1

p
′
dt,

on utilise l’inégalité de Hölder pour p < 0, on déduit :

Iαb−f(x) =

∫ b

x

[(t− x)α−1

Γ(α)

] 1

p
′
f(t)

[(t− x)α−1

Γ(α)

] 1
p

dt

≥

(∫ b

x

([(t− x)α−1

Γ(α)

] 1

p
′
)p′
dt

) 1

p
′ (∫ b

x

([(t− x)α−1

Γ(α)

] 1
p

f(t)
)p
dt

) 1
p

=

(∫ b

x

(t− x)α−1

Γ(α)
dt

) 1

p
′ (∫ b

x

(t− x)α−1

Γ(α)
f p(t)

) 1
p

,

on a ∫ b

x

(t− x)α−1

Γ(α)
dt =

1

Γ(α)

[ 1

α
(t− x)α

]b
x

=
1

Γ(α + 1)
(b− x)α,

d’où

Iαb−f(x) ≥
( 1

Γ(α + 1)
(b− x)α

) 1

p
′
(

1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt

) 1
p

.
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Pour tout p < 0, on obtient

(
Iαb−f(x)

)p
≤

[(
1

Γ(α + 1)
(b− x)α

) 1

p
′
(

1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt

) 1
p

]p

=
( 1

Γ(α + 1)
(b− x)α

)p−1
(

1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt

)

=
1

Γp−1(α + 1)
(b− x)α(p−1)

(
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt

)

=
Γ1−p(α + 1)

Γ(α)
(b− x)α(p−1)

(∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt

)
,

on intègre par rapport à x sur l’intervalle [a, b], on résulte que

∫ b

a

(
Iαb−f(x)

)p
g(x)

dx

≤
∫ b

a

g−1(x)

[
Γ1−p(α + 1)

Γ(α)
(b− x)α(p−1)

∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt

]
dx

=
Γ1−p(α + 1)

Γ(α)

∫ b

a

g−1(x)(b− x)α(p−1)

(∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt

)
dx.

Sachons que g est une fonction non-croissante sur [a, b], on déduit que g−1

est une fonction croissante sur [a, b], d’où

a ≤ x −→ g−1(x) ≤ g−1(a), (2.14)

d’autre part pour 1 ≤ α et a ≤ x ≤ t ≤ b, on a

t− x ≤ t− a −→ (t− x)α−1 ≤ (t− a)α−1,
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ce qui donne ∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt ≤
∫ b

x

(t− a)α−1f p(t)dt, (2.15)

en multipliant (2.14) et (2.15), on obtient

g−1(x)(b− x)α(p−1)

(∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt

)
≤

g−1(a)(b− x)α(p−1)

(∫ b

x

(t− a)α−1f p(t)dt

)
,

par conséquent

∫ b

a

(
Iαb−f(x)

)p
g(x)

dx ≤ 1

Γ(α)Γp−1(α + 1)

×
∫ b

a

[
g−1(a)(b− x)α(p−1)

(∫ b

x

(t− a)α−1f p(t)dt

)]
dx.
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On Applique le théorème du Fubini, on a

∫ b

a

(
Iαb−f(x)

)p
g(x)

dx

≤ 1

Γ(α)Γp−1(α + 1)

∫ b

a

∫ b

x

g−1(a)(b− x)α(p−1)(t− a)α−1f p(t)dt dx

=
Γ1−p(α + 1)

g(a)

∫ b

a

∫ t

a

f p(t)

Γ(α)
(t− a)α−1(b− x)α(p−1)dx dt

=
Γ1−p(α + 1)

g(a)

∫ b

a

(∫ t

a

f p(t)

Γ(α)
(t− a)α−1(b− x)α(p−1)dx

)
dt

=
Γ1−p(α + 1)

g(a)

∫ a

b

f p(t)

Γ(α)
(t− a)α−1

(∫ t

a

(b− x)α(p−1)dx

)
dt,

on calcul l’intégrale∫ t

a

(b− x)α(p−1)dx =
1

α(p− 1) + 1

[
− (b− x)α(p−1)+1

]t
a

=
1

α(1− p)− 1

[
(b− t)α(p−1)+1 − (b− a)α(p−1)+1

]
.
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alors

∫ b

a

(
Iαb−f(x)

)p
g(x)

dx

≤ Γ1−p(α + 1)

(α(1− p)− 1)g(a)

∫ a

b

f p(t)

Γ(α)
(t− a)α−1

[
(b− t)α(p−1)+1 − (b− a)α(p−1)+1

]
dt

=
Γ1−p(α + 1)

(α(1− p)− 1)g(a)

(∫ b

a

f p(t)

Γ(α)
(t− a)α−1(b− t)α(p−1)+1dt+

−
∫ b

a

f p(t)

Γ(α)
(t− a)α−1(b− a)α(p−1)+1dt

)

=
Γ1−p(α + 1)

(α(1− p)− 1)g(a)

[ 1

Γ(α)

∫ b

a

(t− a)α−1f p(t)(b− t)α(p−1)+1dt+

−(b− a)α(p−1)+1

Γ(α)

∫ b

a

(t− a)α−1f p(t)dt
]

=
Γ1−p(α + 1)

(α(1− p)− 1)g(a)

[
Iαb−
(
f p(a)(b− a)α(p−1)+1

)
− (b− a)α(p−1)+1 Iαb−

(
f p(a)

)]
. �
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2.3 Applications

Posant α = 1 dans le Théorème 2.4, Théorème 2.5 et Théorème 2.6, on

obtient les Corollaires suivants liés à l’intégrale de Riemann.

Corollaire 2.1. soit f ≥ 0 et g ≥ 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[. tel que g soit

non-croissante, alors pour tout p > 1, on a

p

∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx ≤ (b− a)p

∫ b

a

f p(x)

g(x)
dx−

∫ b

a

(x− a)p

g(x)
f p(x) dx (2.16)

où F (x) =

∫ x

a

f(t)dt.

Corollaire 2.2. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[, tel que g est

non-décroissante, alors pour tout 0 < p < 1, on a

p

∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx ≥ (b− a)p

g(b)

∫ b

a

f p(x) dx− 1

g(b)

∫ b

a

(x−a)pf p(x) dx (2.17)

où F (x) =

∫ x

a

f(t)dt .

Corollaire 2.3. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[, tel que g est

non-croissante, alors pour tout p < 0, on a

− p
∫ b

a

F p(x)

g(x)
dx ≤ 1

g(a)

∫ b

a

(b− x)pf p(x) dx− (b− a)p

g(a)

∫ b

a

f p(x) dx

(2.18)

où F (x) =

∫ b

x

f(t)dt.

l’inégalite (2.18) est un nouveau résultat pour p < 0.



Chapitre 3

Généralisation des inégalités de type

Hardy liées à l’opérateur de

Riemann-Liouville avec double ordres

3.1 Introduction

L’inégalité inverse de Hardy liée à l’opérateur Riemann-Liouville est

donné dans [27] comme suite :

Théorème 3.1. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[. tel que g est

non-décroissant, alors pour tout p > 1, et α ≥ 1 on a

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx ≤ 1

(α(p− 1) + 1)Γp−1(α + 1)

×
[
(b− a)α(p−1)+1Iαa+

(
fp(b)
g(b)

)
− Iαa+

(
fp(b)
g(b) (b− a)α(p−1)+1

)]
.

(3.1)

( Voir le chapitre précédent. )
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3.2 Résultats principaux

Dans cette section nous donnons un détail des trois théorèmes sur les in-

égalités intégrales inverses de Hardy liées à l’opérateur Riemann-Liouville

avec double ordres. On considère f et g deux fonctions continues sur

[a, b] ⊆ [0,+∞[.

Théorème 3.2. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[. tel que g est

non-décroissante, alors pour tout p > 1, α ≥ 1 et β ≥ 1 on a

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)

 ≤ Γ(β + α− 1)Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)(α(p− 1) + 1)

×
[
(b− a)α(p−1)+1 Iβ+α−1

a+

(f p(b)
g(b)

)
− Iβ+α−1

a+

(f p(b)
g(b)

(b− a)α(p−1)+1
)]

.

(3.2)
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Démonstration :

Soit Iαa+f(x) l’opérateur gauche de Riemann-Liouville, on a

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)(α−1)( 1
p+ 1

p
′ )f(t)dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)
α−1
p f(t)(x− t)

α−1
p
′ dt,

appliquant l’inégalité de Hölder pour p > 1, on obtient :

Iαa+f(x) ≤ 1

Γ(α)

(∫ x

a

(
(x− t)

α−1
p f(t)

)p
dt

) 1
p

(∫ x

a

(
(x− t)

α−1
p
′
)p′
dt

) 1

p
′

=
1

Γ(α)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)1− 1
p

.

par conséquence

(
Iαa+f(x)

)p
≤ 1

Γp(α)

[(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)1− 1
p

]p

=
1

Γp(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)p−1

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

(
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

)p−1

.
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On a
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt =
1

αΓ(α)

[
− (x− t)α

]x
a

=
1

Γ(α + 1)
(x− a)α,

d’ où ( 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt
)p−1

=
1

Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1),

ce qui donne(
Iαa+f(x)

)p
≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt
( 1

Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1)

)

=
1

Γ(α)Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt.

(3.3)

D’autre part, on a par définition

Iβa+
(
G(y)

)
=

1

Γ(β)

∫ y

a

(y − x)β−1G(x)dx,

posant

G(y) =


(
Iαa+f(y)

)p
g(y)

 ,

on obtient

Iβa+


(
Iαa+f(y)

)p
g(y)

 =
1

Γ(β)

∫ y

a

(y − x)β−1


(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

 dx,
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pour y = b, on a

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)

 =
1

Γ(β)

∫ b

a

(b− x)β−1


(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

 dx

=
1

Γ(β)

∫ b

a

(b− x)β−1g−1(x)
(
Iαa+f(x)

)p
dx.

On applique maintenant (3.3), il résulte que

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



≤ 1

Γ(β)

∫ b

a

(b− x)β−1g−1(x)

×
[

Γ1−p(α + 1)

Γ(α)
(x− a)α(p−1)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

]
dx

=
Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(x)(b− x)β−1(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

)
dx.

Sachons que g est une fonction non-décroissante sur [a, b], on déduit que

g−1 =
1

g
est une fonction décroissante sur [a, b], d’où

t ≤ x −→ 0 < g−1(x) ≤ g−1(t), (3.4)

d’autre part pour β ≥ 1 et a ≤ t ≤ x ≤ b, on a

b− x ≤ b− t −→ (b− x)β−1 ≤ (b− t)β−1, (3.5)
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et pour tout α ≥ 1 et a ≤ t ≤ x ≤ b, on a

x− t ≤ b− t −→ (x− t)α−1 ≤ (b− t)α−1,

ce qui donne ∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt ≤
∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt. (3.6)

Appliquant (3.4) ,(3.5) et (3.6), on obtient

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



≤ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(x)(b− x)β−1(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

)
dx

≤ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(t)(b− t)β−1(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

)
dx

≤ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(t)(b− t)β−1(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt

)
dx,

par conséquent

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



≤ Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

[
(b− t)β−1g−1(t)(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt

)]
dx

=
Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

∫ x

a

(b− t)β−1g−1(t)(x− a)α(p−1)(b− t)α−1f p(t)dt dx.
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On applique le théorème du Fubini, on conclut

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



≤ Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

∫ x

a

(b− t)β−1g−1(t)(x− a)α(p−1)(b− t)α−1f p(t)dt dx

=
Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

∫ b

t

(b− t)β−1g−1(t)(x− a)α(p−1)(b− t)α−1f p(t)dx dt

=
Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

∫ b

t

(b− t)β+α−2g−1(t)(x− a)α(p−1)f p(t)dx dt

=
Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(t)(b− t)β+α−2f p(t)

(∫ b

t

(x− a)α(p−1)dx

)
dt,

on a∫ b

t

(x− a)α(p−1)dx =
1

α(p− 1) + 1

[
(x− a)α(p−1)+1

]b
t

=
1

α(p− 1) + 1

[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
.
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par conséquent

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



≤ Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)α(p− 1) + 1

∫ b

a

g−1(t)(b− t)β+α−2f p(t)

×
[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
dt

=
Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)(α(p− 1) + 1)

(Γ(β + α− 1)

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

g−1(t)(b− t)β+α−2f p(t)

×
[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
dt
)
,

posant C =
Γ(β + α− 1)Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)(α(p− 1) + 1)
, on déduit

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



= C
( 1

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

g−1(t)(b− t)β+α−2f p(t)(b− a)α(p−1)+1dt−

1

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

g−1(t)(b− t)α−1f p(t)(t− a)α(p−1)+1dt
)
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Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



= C
(

(b− a)α(p−1)+1

∫ b

a

(b− t)β+α−2f
p(t)

g(t)
dt−

1

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

(b− t)β+α−2f
p(t)(t− a)α(p−1)+1

g(t)
dt
)

= C
[
(b− a)α(p−1)+1 Iβ+α−1

a+

(f p(b)
g(b)

)
− Iβ+α−1

a+

(f p(b)
g(b)

(b− a)α(p−1)+1
)]
. �

Théorème 3.3. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[. tel que g est

non-décroissante, alors pour tout 0 < p < 1, 0 < α ≤ 1, 0 < β ≤ 1 et

α + β > 1 on a

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)

 ≥ Γ(β + α− 1)Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)(α(p− 1) + 1)g(b)

×
[
(b− a)α(p−1)+1 Iβ+α−1

a+

(
f p(b)

)
− Iβ+α−1

a+

(
f p(b)(b− a)α(p−1)+1

)]
.

(3.7)

Démonstration :

Soit Iαa+f(x) l’opérateur gauche de Riemann-Liouville

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt,
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on a
Iαa+f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)(α−1)( 1
p+ 1

p
′ )f(t)dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)
α−1
p f(t)(x− t)

α−1
p
′ dt,

appliquant l’inégalité de Hölder pour 0 < p < 1, on obtient :

Iαa+f(x) ≥ 1

Γ(α)

(∫ x

a

(
(x− t)

α−1
p f(t)

)p
dt

) 1
p

(∫ x

a

(
(x− t)

α−1
p
′
)p′
dt

) 1

p
′

=
1

Γ(α)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)1− 1
p

.

Par conséquence

(
Iαa+f(x)

)p
≥ 1

Γp(α)

[(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

) 1
p
(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)1− 1
p

]p

=
1

Γp(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

(∫ x

a

(x− t)α−1dt

)p−1

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

(
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

)p−1

.

On a
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt =
1

αΓ(α)

[
− (x− t)α

]x
a

=
1

Γ(α + 1)
(x− a)α,

d’ ou ( 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt
)p−1

=
1

Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1),
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ce qui donne(
Iαa+f(x)

)p
≥ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt
( 1

Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1)

)

=
1

Γ(α)Γp−1(α + 1)
(x− a)α(p−1)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt.

(3.8)

On appliquons maintenant (3.8), on résulte que

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



≥ 1

Γ(β)

∫ b

a

(b− x)β−1g−1(x)

×
[

Γ1−p(α + 1)

Γ(α)
(x− a)α(p−1)

∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

]
dx

=
Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(x)(b− x)β−1(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

)
dx.

Sachons que g est une fonction non-décroissante sur [a, b], on déduit que

g−1 est une fonction décroissante sur [a, b], d’où

x ≤ b −→ g−1(x) ≥ g−1(b) > 0, (3.9)

d’autre part pour 0 < β ≤ 1 et a ≤ t ≤ x ≤ b, on a

b− x ≤ b− t −→ (b− x)β−1 ≥ (b− t)β−1, (3.10)
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et pour tout 0 < α ≤ 1 et a ≤ t ≤ x ≤ b, on a

x− t ≤ b− t −→ (x− t)α−1 ≥ (b− t)α−1,

ce qui donne ∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt ≥
∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt, (3.11)

Appliquant (3.9) ,(3.11) et (3.10), on obtient

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



≥ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(x)(b− x)β−1(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

)
dx

≥ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(b)(b− t)β−1(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(x− t)α−1f p(t)dt

)
dx

≥ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(b)(b− t)β−1(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt

)
dx,

par conséquent

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)

 ≥ Γp−1(α + 1)

g(b)Γ(α)Γ(β)

×
∫ b

a

[
(b− t)β−1(x− a)α(p−1)

(∫ x

a

(b− t)α−1f p(t)dt

)]
.
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Appliquons théorème du Fubini, on a

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



≥ Γp−1(α + 1)

g(b)Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

∫ x

a

(b− t)β−1(x− a)α(p−1)(b− t)α−1f p(t)dt dx

=
Γp−1(α + 1)

g(b)Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

∫ b

t

(b− t)β−1(x− a)α(p−1)(b− t)α−1f p(t)dx dt

=
Γp−1(α + 1)

Γ(α)Γ(β)g(b)

∫ b

a

∫ b

t

(b− t)β+α−2(x− a)α(p−1)f p(t)dx dt

=
Γp−1(α + 1)

g(b)Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

(b− t)β+α−2f p(t)

(∫ b

t

(x− a)α(p−1)dx

)
dt.

On calcul l’intégrale∫ b

t

(x− a)α(p−1)dx =
1

α(p− 1) + 1

[
(x− a)α(p−1)+1

]b
t

=
1

α(p− 1) + 1

[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
.

Pour β + α > 1, posant

C =
Γ(β + α− 1)Γp−1(α + 1)

g(b)Γ(α)Γ(β)(α(p− 1) + 1)
,
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on déduit

Iβa+


(
Iαa+f(b)

)p
g(b)



≥ Γp−1(α + 1)

g(b)Γ(α)Γ(β)(α(p− 1) + 1)

∫ b

a

(b− t)β+α−2f p(t)

×
[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
dt

=
Γp−1(α + 1)

g(b)Γ(α)Γ(β)(α(p− 1) + 1)

(Γ(β + α− 1)

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

(b− t)β+α−2f p(t)

×
[
(b− a)α(p−1)+1 − (t− a)α(p−1)+1

]
dt
)

= C
( 1

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

(b− t)β+α−2f p(t)(b− a)α(p−1)+1dt−

1

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

(b− t)α−1f p(t)(t− a)α(p−1)+1dt
)

= C
(

(b− a)α(p−1)+1

∫ b

a

(b− t)β+α−2f p(t)dt−

1

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

(b− t)β+α−2f p(t)(t− a)α(p−1)+1dt
)

= C
[
(b− a)α(p−1)+1 Iβ+α−1

a+

(
f p(b)

)
− Iβ+α−1

a+

(
f p(b)(b− a)α(p−1)+1

)]
. �
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Théorème 3.4. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[. tel que g est

non-croissante, alors pour tout p < 0, et 1 ≤ α et 1 ≤ β on a

Iβb−


[
Iαb−f(a)

]p
g(a)

 dx ≤ Γ(β + α− 1)Γ1−p(α + 1)

Γ(α)(α(1− p)− 1)g(a)Γ(β)

×
[
Iα+β−1
b−

(
f p(a)(b− a)α(p−1)+1

)
− (b− a)α(p−1)+1 Iα+β−1

b− f p(a)
]
.

(3.12)

Démonstration :

Soit Iαb−f(x) l’opérateur droit de Riemann-Liouville, on a :

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt

=

∫ b

x

[(t− x)α−1

Γ(α)

]( 1
p+ 1

p
′ )

f(t)dt

=

∫ b

x

[(t− x)α−1

Γ(α)

] 1
p
[(t− x)α−1

Γ(α)

] 1

p
′
f(t)dt,

on utilise l’inégalité de Hölder pour p < 0, on déduit :

Iαb−f(x) =

∫ b

x

[(t− x)α−1

Γ(α)

] 1

p
′
[(t− x)α−1

Γ(α)

] 1
p

f(t)dt

≥
(∫ b

x

([(t− x)α−1

Γ(α)

] 1

p
′
)p′
dt
) 1

p
′
(∫ b

x

([(t− x)α−1

Γ(α)

] 1
p

f(t)
)p
dt
) 1
p

=
(∫ b

x

(t− x)α−1

Γ(α)
dt
) 1

p
′
(∫ b

x

(t− x)α−1

Γ(α)
f p(t)

) 1
p

,
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on a ∫ b

x

(t− x)α−1

Γ(α)
dt =

1

Γ(α)

[ 1

α
(t− x)α

]b
x

=
1

Γ(α + 1)
(b− x)α,

d’où

Iαb−f(x) ≥
( 1

Γ(α + 1)
(b− x)α

) 1

p
′
( 1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt
) 1
p

.

Pour tout p < 0, on obtient

(Iαb−f(x))p ≤
[( 1

Γ(α + 1)
(b− x)α

) 1

p
′
( 1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt
) 1
p

]p

=
( 1

Γ(α + 1)
(b− x)α

)p−1( 1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt
)

=
1

Γp−1(α + 1)
(b− x)α(p−1)

( 1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt
)

=
Γ1−p(α + 1)

Γ(α)
(b− x)α(p−1)

(∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt
)
,

D’autre part, on a par définition

Iβb−
(
G(y)

)
=

1

Γ(β)

∫ b

y

(x− y)β−1G(x)dx,

posant

G(y) =


(
Iαb−f(y)

)p
g(y)

 ,
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on obtient

Iβb−


(
Iαb−f(y)

)p
g(y)

 =
1

Γ(β)

∫ b

y

(x− y)β−1


(
Iαb−f(x)

)p
g(x)

 dx,

pour y = a, on a

Iβb−


(
Iαb−f(a)

)p
g(a)

 =
1

Γ(β)

∫ b

a

(x− a)β−1


(
Iαb−f(x)

)p
g(x)

 dx

=
1

Γ(β)

∫ b

a

(x− a)β−1g−1(x)
(
Iαb−f(x)

)p
dx,

on résulte

Iβb−


(
Iαb−f(a)

)p
g(a)

 ≤ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

×
∫ b

a

(x− a)β−1g−1(x) (b− x)α(p−1)
(∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt
)
dx.

(3.13)

Sachons que g est une fonction non-croissante sur [a, b], on déduit que g−1

est une fonction croissante sur [a, b], d’où

a ≤ x −→ g−1(x) ≤ g−1(a),

ce qui donne

g−1(x)(b− x)α(p−1) ≤ g−1(a)(b− x)α(p−1), (3.14)
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d’autre part pour 1 ≤ α et a ≤ x ≤ t ≤ b, on a

t− x ≤ t− a −→ (t− x)α−1 ≤ (t− a)α−1,

ce qui donne ∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt ≤
∫ b

x

(t− a)α−1f p(t)dt, (3.15)

et part pour 1 ≤ β et a ≤ x ≤ t ≤ b, on a

t− a ≥ x− a −→ (t− a)β−1 ≥ (x− a)β−1 (3.16)

Appliquant(3.14) et (3.15) dans (3.13) , on obtient

Iβb−


(
Iαb−f(a)

)p
g(a)



≤ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(x)(x− a)β−1(b− x)α(p−1)

(∫ b

x

(t− x)α−1f p(t)dt

)
dx

≤ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

g−1(a)(x− a)β−1(b− x)α(p−1)

(∫ b

x

(t− a)α−1f p(t)dt

)
dx,

donc

Iβb−


(
Iαb−f(a)

)p
g(a)

 ≤ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

×
∫ b

a

[
(t− a)β−1g−1(a)(b− x)α(p−1)

(∫ b

x

(x− a)α−1f p(t)dt

)]
dx
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On Applique (3.16) et le Théorème du Fubini, on a

Iβb−


(
Iαb−f(a)

)p
g(a)



≤ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

∫ b

x

(x− a)β−1g−1(a)(b− x)α(p−1)(t− a)α−1f p(t)dt dx

≤ Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

∫ b

x

(t− a)β−1g−1(a)(b− x)α(p−1)(t− a)α−1f p(t)dt dx

=
Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

∫ b

x

(t− a)α+β−2g−1(a)(b− x)α(p−1)f p(t)dt dx

=
Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

∫ t

a

f p(t)g−1(a)(t− a)α+β−2(b− x)α(p−1)dx dt

=
Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ b

a

(∫ t

a

g−1(a)f p(t)(t− a)α+β−2(b− x)α(p−1)dx
)
dt

=
Γ1−p(α + 1)

Γ(α)Γ(β)

∫ a

b

g−1(a)f p(t)(t− a)α+β−2

(∫ t

a

(b− x)α(p−1)dx

)
dt,

on calcul l’intégrale suivante∫ t

a

(b− x)α(p−1)dx =
1

α(p− 1) + 1

[
− (b− x)α(p−1)+1

]t
a

=
1

α(1− p)− 1

[
(b− t)α(p−1)+1 − (b− a)α(p−1)+1

]
.
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Par conséquent

Iβb−


(
Iαb−f(a)

)p
g(a)



≤ Γ1−p(α + 1)

(α(1− p)− 1)g(a)Γ(α)Γ(β)

∫ a

b

f p(t)(t− a)α+β−2

×
[
(b− t)α(p−1)+1 − (b− a)α(p−1)+1

]
dt

posantC =
Γ(β + α− 1)Γ1−p(α + 1)

Γ(α)(α(1− p)− 1)g(a)Γ(β)

= C

(
1

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

f p(t)(t− a)α+β−2(b− t)α(p−1)+1dt

− 1

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

f p(t)(t− a)α+β−2(b− a)α(p−1)+1dt

)

= C

[
1

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

(t− a)α+β−2f p(t)(b− t)α(p−1)+1dt

− (b− a)α(p−1)+1

Γ(β + α− 1)

∫ b

a

(t− a)α+β−2f p(t)dt

]

= C
[
Iα+β−1
b−

(
f p(a)(b− a)α(p−1)+1

)
− (b− a)α(p−1)+1 Iα+β−1

b−

(
f p(a)

)]
. �
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3.3 Applications

Posant β = 1 dans le Théorème 3.2, Théorème 3.3 et le Théorème 3.4,

on en déduit les Corollaires suivants liés à Riemann-Liouville inégalités

avec l’ordre α

Corollaire 3.1. soit f ≥ 0 et g ≥ 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[. tel que g soit

non-croissante.alors,pour tout p > 1, α ≥ 1, on obtient

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx

≤ Γ1−p(α + 1)

(α(p− 1) + 1)

[
(b− a)α(p−1)+1 Iαa+

(f p(b)
g(b)

)
− Iαa+

(f p(b)
g(b)

(b− a)α(p−1)+1
)]

.

(3.17)

Corollaire 3.2. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[. tel que g est

non-décroissant, alors pour tout 0 < p < 1 et 0 < α ≤ 1 on a

∫ b

a

(
Iαa+f(x)

)p
g(x)

dx

≥ Γ1−p(α + 1)

(α(1− p)− 1)g(b)

[
(b− a)α(1−p)+1 Iαa+

(
f p(b)

)
− Iαa+

(
f p(b)(b− a)α(p−1)+1

)]
.

(3.18)

Corollaire 3.3. Soient f > 0 et g > 0 sur [a, b] ⊆ [0,+∞[. tel que g est

non-croissant, alors pour tout p < 0, et 1 ≤ α on a

∫ b

a

(
Iαb−f(x)

)p
g(x)

dx ≤ Γ1−p(α + 1)

(α(1− p)− 1)g(a)

×
[
Iαb−
(
f p(a)(b− a)α(p−1)+1

)
− (b− a)α(1−p)+1 Iαb−

(
f p(a)

)]
.

(3.19)



Documentation

Bernhard Riemann

B
ernhard Riemann était un mathématicien allemand né le 17 septembre

1826 à Breselenz, en Allemagne, et décédé le 20 juillet 1866 à Selasca,

en Italie. Il est surtout connu pour ses contributions majeures dans le

domaine de l’analyse mathématique et de la géométrie. L’une de ses réa-

lisations les plus célèbres est la formulation de la "théorie des fonctions

abéliennes", qui a eu un impact significatif sur le développement ultérieur

des mathématiques. Il est également connu pour ses travaux sur la géo-

métrie riemannienne, qui a jeté les bases de la relativité générale d’Albert

Einstein. Sa vision novatrice des concepts mathématiques a grandement

influencé de nombreux domaines de la discipline

Godfrey Harold Hardy

G
odfrey Harold Hardy (7 février 1877 - 1er décembre 1947, mathémati-

cien britannique), connu pour ses réalisations en théorie des nombres

et en analyse mathématique. En biologie, il est connu pour le principe de

Hardy-Weinberg, un principe de base de la génétique des populations. G.

H. Hardy est généralement connu de ceux qui ne sont pas dans le domaine

des mathématiques pour son essai de 1940 A Mathematician’s Apology ,
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souvent considéré comme l’un des meilleurs aperçus de l’esprit d’un ma-

thématicien en activité écrit pour le profane. À partir de 1914, Hardy était

le mentor du mathématicien indien Srinivasa Ramanujan, une relation de-

venue célèbre, il a presque immédiatement reconnu l’éclat extraordinaire

quoique sans instruction de Ramanujan. L’inégalité de Hardy a été publiée

et prouvée pour la premiére fois ( du moins la version discréte avec une

constante moins précise ) en 1920 dans une note de Hardy, la formulation

originale était sous une forme intégrale légèrement différente de la précé-

dente.

Guido Fubini

G
uido Fubini ( 19 janvier 1879- 06 juin 1943) était un mathématicien

italien renommé. Ses contributions notables incluent l’intégrale de

Fubini, l’analyse mathématique, les séries de Fourier et la géométrie dif-

férentielle. Son travail a influencé divers domaines des mathématiques et

reste une référence aujourd’hui.

Joseph Liouville

J
oseph Liouville (1809-1882) était un mathématicien français.Il est connu

pour ses contributions importantes dans divers domaines des mathéma-

tiques,notamment l’analyse, la théorie des nombres et la géométrie. Liou-

ville a joué un rôle clé dans le développement de la théorie des nombres

transcendants et a introduit les nombres transcendants de Liouville, qui

sont des exemples concrets de nombres transcendants. Ses travaux ont éga-

lement jeté les bases de la théorie des fonctions analytiques, de la théorie
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des séries et de la théorie des équationd différentielles

Otto Hölder

O
tto Ludwig Hölder (22 décembre 1859 - 29 août 1937) était un mathé-

maticien allemand né à Stuttgart. Hölder a d’abord étudié au Poly-

technikum (qui est aujourd’hui l’Université de Stuttgart) puis, en 1877, il

est allé à Berlin où il a été l’élève de Leopold Kronecker, Karl Weierstrass

et Ernst Kummer. En analyse mathématique, l’inégalité de Hölder est une

inégalité fondamentale dans le calcul en analyse fonctionnelle et un outil

indispensable pour l’étude des espaces Lp. L’inégalité inverse de Hölder a

été explorée par un certain nombre de scientifiques à travers des articles

récents.
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