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Quelques Inégalités Intégrales  

pour la classe des fonctions convexes 
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 إهداء خلف الله ساسي

 الحمد لله رب العالمين الذي وفقنا لتحقيق هذا العمل المتواضع أهديه

 

 الأعزاء مصدر الحياة و الحب و المودة اإلى والدي

 

 تياخوتي و أخوإو إلى 

 

 و لكل عائلتي مصدر الأمل

 

 و حاج أكرم  و إلى جميع أصدقائي  خاصة ناجي سولة

 

 



 

رية الناصرصإهداء بلقي  

 الله رسول على والسلام والصلاة الله بسم

 اهدي هذا العمل 

 ، العزيز  وأب    العزيزة لأم  
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   لأخواب 
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   و  لأصدقاب 
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 العال   أو  الثانوي التعليم والمتوسطة الابتدائية سواء المعلمي    كل  ننسى أن دون

 

 

 



 

 شكر
 الحمد لله رب العالمين والصلاة والسلام على سيد المرسلين سيدنا محمد صلى الله عليه وسلم 

 

 .الطاقم الاداري للكلية كلنشكر  كما و ليالآعلام الارياضيات والاساتذة كلية  كافة نشكر

 

 .و التقدير الاحترامعزوز نورالدين الذي يستحق الاستاذ خاص الى ال ناشكرنقدم  و

 

 قبولهما للمشاركة على  بوحركاتبن عيسى  بن علي والاستاذ نشكر الاستاذ حليم كما و

 العمل. في لجنة التقييم لهذا
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Chap 1- Introduction et préliminaires 

1 Introduction : 

Les inégalités mathématiques jouent un rôle clé dans la compréhension d’un 

éventail de problèmes dans divers domaines. Parmi les plus célèbres est l’inégalité 

de Hermite-Hadamard (H-H en abrégé), qui a eu un grand impact en mathématiques 

et dans d’autres disciplines connexes.  

Comme mentionné par Mitrinovic et Lackovic [1], cette inégalité est d’abord 

apparue dans la littérature dans les travaux de Hadamard [2], cependant le résultat 

sous sa forme mathématique a été découvert par Hermite [3]. Suite à ce fait, de 

nombreux chercheurs ont désigné le résultat comme l’inégalité de Hermite-

Hadamard.  

Cette inégalité H-H a été déclarée dans la monographie [4] comme premier 

résultat fondamental pour les fonctions convexes définies dans un intervalle de 

nombres réels, avec une interprétation géométrique naturelle qui peut être 

appliquée pour étudier une variété de problèmes. Par conséquent, ces inégalités, par 

lesquelles de nombreux résultats sont étudiés, jouent un rôle important dans la 

théorie des fonctions convexes. 

La convexité avec ses nombreux types de généralisations peuvent être 

appliquées dans différents domaines des sciences [5, 6]. De nombreuses 

généralisations de l’inégalité H-H ont été étudiées. Tout au long du siècle dernier, on 

remarque une forte croissance de résultats utiles en mathématiques et à travers de 

vastes problèmes en ingénierie, économie et physique [7, 4].  

En raison de l’importance énorme de ces inégalités, de nombreuses extensions, 

raffinements et généralisations ont été étudiés [8, 9] dont des extensions via le calcul 

fractionnaire [10, 11]. 

Dans ce mémoire on présente d’abord la notion de convexité avec différentes 

variantes, puis une introduire de l’inégalité H-H. Nous présenterons ensuite deux 

inégalités de base liées à l’inégalité H-H, à savoir l’inégalité trapézoïde et l’inégalité 

du point-milieu. On clôture par des inégalités de type H-H liées aux intégrales 

fractionnaires. 
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2 Préliminaires 

2.1 Fonctions convexes  

Soit  un intervalle  de . 

Définitions 1.1 : [12] Une fonction  est dite convexe si pour tout  

  et tout  tel que  on a  

 . (0.1) 

 est dite concave si  est convexe ; c'est-à-dire (avec un autre type de formulation) si 

pour tout  et tout    

 . (0.2) 

Interprétation Géométrique : 

  

Exemples : 
i)  Les fonctions définies par  sont convexes dans  

i)  La fonction définie par  est concave dans  

 

2.2 Fonctions  s-convexes: 

Définition 1.2 : [12]  Une fonction  est dite s-convexe au  second sens si 

pour tout      ,  tout  tel que  et  on a :  

  (0.3) 
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Cette classe de fonctions est désignée par . 

Remarque :  pour  la s-convexité devient la convexité classique . 

2.3 Intégrales d’ordre Fractionnaires 

Il existe plusieurs formes connues d’intégrales fractionnaires dont deux ont été 

étudiées extensivement pour leurs applications, les intégrales fractionnaires de 

Riemann-Liouville et ceux de Hadamard. On est concerné par ceux de Riemann-

Liouville basées sur la formule de Cauchy qui permet d’exprimer la composition de  

n-intégrations  en une seule intégration 

. 

La fonction Gamma qui est une extension de la fonction factorielle est définie par  

. 

On cite parmi les propriétés de cette fonction 

, ,     . 

 

Cette fonction permet d’écrire  

, (0.4) 
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d’où la généralisation pour , en utilisant le symbole  au lieu de , on 

définit l’intégrale (à gauche) de Riemann-Liouville pour toute fonction intégrable par 

.   (0.5) 

Par analogie on définit l’intégrale (à droite) de Riemann-Liouville pour par 

.   (0.6) 

Il est aussi intéressant de citer une fonction étroitement liée à la fonction Gamma, 

c’est la fonction Beta définie comme suit 

 

qui vérifie la relation suivante  

. 

2.4 Divers 

1) on note  si  . 

2) Une fonction poids  (mesurable et positive) est dite symétrique par rapport à  

si . 

3 Résultats utiles 

Dans ce qui suit on aura besoin des résultats suivants 

Lemme 1.1 :  Si   et   alors 

 

Preuve : 

1) En posant   on a      d’où   
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. 

2) En posant   on a      donc on a   

. □ 

 

Lemme 1.2 : Si   et   alors 

. 

Preuve : 
En posant  alors    et    donc  

.      □ 

Lemme 1.3 : Si  ,  et  est symétrique par rapport à 

 , alors 

. 

Preuve : 

En posant  alors   ,    ,  

 et  . 

On déduit  
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 étant symétrique par rapport à  on obtient 

 

On pose  alors   ,    ,  

 et . 

d’où  

.    □
 

 

Lemme 1.4 : Si   et   alors 

 

 

Preuve : 

1)   Changement de variable :  ;  ,   ; 

 et  , alors : 
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1) bis  Changement de variable :  ; ,  et 

 ;  et   , alors : 

 

2)  Changement de variable :  ; ,  ; 

 et  ,  alors : 
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2) bis  Changement de variable :  ;  ,  et 

 ;  et  , alors : 

 

    □
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Chap 2- Inégalité de Hermite-    
     Hadamard classique 

L'inégalité de Hermite Hadamard (H-H en abrégé) joue un rôle essentiel dans la 
théorie de la convexité. 

Cette inégalité donne, pour les fonctions convexes, une estimation de la 

moyenne intégrale dans un intervalle [a,b]    par rapport à l’image 

de la moyenne  et la moyenne des images . 

 

Dans ce qui suit  avec . 

1 Cas  convexe 

Théorème 2.1 : [4]  Soit    une fonction convexe, alors  l'inégalité 

suivante dite de Hermite-Hadamard est vérifiée : 

 
.
 

(2.1) 

Preuve : 

On suppose que 𝑓 est convexe sur [𝑎, 𝑏] , alors on a : 

  

On a donc  

  

(2.2) 
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On pose   avec     on obtient      

 

d’où 

    (2.3) 

 

D'après (2.2)  et  (2.3) on déduit : 

, 

en intégrant par rapport à  on trouve 

 .
 

D’après le Lemme 1.2 on a   d’où 

.           □
 

1.1 Interprétation graphique : 

L'inégalité H-H peut s’écrire comme suit 

 

et, en résumée, elle est décrite géométriquement dans [12] comme suit :  
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2 Cas  convexe avec poids 

Dans [9] ; F. Chen a introduit l’inégalité d’Hermite-Hadamard avec poids pour 

une fonction convexe, dite inégalité d’Hermite-Hadamard-Fejér : 

 

Inégalité du trapézoïde 

La surface sous le graphique de 

$f$ sur [a, b] ( ) est plus 

petite que l’aire du trapèze de 

hauteur [a, b] et de base f(a) et 

f(b) . 

(aire trapèze = ). 

 Inégalité du trapézoïde  : 

 

 

Inégalité du pont moyen 

La surface sous le graphique de  

sur [a, b] (à savoir ) est 

plus grande que l’aire du rectangle 

de base [a, b] et de hauteur 

. 

(aire rectangle = ). 

 Inégalité du point milieu (mid-point- inequality) : 
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Théorème 2.2 :  soit   est une fonction convexe et  est 

fonction positive intégrable et symétrique par rapport a  .alors on a : 

 

Preuve : 

   

On a donc  

  

(2.4) 

On pose   avec     alors      

  

d’où 

  (2.5) 

D'après  (2.4) et  (2.5) on a : 

   (2.6) 
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En multipliant l'inégalité  (2.6) par   et puis on intégrant sur  , on obtient  

 

 étant symétrique  par rapport à  d’après le Lemme 1.3 on déduit 

, 

d’où le résultat désiré.    □ 

 

3 Cas s-Convexe 

Dans [13] , Dragomir et Fitzpatrick ont prouvé l'inégalité de Hermite-Hadamard 

pour les fonctions s-convexe. 

Théorème 2.3 :   Si  est une fonction s-convexe dans le second sens 

et   alors on a 

 

Preuve : 

On suppose que f est s-convexe dans le second sens alors on a  

 

On intègre cette inégalité sur [0, 1] , on trouve  
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d’où 

 

D’après le Lemme 1.1 on a    et on obtient  

. 

C’est la seconde partie de la double inégalité désirée.
 

Pour la première partie on remarque que pour tous  et , la 

fonction étant s-convexe dans le second sens, on applique (0.3) pour  on 

obtient 

. 

Posons  et  ave   on aura   

. 

En intégrant par rapport à on trouve  

,
 

et en utilisant le Lemme 1.1 on aura 

  .   □ 
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Chap 3- Inégalités de type H-H pour  
         les fonctions différentiables 

Un problème intéressant lié à l’inégalité de Hermite-Hadamard suivante 

    (H-H) 

et qui attire la curiosité de nombreux chercheurs est la détermination de deux 

estimations des grandeurs (3.1) et (3.2) suivantes : 

 inégalité du point-milieu qui est une estimation de la quantité (3.1), différence 

entre la partie gauche et la partie centrale de l’inégalité (H-H). 

   
   (3.1) 

 inégalité du trapézoïde qui est une estimation de la quantité (3.2), différence 

entre la partie gauche et la partie centrale de l’inégalité (H-H). 

   (3.2) 

Dans ce qui suit  ,  intervalle ouvert tel que . 

1 Inégalité du type trapézoïde  

Le résultat suivant, établi par Dragomir et Agarwal [14], peut être utilisé pour 

estimer une borne de l’inégalité (3.2). 

Pour la preuve on aura besoin du lemme suivant. 

Lemme 3.1 :  Soit  une application différentiable. Si  alors 

nous avons l’identité : 

 .  (3.3) 
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Preuve : En intégrant par parties et d’après le Lemme 1.1 

 

En multipliant par  on déduit l’égalité (3.3).   □ 

Remarque :  En utilisant le changement de la variable 

l’égalité (3.3) peut  être écrite comme suit 

. 

 

Théorème 3.2 :  Soit  une application différentiable telle que 

 . Si  est convexe sur  alors nous avons  

 .  (3.4) 

Preuve : En utilisant Lemme précédent, il suit ce  
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 étant convexe on obtient 

 

où nous avons utilisé les résultats suivants : 

Résultat 1 :   

 

Résultat 2 :   

 

 

2 Inégalité du Point-milieu  

Kirmaci [15] a prouvé les résultats suivants qui donnent une estimation de la 

quantité (3.1) en utilisant les hypothèses de convexité. 

 

Lemme3.3 :  Soit  une application différentiable. Si  , alors 

nous avons  :  

.(3.5) 
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Preuve : par intégration  par parties  on déduit 

 

en utilisant le Lemme 1.1 on trouve  

 

En multipliant par  on obtient l’identité (3.5) . 

 

Théorème 3.4 :  soit  une application différentiable telle que 

. Si   est convexe  alors nous avons :  

  (3.6) 

Preuve : en utilisant l’identité (3.5) du lemme 3.3 on obtient 
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on déduit  

 

De la convexité de  il s'ensuit que 

 

où nous avons utilisé les résultats suivants   

Résultat 1 :   

. 

Résultat 2 :   

 . 

Résultat 3 :   

 . 

Résultat 4 :   

 . □  
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Chap 4- Inégalités de type H-H 
impliquant l’intégrale fractionnaire de  
   Riemann Liouville 

 

Dans ce qui suit et    avec . 

 

1 Inégalité H-H fractionnaire cas convexe 

Sarikaya et al. [16] a présenté des inégalités de type H-H impliquant des 

intégrales fractionnaires de Riemann- Liouville . Les résultats sont présentés ci-

dessous. 

 

Théorème 4.1 : Soit   être une fonction positive et . Si f est 

convexe sur  alors l’inégalité intégrale d’ordre fractionnaire suivante est vérifiée : 

 .  (4.1) 

avec . 

Preuve :   étant convexe sur  nous avons pour   

. 

Posons  on obtient 

 
  (4.2) 

En multipliant les deux côtés de (4.2) par  puis en intégrant par rapport à t sur 

 nous obtenons 

. 
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Après calcul et en appliquant le Lemme 1.4 on aura

 

 
d’où la première inégalité dans (4.1)  

. 

Pour la deuxième inégalité dans (4.1), on note d'abord que f étant convexe alors 

pour  

 

et 

 

En ajoutant ces inégalités membre à membre nous obtenons 

 

d’où 

  (4.3) 

Multiplions les deux côtés de (4.3) par et intégrons par rapport à t sur  nous 

aurons 

, 

en appliquant le Lemme 1.4 on obtient 

. 

d’où la deuxième inégalité 

 
. □ 

 

Remarque :  Si on prend  dans le théorème 4.1, alors l'inégalité (4.1) devient 

inégalité (2.1) du théorème 2.1 . 
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2 Inégalité fractionnaire du type trapézoïde 

Toujours dans [16], une inégalité de type trapézoïde  impliquant des intégrales 

fractionnaires de Riemann- Liouville a été prouvée. On aura besoin du lemme suivant 

 

Lemme 4.2 : soit   une fonction différentiable sur   .  

Si  alors  

 .  (4.5) 

avec . 

Preuve : notons que  

 

Une intégration par parties donne 

 

et d’après le Lemme 1.4  
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De la même manière, utilisant toujours le Lemme 1.4, on calcul  

 

 

La somme de  et  donne 

. 

En multipliant par  nous obtenons (4.5). □ 

 

Théorème 4.3 :  soit    une fonction différentiable sur   et  

. Si   est convexe alors l'inégalité suivante pour les intégrales 

fractionnaires est vérifiée:  

.  (4.6) 

Preuve : En utilisant le Lemme 4.2 et la convexité de   , on trouve 
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d’où 

 

Ainsi  

 ,  (4.7) 

où   

 

 

On calcule les intégrales dans  :  

i.  
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en décomposant les fractions on obtient 

 

ii.  

iii.  

iv. 
 

 

d’où 

 (4.8). 

On calcule les intégrales dans  : 

i.  
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finalement 

 

ii.  

iii.  

 

iv.  

d’où 

 (4.9). 

On remplace (4.9) et (4.8) dans (4.7) pour obtenir  

 

il s’en suit le résultat (4.6). □
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Remarque :  Si on prend  dans le théorème 4.3, alors l'inégalité (4.6) devient 

inégalité (3.4) du théorème 3.2 

 

3 Inégalité fractionnaire du Point-milieu 

Zhu et al. [17] ont étudié une nouvelle identité intégrale fractionnaire pour les 

applications convexes différentiables. Les résultats sont présentés ci-dessous.  

Lemme 4.4 :  soit   une application différenciable  sur .  

Si  alors l'égalité intégrale de type fractionnaire suivante est vérifiée :  

 (4.10). 

Preuve :  

 

Par une intégration on aura  

i. . 

ii. . 
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iii.  

 

et d'après le Lemme 1.4 on obtient  

 

iv.  

 

En faisant la somme 

 

en multipliant par  on obtient le résultat désiré (4.10). □ 
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Théorème 4.5 : soit   une application différenciable  sur   et 

 . Si   alors est convexe sur , alors l'inégalité suivante pour les 

intégrales fractionnaires est vérifiée :  

. (4.11). 

Preuve  : En utilisant l’identité (4.10).du lemme 4.4 précédent et la convexité de , 

on obtient  

 

Pour simplifier on écrit 

. 

On calcule les  : 
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En additionnant ces résultats, on obtient  

 

d’où l'inégalité (4.11) 

.□ 

Remarque : Si on prend α = 1 dans le théorème 4.5, alors l'inégalité (4.11) devient 

l'inégalité (3.6) du théorème 3.4 .  
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