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Chap 1- Introduction et préliminaires

1 Introduction :

Les inégalités mathématiques jouent un rdle clé dans la compréhension d’un
éventail de problemes dans divers domaines. Parmi les plus célebres est I'inégalité
de Hermite-Hadamard (H-H en abrégé), qui a eu un grand impact en mathématiques

et dans d’autres disciplines connexes.

Comme mentionné par Mitrinovic et Lackovic [1], cette inégalité est d’abord
apparue dans la littérature dans les travaux de Hadamard [2], cependant le résultat
sous sa forme mathématique a été découvert par Hermite [3]. Suite a ce fait, de
nombreux chercheurs ont désigné le résultat comme [linégalité de Hermite-

Hadamard.

Cette inégalité H-H a été déclarée dans la monographie [4] comme premier
résultat fondamental pour les fonctions convexes définies dans un intervalle de
nombres réels, avec une interprétation géométrique naturelle qui peut étre
appliquée pour étudier une variété de problémes. Par conséquent, ces inégalités, par
lesquelles de nombreux résultats sont étudiés, jouent un réle important dans la

théorie des fonctions convexes.

La convexité avec ses nombreux types de généralisations peuvent étre
appliquées dans différents domaines des sciences [5, 6]. De nombreuses
généralisations de I'inégalité H-H ont été étudiées. Tout au long du siecle dernier, on
remarque une forte croissance de résultats utiles en mathématiques et a travers de

vastes problemes en ingénierie, économie et physique [7, 4].

En raison de I'importance énorme de ces inégalités, de nombreuses extensions,
raffinements et généralisations ont été étudiés [8, 9] dont des extensions via le calcul

fractionnaire [10, 11].

Dans ce mémoire on présente d’abord la notion de convexité avec différentes
variantes, puis une introduire de l'inégalité H-H. Nous présenterons ensuite deux
inégalités de base liées a 'inégalité H-H, a savoir I'inégalité trapézoide et I'inégalité
du point-milieu. On cl6ture par des inégalités de type H-H liées aux intégrales

fractionnaires.



2 Préliminaires

2.1 Fonctions convexes

Soit { un intervalle de R.

Définitions 1.1 : [12] Une fonction f : I — IR est dite convexe si pour tout

r,y€el ettouta,3>0telquear+ 3= 1ona
flax + By) <af(z)+Bf(y), (0.1)

[ est dite concave si (— f) est convexe ; c'est-a-dire (avec un autre type de formulation) si

pour tout 7,y € [ ettout ¢ € [0, 1]
flte+ (1 —t)y) >t flx)+ (1 1) f(y) (0.2)

Interprétation Géométrique :

fltz+ (1—1)y)

tfe) + (1 =1)f(y)
(@) 4 (L= ) f(y) [ s

fltr+ (1 -t)y)

H : i i
. to+ (1= by y / T tr+(1—1t)y y

Une fonction est convexe si et seulement si sa courbe Une fonction|est concave si et seulement si sa courbe
representative est au-dessous de ses cordes représentati

e est au-dessus de ses cordes

Exemples :
i) Les fonctions définies par .7:2; e’ sont convexes dans R.

i) La fonction définie par In x est concave dans [R.

2.2 Fonctions s-convexes:

Définition 1.2 : [12] Une fonction f : I — IR est dite s-convexe au second sens si

pourtout =,y €7, toute,3 > Otelquea+ 3 =1ets € ]0,1]ona:

flax+ By) < o’ f(x) + 5°f(y) (0.3)



Cette classe de fonctions est désignée par K2.

Remarque : pour s = 1 la s-convexité devient la convexité classique .

2.3 Intégrales d’ordre Fractionnaires

Il existe plusieurs formes connues d’intégrales fractionnaires dont deux ont été
étudiées extensivement pour leurs applications, les intégrales fractionnaires de
Riemann-Liouville et ceux de Hadamard. On est concerné par ceux de Riemann-

Liouville basées sur la formule de Cauchy qui permet d’exprimer la composition de

*
n-intégrations (n € N%) en une seule intégration

[ [ [T s i = s [0 *

La fonction Gamma qui est une extension de la fonction factorielle est définie par

I'(z) = / t*le ™ dt Re(z) >0
0 :

On cite parmi les propriétés de cette fonction
Fn)=m-1l, neN T(+1)=2I(z) TI(1)=0=1 TI'2)=1=1

TMo) Function Appreximation: Provided by MATLAB
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Cette fonction permet d’écrire

/: dt1 /j dts .../:1 F(ty) dt, = ﬁ]j(m—t}"‘lf(t) dt o)



neRY)

d’ou la généralisation pour( , en utilisant le symbole @ au lieu de 7, on

définit I'intégrale (a gauche) de Riemann-Liouville pour toute fonction intégrable par

‘ 1 v
o flz) — _/ (=t f(t)dt ,a<e<b, a€eR:
[(a) Ja . (0.5)
Par analogie on définit I'intégrale (a droite) de Riemann-Liouville pour par
b -
Jy- f(x) = /(tx)a_lf(t) dt ,a<z <b, a e RY
L(a) J, " (0.6)

Il est aussi intéressant de citer une fonction étroitement liée a la fonction Gamma,

c’est la fonction Beta définie comme suit
1
B(z,s) = / VSl B L/ Re(z) >0, Re(s) >0
0

qui vérifie la relation suivante

I'(z)I(s)

B(Z, S) = m

2.4 Divers

1) onnote f € Ly([a,b])si [ f(z) de < oo

atb

2) Une fonction poids w (mesurable et positive) est dite symétrique par rapport a “3°

siw(“$t —2) = w(*F + ).

3 Résultats utiles

Dans ce qui suit on aura besoin des résultats suivants

Lemme 1.1:Si0<a<b<+o0 et f € Li([a,b])alors

1 1 b
1) [.’ f(ta+ (1 —t)b) dt = b—a) /G f(x) dx,

1 1 b
2) /0 f((1—t)a +tb) dt = (b—a)/a f(x) du.

Preuve :

d’ou

1) Enposant z =ta + (1 —t)b ona dt = xb
a_



S| a dT 1 )
| ftara=—ona= [ @) =5 - [ pw

a

d
2) Enposant z = (1 —t)a+th ona dt = - Y doncona

a

/f 1 — t)a + tb) df—/f — b_a]f c

Lemme 1.2:Si0 < a <b < +oo et f e Ly([a,b])alors

b

b
/ fla+b—x)de= [ f(x)dx

Preuve :
Enposantx =a+b—talors t =a+b— x et dt = —dx donc

/fa+b—:n /f dt = /f dr. o

Lemme 1.3:Si0 < a <b < +oc, f € L. ([a, b]) et w est symétrique par rapport a

a+b
, alors
b b
/f(a—l—b—x)w(:c)d:c—]f(m)w:c dx
a a
Preuve :
b b
Enposantx:%—&-talorst:—a_'_ +x, dt =dzx,
r=a — t:*{b+%“:%bet r=b —= t:—*“;bJr%b:b*T“.
On déduit

b b—a
2 b b
/f(a+bx)w(:n)d:n=/ f(aera;_ t)w(a;_ +1t) dt
a =

b—a
2 a+b a-+b
_/“T—b f( 5 —t)w( 5 +1t) dt



. (o .atb )
w étant symétrique par rapport a on obtient

a+b ; a-+b

, =
/f(aer:r)ur(x)da::/ﬂ f( 5 ) w( 5 —t) dt

a+b

b
Onposemz%—talorst:— +ax, dt =dx,

_ a=b —atb  a-b _ — b—a —atb  b-a _
t= = =% 5 =aett =54 = =19 5+ = 0.

d’ou

b—a

T a+b a+b
— —Huw
At~ ul

b b
/f(a+b—;):) w(z) dr = -t dt—/f(a:) w(z)de. o

a=b
2

Lemme 1.4:Si0 <a <b< +oo et f e Li([a,b])alors

1) JANf(b) =

o /0 1 f(ta+ (1 —t)b) dt

- 55 /U(lt)a F((1 = D)a + th) dt.

) 1
%) fla) — ‘ fot”_l FUL = Ba + tb) di

Preuve :

u—>b d
1) Changement de variable : u = ta + (1 —t)b; t = ¢ , dt = “

Ca-—1b a—2>b

t=0 —= u=bett=1 — uw=a,alors:

7



1 “rh )\ > du
a—1 _
At f(ta+(1—t)b)dt—.[b (b—a) f(u)a_b

’ -1
= —10)”‘ /a (b—u)"" flu) du

')
= (D).
(b—a,)a J(ﬁf( )
. . v —a dv
1) bis Changement de variable : v = (1 —t)a +1tb; t = T— dt = ; et
—a —a
b—v
1—t:b ;=0 = v=aett=1 = v=>b,alors:
—a
! brh— o\ dv
_ pya—1 _ —
/0 (1 =6 f(1—t)a+tb) dt fa (b—a) f(v)b_(L
= ! ]h (b— U)u*lf(@) dv
B (bia)a a ‘ |
[«) ‘
= ——5 JX f(b).
(b— a)a a*f( )
, v—a dv
2) Changement de variable : v = (1 — t)a +th; t = P dt = 2 ;
—a —a

t=0 — v=aett=1 — v=0 alors:

1 b a—1
o1 B v—a dv
/Ot F((1=t)a + tb) dt/a (b—a) fy—

b 1
e [

= % J f(a).



u—2>b d
2) bis Changement de variable : u = ta + (1 — )b, t = 4 ;7 dt = ub
a— a—
a—u

b;t:0 — u=bett=1 = u=a,alors:

et

1—t=

a —

! o1 _ [fu—a ot  du
/0(1—t) f(ta+ (1 —1t)b) dt/b (b—a) f(u,)a_b

b .
_ (bla)a / (u— @) f(u) du

I'«)

= (b _ a)a JI?*f(a)'



Chap 2- Inégalité de Hermite-
Hadamard classique

L'inégalité de Hermite Hadamard (H-H en abrégé) joue un role essentiel dans la
théorie de la convexité.

Cette inégalité donne, pour les fonctions convexes, une estimation de la

moyenne intégrale dans un intervalle [a,b] 7— f f(x) dx par rapport a I'image

t
de la moyenne f ( )et la moyenne des images [ta) ;rf()).

Dans ce qui suit a, b € [0, +oo[ avec a < b.

1 Cas convexe

Théoréme 2.1: [4] Soit f:|a,b] — R une fonction convexe, alors l'inégalité

suivante dite de Hermite-Hadamard est vérifiée :

ey < L / ﬂ@d S¥IOES (U] o

Preuve :

On suppose que f est convexe sur [a, b], alorsona:

e =G+ 24 Y
= (Gla+b—2) + 52)
< Sfa+b—a)+ 5 f (@)
On adonc
2f(a+b)Sf(a+b—w)+f(sv)- (2.2)




Onpose x = ta+ (1 —t)b avect € [0,1] on obtient

fla+b—z)+ f(x)=fla+b—ta— (1 —t)b) + f(ta+ (1 —t)b)
= f((L —t)a+tb) + f(ta+ (1 —t)b)
< (1 =t)f(a) +1f(b) +tf(a) + (1 —1)f(b)

= fla) + f(b),

d’ou

fla+b—2z)+ f(z) < f(a) + (D). (2.3)

D'aprés (2.2) et (2.3) on déduit :

2f(“12) < fla+b—2)+ (@) < f(a) + ),

en intégrant par rapport a x € [a, b] on trouve

u b b
2(b—a) f( ;rb)<'/ fla+b—x) da:-l—!/ f(x) drv < (b—a) (f(a)—l—f(b)).

D’aprés le Lemme 1.2 on a fj fla+b—x)dr = fab f(z) dz d’ou

b
¢ ;_ b) < /a flz) de < (b— (L)—f(@) ; 'f(b). O

(b—a) f(

1.1 Interprétation graphique :

L'inégalité H-H peut s’écrire comme suit

b
”"2”’)</a f(x) dv < (b—a)

(b—a) f( f(a) ; f(b)

et, en résumée, elle est décrite géométriquement dans [12] comme suit :

10



v' Inégalité du point milieu (mid-point- inequality) :

=) ((52) < [ fa) da

La surface sous le graphique de f

sur [a, b] (a savoir fab f(x) dx) est -

plus grande que I'aire du rectangle
de base [a, b] et de hauteur

)

Tk

Ha+by2)

- w2

(aire rectangle = (b — a) x f(<t2)).
gle =(b—a) x f(*3*) Inégalité du pont moyen

v' Inégalité du trapézoide :

[ 1t0) e < (p— L0

La surface sous le graphique de

SfS sur [a, b] (f: f(x) dz) est plus
petite que l'aire du trapéze de

hauteur [a, b] et de base f(a) et il
flb).

filap

(aire trapéze = (b — a) x ===

Inégalité du trapézoide

2 Cas convexe avec poids

Dans [9] ; F. Chen a introduit I'inégalité d’"Hermite-Hadamard avec poids pour

une fonction convexe, dite inégalité d’'Hermite-Hadamard-Fejér :

11



Théoréme 2.2 : soit [ : [a,b] — R est une fonction convexe et w : [a,b] — R est
a+b

.alorsona:

fonction positive intégrable et symétrique par rapport a

f(a+b)/ d:v</ f(z a);f()L w(zr) dr

Preuve :
b . x
REATREAE
NS B
< 2f(a—0— .“L)-|—2f(l).
On adonc
a—l—b
2 f( ) < fla+b—x)+ f(z). (2.4)

Onpose z = ta+ (1 —t)b avect € [0, 1] alors
fla+b—2z)+ f(z) = fla+b—ta— (1 —t)b) + f(ta+ (1 —t)b)

= f((1 =t)a+1tb) + f(ta+ (1 —1)b)

< (L=1)f(a) +1f(b) +1f(a) + (1 —1)f(b)

= fla) + f(b).
d’ou
fla+b—a)+ f(z) < fla) + f(D). (2.5)
D'aprés (2.4) et (2.5)ona:
2(“50) < flatb— )+ (@) < fla) + S0) 25)

12



En multipliant I'inégalité (2.6) par w(x) et puis on intégrant sur [a, b], on obtient

2f (GTM) /:'w(a:) dz
</ b oole) do s [ e ule) da

b
< (fla) 1) [ wio) s

a-+b

w étant symétrique par rapport a

21 (“5°) / ) do <2 / ) u(e) de < (1(0) + 40) [ wle) ds

a

d’apres le Lemme 1.3 on déduit

d’ou le résultat désiré. |

3 Cas s-Convexe

Dans [13], Dragomir et Fitzpatrick ont prouvé l'inégalité de Hermite-Hadamard

pour les fonctions s-convexe.

Théoréme 2.3 : Si f € L([a,b]) est une fonction s-convexe dans le second sens

et s €]0, 1] alorsona
a+b
28—]
(%) <5

On suppose que f est s-convexe dans le second sens alors on a

flta+ (1 =1)b) <t°f(a) + (1 —1)°f(b)

On integre cette inégalité sur [0, 1], on trouve

/Of(taJr(lt)b) dtg/o fla)t® dt+/0 FB) (1 — 1) dt

1

fla) + f(b)
- s+ 1

Preuve :

1

~ (a) {ﬁfﬂ} 10 {ﬁ(l ) ﬂﬁl}

0 0

13



d’ou

fla) + f(b)
s+ 1

/1f(ta+(1t)b) it <

D’aprés le Lemme 1.1 0n a fo flta+ (1 —t)b) dt = 7= fab f(x) dx eton obtient

fla)+ f(b)
/f - s4+1

b—a

C’est la seconde partie de la double inégalité désirée.

Pour la premiere partie on remarque que pour tous z,y € [0, +oolet) < s < 1,1a
1
fonction étant s-convexe dans le second sens, on applique (0.3) pour oo = 3 = 5 on

obtient

f(w ; y) < f(x) ;r fy)

Posons x =ta + (1 —t)bety = (1 —t)a +tbavet € [0,1] onaura

/fa+b flta+ (1 —1)b) + f((1 —t)a +tb)
(55 < > -

En intégrant par rapport a = € [0, 1]on trouve

2/ f(‘”b dt</fta+ (1— 1) dt—l—/f (1—t)a + th) dt,
0

et en utilisant le Lemme 1.1 on aura

s—1 (G”er) 1 ’ o\ A
27 f 5 S(b—a)/a flx) dx . O

14



Chap 3- Inégalités de type H-H pour
les fonctions différentiables

Un probleme intéressant lié a I'inégalité de Hermite-Hadamard suivante

H0) < o [ ) ao < LSO .

et qui attire la curiosité de nombreux chercheurs est la détermination de deux

estimations des grandeurs (3.1) et (3.2) suivantes :

v inégalité du point-milieu qui est une estimation de la quantité (3.1), différence

entre la partie gauche et la partie centrale de ['inégalité (H-H).

‘biaf:f(x)dx_f(a;b)

v' inégalité du trapézoide qui est une estimation de la quantité (3.2), différence

(3.1)

entre la partie gauche et la partie centrale de I'inégalité (H-H).

R

(3.2)

Dans ce qui suit a < b, I intervalle ouvert tel que [a, b] C I C [0, +o0].

1 1Inégalité du type trapézoide

Le résultat suivant, établi par Dragomir et Agarwal [14], peut étre utilisé pour

estimer une borne de I'inégalité (3.2).
Pour la preuve on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 3.1 : Soit f : I — R une application différentiable. Si ' € L([a;b]) alors
nous avons l'identité :

1
f(ﬂ)+f _a/ fla ’_“/D (1=2t)f(ta+ (1—t)b) dt. (3.3)

15



Preuve : En intégrant par parties et d’aprés le Lemme 1.1

I= /1(1 —2t)f'(ta + (1 — t)b)dt

f(ta+ (1 —t)b) ‘1 /1
= 1—2t t 1 —1)b) dt
e G0 ) ARG L)
_fl@+f) 2 1
. b—a b—a b—aJ, f(w)de.
En multipliant par ) ; ¢ on déduit I'égalité (3.3). |

Remarque : En utilisant le changement de la variable x = ta + (1 — t)b,t € [0, 1],

I'égalité (3.3) peut étre écrite comme suit
fla)+ f(b 1P 1P a+b\ ,
( )2 ( )_b—a/ f(;z;)d:[;——b_a/ T - — fi(x)dx.

Théoréme 3.2 : Soit f : I — R une application différentiable telle que

f" € L(Ja; b)) . Si|f’| est convexe sur [a, b] alors nous avons

‘f(a)Q b—a/f

Preuve : En utilisant Lemme précédent, il suit ce

|f(a) / fo

(b—a)(lf/'(a)[+](B)])
< :

x| < (3.4)

ol = [0 [ [[ -2 - ) ]|

b—a
2

<

-/01|1—2t |f'(ta + (1 —t)b)] dt] ,

16



| /| étant convexe on obtient

flay+f) 1
; _b—a./a flz) dx

b—a [ [ ’ ,
S5 A1_2t|ff(fl)|+|1—2f|(1—t)|f(b)|dt]

b—a [, 1 ; 1 .
5 _|f(a)\ /01—2t|tdt + |f(b)|[ﬂl—2t (1 t)dtl

P Unll) (If’éa)ﬂf’(b)l)

ol nous avons utilisé les résultats suivants :

Résultat 1 :
1 1/2 1 1/2 1
f|12t|tdt:/ (12t)tdt+] (2t1)tdt:/ (t2t2)dt+/ (2t — t) dt
0 0 1/2 0 1/2

t2 t3 3 2 y

_ B Lot 6 1
2 73 302 24 4
0 1/2

Résultat 2 :

1 1 1 1/2 1 1
/|1—2t| (l—t)dt—[|1—2t|dt—/1—2t|tdt_[ 1—2tdt+/ 2 — 1 dt — =
Jo Jo Jo 0 J1/2 4

PR R P RS S O B
2|, 2 |, 4 2 4

2 Inégalité du Point-milieu
Kirmaci [15] a prouvé les résultats suivants qui donnent une estimation de la

quantité (3.1) en utilisant les hypothéses de convexité.

Lemme3.3 : Soit f : [ — R une application différentiable. Si f* € L([a; b]), alors
nous avons :

.(3.5)

o a 1/2 1
ﬁ/ f(x)dff—f(%b)—(b—a) M tf’(ta+(1—t)b)dt+fl (t=1)f'(ta+ (1~ t)b) dt

/2

17



Preuve : par intégration par parties on déduit

/
/l 2tf’(m+ (1 —t)b)dt + 1 (t—1)f"(ta+ (1 —t)b) dt
J0O 1/2

_ Sfta+ (1 —t)b) ‘1/2 B /1/2 fltat+ (1 —b)
0

a—2>b 0 a—b

Lot fta+ (1= 1)b)
]./2 1/2 a*b

flta+ (1 —t)b)
a—>b

1 1 a-+0b 1 1 a+b
§a—bf( 2 >+§a—bf< 2 )

1
/ Flta+ (1 —t)b) dt
0

dt

(t—1)

+ b—a

en utilisant le Lemme 1.1 on trouve

1

1/2
/ tf'(ta+ (1 —t)b)dt + (t—1)f(ta+ (1 —1t)b) dt
J0 J1/2

1 a+b 11
_b—a‘f( 2 >+b—ab—a_/af("b)dll“

En multipliant par (b — a) on obtient I'identité (3.5) .

Théoréme 3.4 : soit f : I — R une application différentiable telle que

f" € L([a;b]) Si|f’| estconvexe alors nous avons :

[ /)‘ ) dox —

Preuve : en utilisant I'identité (3.5) du lemme 3.3 on obtient

S S @]+ 1@

0| <

a+b

)

‘—/hf(f) dr — f(

18

1/2 1
= |(b—a) |:f0 tf (ta + (1 — £)b) dt + fl/z(t — D) f'(ta + (1 — )b) dt}

(3.6)




on déduit

b 1+ b
s [ 1@ de = £(U5)

1/2 1
<(b—a tf (ta 1 —8)b)| dt t—1 "(ta 1 —8)b)| dt| .
< )[[ F(ta+ (1 —t)b) +_[U2 1 (ba+ (1 — 1)) ]

De la convexité de | f’| il s'ensuit que

1

b—a

b
[t - 550

1/2 1
<(h—a) / (@) + 11— 1) |FO) dtf[] L@l =1l a0 o) dt]

1
(1—t)tdt + f’(b)[ (1—1)? dt]
2 J1/2

I 1/2 1/2 1
=G @1 [ asiron [ oo asislf

(b —a) (1f"(a)|+]/(O))
8

<

ol nous avons utilisé les résultats suivants

Résultat 1 :
1/2 311/2 1
/ tdt=|—| =—
0 0 24
Résultat 2 :
1/2 1/2 5 2 3 1/2 1
/ (1—t)tdt:/ t—t2dt=|——=| =—
0 0 2 3 12
Résultat 3 :
! Lo 2 B
1—ttdt=/ t—t2dt=|—— —| =-—.
/1/2( ) J1/2 2 3 1/2 12
Résultat 4 :
1 3!
/ (1t)2dt:’(lrt) _ 1 m
. 1/‘2 5 1/2 24
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Chap 4- Inégalités de type H-H
impliquant l'intégrale fractionnaire de
Riemann Liouville

Dans ce qui suitet [a,b] C [0, +oo| aveca < b.

1 1Inégalité H-H fractionnaire cas convexe

Sarikaya et al. [16] a présenté des inégalités de type H-H impliquant des
intégrales fractionnaires de Riemann- Liouville . Les résultats sont présentés ci-

dessous.

Théoréme 4.1 : Soitf : [a,b] — R étre une fonction positive et f € L[a, b]. Si f est

convexe surla, b] alors I'inégalité intégrale d’ordre fractionnaire suivante est vérifiée :

157 < g s s+ gz @] < HOLIO oy
avec o > 0.
Preuve : f étant convexe sur [a, ], nous avons pour .y € [a, b]
f(a: —; y) < f@) —ZF flv)
Posons & =ta + (1 — t)b,y = (1 — t)a + tb, on obtient
2f(“ ; b) < f(ta+ (1 —1)b) + f((1 — t)a + tb). (4.2)

En multipliant les deux cotés de (4.2) par t*~! puis en intégrant par rapport a t sur

[0, 1], nous obtenons

S 1 1
2f(a-2|-b> /0 ta_ldtgjo ta—lf(ta+(1t)b)dt+/() 27 (1 — t)a + th)dt,
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Apreés calcul et en appliquant le Lemme 1.4 on aura

a+b I'(a) 0 o -
("5 < s Lt @)+ s,

d’ou la premiere inégalité dans (4.1)

) < gy a0+ 02 @)

Pour la deuxiéme inégalité dans (4.1), on note d'abord que f étant convexe alors

pour t € [0,1],

flta+ (1 —t)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b)
et

f((L=t)a+tb) < (1 —1t)f(a) +1f(b).
En ajoutant ces inégalités membre & membre nous obtenons

flta+ (1 =1)b) + f(1 = t)a+tb) <tf(a) + (1 —1)f(b) + (1 — 1) f(a) + L£(b).
d’ou
flta+ (1 —=8)b)+ f((1 —t)a+tb) < f(a)+ f(b). (4.3)

Multiplions les deux cotés de (4.3) par t* et intégrons par rapport a t sur [0, 1], nous

aurons

1 1 1
/ t* L f(ta+ (1 — t)b)dt + f 7L ((1 = t)a + th)dt < [f(a) + f(D)] f toLdt,
0 0

0

en appliquant le Lemme 1.4 on obtient

() o iy < L@+ 1)
e F0) T )] < S

d’ol la deuxieme inégalité

INa+1)
2(b—a)”

[J2, £(b) + I f(a)] < M ]

Remarque : Sion prend oo = 1dans le théoréme 4.1, alors l'inégalité (4.1) devient
inégalité (2.1) du théoréme 2.1.
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2 Inégalité fractionnaire du type trapézoide

Toujours dans [16], une inégalité de type trapézoide impliquant des intégrales

fractionnaires de Riemann- Liouville a été prouvée. On aura besoin du lemme suivant

Lemme 4.2 : soit f : [a,b] € R une fonction différentiable sur (a,b) .
Si f' € L([a; b)) alors

—a [! .
fla) ‘Zl‘f(b) B ;((;_"‘aii Jof(b) + Jbﬂ‘_f(a,)] _b 5 ‘ [ﬂ [(1—6)% — ] f'(ta + (1 —t)b) dt . (4.5)

avec o > (.

Preuve : notons que

1
1=f0[(1_t) — 9] f'(ta + (1 — t)b)dt

= Uﬂlu — 1) f(ta + (1 — t)b)dt} + { /0.1 t%(ta + f'(ta+ (1 — t)b)dt

=11+ 12.

Une intégration par parties donne

I1= /1(1 — ) f'(ta+ (L —t)b) dt
0

_( _t)af(m—i—(l—t)b) ‘ +/-1a(1 _t)a_lf(ta+(1—t)b) ”
0

a—b a—b

_f) o
b—a b-—ua

/'1(1 — 0% flta+ (1—6)b) dt,
0

et d’aprés le Lemme 1.4

B f(b) v IN'a)

B f(b)  T(a+1)
b—a b—a (b—a)™

I1
b—a (b—a)>t!

iy fla) = Ty fla).
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De la méme maniére, utilisant toujours le Lemme 1.4, on calcul

1
I2 = —/ t*f(ta + (1 — t)b)dt
0

e’}

O fta+(1-0b) | o
b—a

N a—>b

/1 t b f(ta4 (1 —t)b) dt
0

1

M@ o T@
Iz_b—aib—a(b—a)

& Jar F(0)

_ f@  Ta+1)
b—a (b—a)>t!

Jav [ (D).

La somme de [; et {5 donne

- e 5 ]

En multipliant par b_Ta nous obtenons (4.5). ]

Théoréme 4.3 : soit f:[a,b] € R une fonction différentiable sur (a,b) et

I € L([a; b)). Si | f’| est convexe alors |'inégalité suivante pour les intégrales
fractionnaires est vérifiée:

‘f(a) + /() Tla+l)
2 2(b—a)®

b—a
2(a+1)

{J(?; f(b)+.f,§'if(a)” < (1 - Qia) ﬂf’(a)\ + \f’(b)\]. (4.6)

Preuve : En utilisant le Lemme 4.2 et la convexité de | f/

‘f(a)-Ff(b) _ la+1)
2 2(b—a)

, on trouve

7210 + 53 1(@)

— ‘b;“/() [(1 =) —t*] f'(ta+ (1 —t)b) dt|
< b;“’ /O (L — ) — 2] | F(ba + (1 — t)b)| dt
<25 [la—om =] (@l a-lrel) a
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d’ou

fla)+ f(b) _ INa+1)
2 2(b —a)

T () + g (@)

b—a
<

= Uol/z[(lf)“t"‘] (17 @]+ =07 @)]) a

— /1/]2 [t* — (1 —1)7] (t |f'(a)| + (1 —1) |f’(b)\) dt]

b—a
2

S [ ) 4+ T £ @)

<

K1+ K, (4.7)

ou

1/2 . ,
K= [ -0t -] (tlr@l+a-olro])

[[jt(l —t)“dt—fftﬂﬂdt] + ‘f’(b} [fj(l —t)“‘“dt—/j(l —t) to‘df} :

1
Ko [ = 0= (sl + 0 -0 o)) @

f’(a)‘ [/ll t““dt/: t(1 t)“dt] - [f:(l —t) tadt/ll(l t)"‘“dt] :

On calcule les intégrales dans K; :

f'(a)

f'(v)

i
% 4
t(l—t)%dt = ————(1 — t)**!
[ra—ora=——za-

1/2 1 1/2
11—ttt gt
0 +a+1fl} ( )

1 1 1 1

= - - _ (l_t)a+2
20a+1) \2 a+1l a+2

0

() () e
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en décomposant les fractions on obtient

1

f2H1 et = - 1)+ 1 1 1‘”2+ 1 1
0  (a+1)\2 a+1l a+2)\2 a+1l a+2
o 1 l a-i—l+ 1 1 Ct+2+ 1 - 1
 a+1\2 a+2\2 a+l a+2
1

/2 t“+1 df: 1 ta+2|1/2 _ 1 (1)()‘.4’2
ii 0

o+ 2 0 o+ 2\2
% 1 1/2 1 1\ a+2 1
a0 e ()
jii. 0 a+2 0 a+2\2 a+2

iv.
: 1/2 1/2
f (1 _ t) 1At = f 1o / t(x+1 dt
0 0 0
1/2 42
- e
a—+1 0 o+ 2\2
1 1y at+l 1 1\ at2
_a+1(§) _a+2(§)
d’ou
1 a+1 1 a+1
() C () 8
K— — 7 _ / b _ . .
: fm)ha+nm+m a+1}+f(W[m+m a+1]

On calcule les intégrales dans K- :

[ 1 — bt = —t—— (1 — 1] f (1= gt
. +1 1

1/2 o 2 a+1 /i

;(l>a+1_ 1 1 ( o )CIH—Q’
20 + 1) \2 a+1 a+2 1/2

B 1 (1)rv+1+ 1 1 (1)()‘+2
C 2(a+1)\2 a+la+2\2 ’
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finalement

1
1 /1yett 1
/ t(1— ¢)dt = (f) . (
1/2 o+ 1\2 ()‘,’—f—z
1 1 1 1

potlgy —

t)C!+2 ‘

i, o2

1
Ji

iii.
-1

1/2_a+2_(1+2

(

2

1

2

) a2

)(1+2

.1 -1
/ (1—f;)t“dt=/ te dt—/ tot
: 1/2 ;
_ 1 tt.l_f+l 1 o 1 ta+2 !
a+1 12 a4+ 2 1/2
1 1 1y atl 1 1 1\ a+2
_a+1_cx+1(§) _a+2+a+2(§)
1 1 1yatl 1 1y a+2
(cx+1)(cx+2)_a+1(§) +o:-|—2(§)
1
Cpatig L VT LS A S S
iv. f;(l b dt = az—|—2(1 t ‘1/2_(14—2(2)
d’ou
1\ at+l 1y atl
o 1 (5) : 1 (5) (4.9).
h f(a)’ |:(Oz+2)_ o+ 1 }—i_ f(b){(ae+1)(a+2)_ o+ 1 ]
On remplace (4.9) et (4.8) dans (4.7) pour obtenir
fla)+ f(b) Tla+1) 1, o
’ 2 - 2(3)*@) |:']a+f(b)+']bf(a)i|’
b—a ) 1 1\ , o+ 1 1\
= Yat D) f(“')‘ [(am) (2) }* o) {(MQ) (2) }
) a+1 1y ol ) 1 1\ o+l
+ f(a)‘ {(oﬂr?) a (5) J + f(b)‘ (a+2) (5) J ]

il s’en suit le résultat (4.6).
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Remarque : Sion prend o = 1 dans le théoreme 4.3, alors l'inégalité (4.6) devient
inégalité (3.4) du théoréme 3.2

3 Inégalité fractionnaire du Point-milieu

Zhu et al. [17] ont étudié une nouvelle identité intégrale fractionnaire pour les

applications convexes différentiables. Les résultats sont présentés ci-dessous.

Lemme 4.4 : soit f: |a,b] — R une application différenciable sur (a;b).

Si ' € Li([a b)) alors I'égalité intégrale de type fractionnaire suivante est vérifiée :

F(_Oc‘+1) o a+h
Q(b— al)ﬁ [ a‘f(b) +]h‘f(a)] - f(T)
h-a| M2 ! ! (4.10).
= / flta+(1-1)b) dt - / flta+ (1= 1)) dt - ] (1=1)" 1" f{ta~(1-)b) dt| .
0 1/2 0
Preuve :
1/2 1 1
I = fta+ (1 —=t)b)dt— | f(ta+ (1—1)b) dt — / [(1—=8)" —t*]f (ta + (1 — £)b) dt
0 1/2 0
1/2 1
= ( f(ta+ (1 —1t)b) dt) + ( f(ta+ (1 —1)b) dt)
0 1/2
1 1
+ (/0 (1—8)* f'(ta + (1 — t)b) dt) + (jo t f'(ta+ (1 — t)b) dt)
=h+hL+13+ 14
Par une intégration on aura
1/2 1/2 a
= [ pta =0 = e - 0n))” = [0 - 1550
! / -1 1 a+b
. —I/I/Qf(twr(l —)b) di = — flta+ (1= 0B = [ @) = ()]
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i
k:—rlﬂ—ﬂ“f@m+u—ﬂMdt
J0

flta+ (1 -t

a—>b

_ _(1 _t)(x

_jddl_ﬂalﬂm+(1ﬂmdt
0

a—b>b

0

_ f(b) o ! a—1
_b_a+b_a£(1@ Flta+ (1 — t)b) dt,

et d'aprés le Lemme 1.4 on obtient

fb) o T
P — (b—a)>

i fta) =~ L2+ SO ).

13 =

iv.

I4—/dﬁme%I—QMﬁ
0

e f(ta+ (1—0)b) |
a a—b

1
¥ a—1
— , 1— ,
a_bﬁf f(ta+ (1 —¢t)b) dt

f(a) o  Dle) ..
7b—a+b—a (b—a)~ Tar f(0)

fla)  Tla+1)
b—ua * (b—a)>t! Jar f(b) -

En faisant la somme

FO 1 a+b. fla) 1 _a+b
e a5t f( )

L+ D+ I3+ 1=

f) | L'e+1) fla)  Tla+1)
b—aJr (b — a)xt! o fla) = b—a+ (b—a)xtl

_ 2 a+b MNa+1) o a
== () et SO+ (@),

en multipliant par "”T” on obtient le résultat désiré (4.10).
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Théoreme 4.5 : soit f : [a,b] — R une application différenciable sur (a;b) et

f € Li(Ja b]).Si |f'| alors est convexe sur [a; b, alors I'inégalité suivante pour les

intégrales fractionnaires est vérifiée :

Tla+1) 7, . a+b b—a
\Q(b o a0 0] - (5 )\ TGN S [l 1700, gy,
Preuve : En utilisant 'identité (4.10).du lemme 4.4 précédent et la convexité de | '],
on obtient
Bt [ a5 0] f(“;b)‘
b—a 1/2 1 1
==, f'(ta+ (1 —1)b) dt — Wf’{taﬂl—t)b) dt—]ﬂ [(L=0)* —t%] f'(ta+ (1 —1)b) di

1 fta+ (1=1t)b)| di

(1 _ t)(l' _ tﬂ

1
fta+(1- t)b)‘ dt +f
0

[(ta+ (1 —t)b)‘ dt+/1f2

b—a ]'1/2
<
< ;
1

5%“012%” (a)l+ (1 —1) |£(b I]dt+/ [ 1 @)+ (1 =) |/ ()] dt

1/2 1
e[ - oo ol - 00 e -o o) i)

Pour simplifier on écrit

} EE‘;_“)) T2 fla) + Jg 10)] —f(a;b) ‘ < 5 [k kb |
Oncalculeles k; , i =1,..,4:
2 / 2
b= 1r@) S el -S| = @i o)
2 2 3
k=) S, +1£®) (- 5)], = S @igle )
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[ 172 1/2 1/2 1/2
k3—|f’(a)|f 1 —t) dt—f et de| +|f(0)] f (1 -1 dt—f (1—1t) ¢ dt
e[ 1 glyes 1 1ye+2 L1 1 rlyad2
ol @) ) i e ()]
, - 1 10+2 1 B 1 10'+1 1 10+2
+‘f®N[ a+2(2) +a+2 a+1(2) +a+2(2) }

) (%)0‘“1

a+2 a+1

ke =17 [ / o | ;J“ o d] 4 1) [ / ;2(1 o - [ :2(1 et dt]
0l e () ) 6 0
* fl(b)'[(aJrl)l(aJrQ) - ai1(%)M*aiz(%)Mlaiz(%)w
om0 6 o e - e ()

= |f'(a)] [%H B ﬁ(%)ﬂ“] + ' (0)] [(a ; l)l(o,_, 12) a }r 1 (%)”ﬁ]

En additionnant ces résultats, on obtient

1 (%)Q—H

a+D@+2) a+l + 1)

Tla+1) 1., o a+b bh—a ! o

St [+ (b)}l (1‘; )|« 50| senplr@l+ sl
o(1 a+ ) 21 a+1

+1£(@)] 2(a+1§(u+2) B 25{3)4-1)] + 170 |:2((1—i2-1)_.(_()52+ 2) g((?z)-l- 1)

20 +2 2(%)%1 2 B 2(%)%1] }

+ 1 (a)] [Q(GH)(GJFQ) B 2(0—}-1)] 7'®) [2(a+1)(a+2) 2(a+1)

d’ou l'inégalité (4.11)

=) [ 1@ o) e

}F(aJrl)
a1

ot [+ g s)] - 552 < et (ak s

2 /|~ 4a+1)

Remarque : Si on prend a = 1 dans le théoréme 4.5, alors l'inégalité (4.11) devient
I'inégalité (3.6) du théoreme 3.4 .
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