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Resume

Dans ce memoire, en utilisant [’integrale fractionnaire de Hadamard
pour prouver quelques inégalités integrales, comme inégalite de

Chebychev , type de Gruss et autres inégalites.

Mots clés : [intégrale fractionnaire de Hadamard, inégalité

intégrale de Chebychev, inégalité de type Gruss.

Abstract

In this memoir we are using the Hadamard fractional integral to
prove some integral inequalities as Chebyshev's, Gruss type and other

inequalities.

Key words: Hadamard fractional integral , Chebyshev's integral

inequality, Gruss type inequality.
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INTRODUCTION

La dérivée fractionnaire est un sujet ancien que le calcul classique.
L’histoire de la derivée d’ordre non entier est célebre comme un outil
trés éfficaces pour la description des phénomeénes scientifiques. Ses ori-
gines remontent & la fin du 17"¢j¢mé siécle. Newthon et Leibniz ont
développé les fondements de calcul différentiel et intégral voir [12].

Le calcul fractionnaire est le domaine de ’analyse mathématiques qu’
étudiée les intégrales et dérivés d’ordre arbitraires. Plusieurs, intégrales
fractionnaires connues. Deux ont été étudiér pour leurs applications dans
de nombreux domaines des sciences. Le premier est le Riemann-Liouville
partie intégrante voir [13].

Le second est l'intégrale fractionnaire de Hadamard introduit par J. Ha-
damard voir [1].

L’objectif principale de ce mémoire, étudier inégalites intégrales frac-
tionnaires. Nous etablissons quelques inégalites de Chebyshev ponderée
et de type de Gruss pour l'intégrale fractionnaire de Hadamard.

Ce mémoire est organisé en trois chapitre. On assemble dans le pre-
mier chapitre des définitions de base et des propriétés fondamentaux



ibntroduction

sur les espaces comme l'espaces de fonctions mesurables , 'espaces des
fonctions absolument continues et l'espace de fonctions continues avec
poids. Aussi quelques définitions sur 'inégalites intégrales fractionnaires
de Riemann-Liouville et Hadamard.

Dans le deuxiéme chapitre nous utilisons l'intégrale fractionnare
de Hadamard, avec un paramétre et deux parametres, pour etablisser cer-
taines inégalites intégrales comme, I'inégalité intégrale de type de Gruss.

Dans le dernier chapitre , est consacré d’etudier quelques généra-
lisations consernes, l'inégalites intégrales fractionnaires de type de Gruss
et de Minkowski inverse.




Chapitre 1

Notions de bases
fondamentales

Dans ce chapitre nous donnons quelques définitions et propriétés sur
les espaces comme ’espace de lebesgue , I'espaces des fonctions abbsolu-
ments continues , I’espace de fonctions continue et continue avec poids.
Ainsi quelques définitions sur I'inégalites intégrales et les intégrales frac-
tionnaires comme Riemann-Liouville et Hadamard.

1.1 Espace fonctionnel

1.1.1 Espaces des fonctions intégrales

Définition 1.1.1 [7/, [15/

Soient Q2 = (a,b)(—oo0 < a < b < 400) un intervalle fini ou infini
de Retl<p<oo.

1. Pour 1 < p < oo, L'espace LT(€2) est I'espace des (classes de)



1.1. ESPACE FONCTIONNEL

fonctions f réelles sur €2 telle que f est mesurable et

b
/ I (@)? d < +o0.

2. Pour p = oo, 'espace L*(€2) est I'espace des (classes de) fonctions
mesurables f bornées presque partout (p.p) sur €.

Théoréme 1.1.1 [1], 15/

Soit 2 = (a, b) un intervalle fini ou infini de R.

1. Pour 1 < p < +o00, L'espace LP(£2) est un espace de Banach muni
de la norme :

b
1ll= ( / F@) do)'.

2. L’espace L*>(£2) est un espace de Banach muni de la norme :

| flloo=1nf{M >0:|f(x)|< M p.p sur Q}.

1.1.2 Espaces des fonction continues et absolument
continues

Définition 1.1.2 (1, 15/

Une fonction f est dite absolument continue sur intervalle [a, b] , si pour
tout € > 0,il existe n > 0 tel que pour tout famille finie d’intervalles
ouverts disjoints deux a deux |ag, br] C [a,b],k = 1,2,...,n, tel que

n

> (b —ar) <n=>_[f(bx) = flar)| <e.
k=1

k=1




1.1. ESPACE FONCTIONNEL

Théoréme 1.1.2 (1], [15]

Soit 2 = [a,b] (—oo0 < a < b < 00) un intervalle fini.
On désigne par AC ([a, b]) 'espace des fonctions primitives des fonctions
intégrables, c’est a dire :

AC (fa,t) = (/3 ¢ € Lila.) s f(o) = c+ [ " o(t)di)

et on appelle AC ([a, b]) I'espace des fonctions absolument continues sur
[a, 0].
1.1.3 Espaces des fonctions continues avec poids

CX (la,b])

Définition 1.1.3 (1, 15/

Soient €2 = [a, b] un intervalle fini et A € R.
On désigne par CA ([a, b]) 'espace des fonctions f définies sur ]a, 0] telles
que la fonction (z — a)* f(z) € C ([a,b]) c’est a dire :

CX ([a,0]) = {f :Ja,b] — C, (. —a)*f(.) € C ([a, b))}
muni de la norme :

[fllex= li(z = a)*f (@)l e= max [(z — a) f ()]

L’espace CX ([a,b]) est appelé I'espace des fonctions continues avec
poids.
En particulier, Cy ([a,b]) = C ([a,b]).




1.2. FONCTIONS SPECIFIQUES

1.1.4 Espace X?
Définition 1.1.4 [7/, [15/

L’espace X?(a,b), (c € R,1 < p < 00) est espace des fonctions f réelles
et mesurables sur [a, b], muni de la norme :

1

b p
Ifle= ([ erops)” e ri<p<o

xp=ess sup (t°[f(1)]), (p = o0).

a<t<b

I./]

1.2 Fonctions spécifiques

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 1.2.1 [7/, [15/

Soit x € R} | la fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale
d’Euler de second espéce

I(z)= /+OO e~ 't*ldt
0 :

avec t*1 = ellz=1) Int],
Cette intégrale est convergente pour tous les réels positifs.

Proposition 1.2.1

pour tout @ € Rf,¢ >0, on a
L. T (a+1)=al («a).
2. T (3) =T




1.3. LES INTEGRALES FRACTIONNAIRE

1.2.2 Fonction Béta
Définition 1.2.2 [7/, [15/

La fonction Béta est définie par I'intégrale d’Euler de premier espéce

1
B (z,y) = / t* N1 — )Yt Yo,y > 0.
0

Théoréme 1.2.1 (1], [15]

La fonction Béta est liée avec la fonction Gamma par la relation
suivante

L(z)C(y)

, Vo,y > 0.
Tty 7

B (z,y) =

1.3 les Intégrales fractionnaire
Définition 1.3.1 [15/

Soit f € L'([a,b]) L’intégrale fractionnaire d’ordre o € R(ax > 0)
au sens de Riemann-Liouville est définie par :

I*fz) = ﬁ /x(a; )P dt o> 0,2 > a
pour a = 0 on note :
1) = 120@) = s [ @0 o




1.4. INEGALITE DE CHEBYSHEV

Définition 1.3.2 /1

Soit f € L'([a,b]). L'intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre
a € R(a > 0) pour tout > 1 est définie par :

WDLEH@) = e [ ) 0T

. ya>0r>1

avec T'(a) = [;° e "u® 'du.

1.4 Inégalité de Chebyshev

On considére la fonctionnelle :

=y [twewa- (7 [ 1w e) (7 [oww).

Si f et g synchrones sur [a, b] alors

(f@)—fW)(g@)—gW) =0  zy€lab] (1.1)

Si f et g asynchrones sur [a, b] alors

(f@)—fW)(g@)—gW) <0,  zy€lab]

10



1.5. INEGALITE DE GRUSS

Théoréme 1.4.1 [2, [10/

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si f et g vérifient
la condition (1.1), alors

(t - a)°

mjg(fg) (t) > 10f (H)I%g (t); a>0,t¢€la,b.

ou I : 'intégrale fractionnaires de Riemann-Liouville.

Théoréme 1.4.2 [2, [10/

Soient f et g deux fonctions synchrones sur [a,b], a, 3 > 0,

t € [a,b]. alors on a I'inégalité suivante
(t —a)
I'(a+1)

(t —a)’
L'(B+1)

I3(fg) (t) +

I(fg) (8) > I2f (8) Llg (&) + I7f (1) I7g (b).

Remarque 1.4.1

Si a = 3 on obtient I'inégalité du Théoréme 1.3.1.

1.5 Inégalité de Gruss
Théoréme 1.5.1 [11)

Soient f et g deux fonctions continues définies sur [a, b], telles que
m<f(x) <M, g<g(2) < Q. alors

(M —m)(@Q—q)

<

‘bia/abf@)g(@ dz — (ﬁ/ﬂbm) dx) (ﬁ/ﬂbgu) d:c>

4

11



1.6. INEGALITE DE MINKOWSKY

Théoréme 1.5.2 [7/

Soient f et g deux fonctions continues définies sur [a, b] telles que
m< f(r) <M, g<g(z)<Q, a>0ecttec|a,bl], alors

(t—a) r(M—m)(Q—q)
T (a+1) 1

(t—a)®
I'(a+1)

Remarque 1.5.1

19g (t) — I9F (1) I (1) < [

Si =1 et t = b on obtient I'inégalité de Gruss.

1.6 Inégalité de Minkowsky

Soient f et g € LP(Q2), pour 1 < p < +o00, alors

If 4 gll ey < | fll 2o+l 9l 2o () -

1.7 Inégalité de Holder

Soient f € LP(Q) et g € LI(Q) ,1 <p < 400 et %—i—% = 1, alors
ona f.g€ L', avec
IF-glle< [ fllze-llgllze-

Proposition 1.7.1 /1
eSi f(x)=(Inz)’ L.

o(uD; ) (uD; ) f(z) = HD_(a+ﬁ)f(:z:) (semigroupe).

1z

(D)D) f(x) = (uDi)(nDig)f(x)  (commutative).

12



1.7. INEGALITE DE HOLDER

Exemple 1.7.1

Soient a > 0,5 >0 et f(z) = (111(%))/8—1.
On a )
WD 002 = oy [ Gy,

on pose

alors

wpign(y = PO e uypa,
0

IN())
(n(2))/ "

_ BB
L6+ «)

— ﬂ n(z))Ptae-1

- F(ﬁ—FOé)(l <a)) :

Si a = 1, on retrouve 'égalité (1.2).
Exemple 1.7.2

Sig=1,f(z)=1. )
yDio1 — @) 13)

13



Chapitre 2

Certaines inégalités intégrales
de type de Chebyshev-Gruss
via l'Intégrale fractionnaire de
Hadamard.

Dans ce chapitre, on prouve quelques inégalités intégrales de type de
Chebyshev et type de Chebyshev-Gruss aux sens de 'intégrale fraction-
naire de Hadamard voir[3], 4].

2.1 Inégalites intégrale fondamontales
Théoréme 2.1.1

Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0, co[. alors pour tout
t>0,a>0o0na

uD1u Dy (fg)(t) = 2.1)
aDy i f(E)u Dy g(t)

14



2.1. INEGALITES INTEGRALE FONDAMONTALES

Preuve

Comme f et g synchrones sur [0, co|, alors pour tout z >0,y > 0
on a

(f(z) = f(w)(g(z) — g(y)) = 0.

par conséquant

€ (1,t) , t > 0, on obtient

f(@)g(x) +
a:F()a) (2.3)

(
% y (11(5(:) f()g ().

En intégrant (2.3) par rapport &  de 1 a ¢, on trouve

iy [ (n ())“1f()()d“’”+%/(())alf()()§>

it [y st + s [y

par conséquent

oD (f9)(t) + f(y)g(y)u Dl >
9D f(t) + f(y)uDiy g( ),
(In(y))*"
y(a) 7
. (In(y))* . (In())
a D1 (f9)(t) e +um Dyl e fW)g(y) =

(1n(t))! ()

yF(a) g(y) +H Dl,?g@) yF(@)

15

(2.5)

en multipliant (2.5) par € (1,t) , t > 0 on obtient

(2.6)

Dy (1) fy).




2.1. INEGALITES INTEGRALE FONDAMONTALES

En intégrant (2.6) par rapport & y de 1 a t obtient

uDiE () Oty [ ()4

t
+ uDif1g [ ) g

Vv
=
-
=
*+o
~
S
N—
—
Ba
»—\
=3
—~

t
+ uDifolt)s [ M)
Donc

D 1a Dy (f9)(8) +r Dy la Dy (fg)(t) >
D f() Dy g(t) +u Dyf (D g(R).

Théoréme 2.1.2

(2.7)

Soient f,g deux fonction synchrones sur [0, 00 et p,q deux fonctions
positives. Alors pour tout ¢t > 0 et a > 0, on a

nDyip()uDii(afg)(t) +u Dii (@) $)uDif(pfg)(t) >

u D¢ (pf)(#)a Dy (q9)(t) +u Diy(af)(t)aDif (pg)(t) (2:8)

Preuve

Comme f et g synchrones sur [0, oo[, alors pour tout z > 0 .y > 0
on a

f(@)g(x) + f(y)g(y) = f(x)g(y) + f(y)g(z). (2.9)

16



2.1. INEGALITES INTEGRALE FONDAMONTALES

(In(3)*

En multipliant (2.9) par

ol () p(z),z € (1,t),t > 0 on obtient

o) fe)g(a) + () )alo) >
)

< <
: 1 1 (2.10)
L )1t + (o) o)

En intégrant par rapport a x de 1 a t obtient

t

1
m/l(
t

1
+m/1(
t

1
m/l(
t

1
+m/1(

aDii(pfg)t) + f(y)g(y)uDiip(t) >
9(y)uDyy (pf)(t) + f(y)u D1y (pg)(t).

5

(
(
(

)" 'p(a) f(2)g(2)

5

) p(x) f(y)g(y) L

WV
5

) p(x) f(z)g(y) L

=3

SR+ 8|+ 8|+ 8|+

) () f(y)g(x)E.

=5

(2.11)

En multipliant (2.11) par q(y) vy € (1,t) ,t > 0 et en

17



2.1. INEGALITES INTEGRALE FONDAMONTALES

intégrant par rapport a y de 1 a t on obtient I'inégalité

WDiE o)t [ )y a(n)%

+ uDiiotrs [ ) a0 e

<&

<&

~—|

> uDif(0f) () /1 (In(§)* " a()g(v)

QU

+ uD o0 [ M) a2

~—|

Donc

oD ip)uDi i (afg)(t) +u D1 (q) ) uDif (pfg)(t) >
gD (pf)()uDyi'(ag)(t) +u Dy (af)()a D1y (pg)(t).

Théoréme 2.1.3

Soient f et g deux fonction synchrones sur [0, col. alors pour tout ¢t >
0,aa>0,8>0o0na

D 1aDy} (f9)(t) +1 Dy 1gDif(fo)(t) >

L > o - (2.12)
aD fO)uDyyg(t) +u Dy f()uDiig(t)

Preuve




2.1. INEGALITES INTEGRALE FONDAMONTALES

en intégrant par rapport a y de 1 a t, on obtient

ity [ ) Do)
n ﬁ/l (m(f))ﬂlf(y)g(y)‘z—yHDl,?l
G| /1 (In(5))g(y) % Do f(t)

+ iy [ W) )%, Diglt)

WV

Donc
# Dy 1a Dy} (F9)(t) +1 Dy 1uDi (f9)(t) >
n D fO)aDi)g(t) +u D f(O)aDife(t). O
Remarque 2.1.1
Si @ = 3 on obtient,'ingalité (2.1) du Théoréeme 2.1.1.
Théoréme 2.1.4

Soient f et g deux fonction synchrones sur[0, ool et p, g :[0, c0) — [0, c0).
Alors pour tout £ >0, « > 0,8 >0 on a

uDp(t)nDy ) (af9)(t) +u D) (@) () u D (pfo)(t) >

: o y i ~ 0 (2.13)
aDyi (pf) () Dy (99)(t) +1 Dyy (af) () Dy (pg)(t)
Preuve
- In(1))’!
En multipliant (2.11) par (o) q(y) , y € (1,t) , t > 0 on

obtient




2.1. INEGALITES INTEGRALE FONDAMONTALES

In(£))7~! n(L))8-1
( x%))) o) Di (pF o) E) + x%()i) 1) F )9 ) Difp(t) >

(
In(L))s=1 In(t))8-1
(x(li/())) a(y)g9(y)a Dy} (pf)(t) + ( x(ff();) a(y) f(y)u D12 (pg) (t),

en intégrant sur (1,t), alors

e /1 <1n(§>>5‘1q<y>%HDif‘ (nf9)(t)

+ iy [ W)Y ) f0)a0) %, i)

. / <m<§>>ﬁ—1q<y>g<y>C;—yHDl‘,?(pf)(t)

+ ﬁ/l(ln(g))ﬁ_lqw)f(y)C;—QHD;?(pg)(t). (2.14)

WV

Donc

n Dy p(t)u D1} (afg)(®) +a Dy a(t)n Dy} (pfg)(t) >
u DI (pf)()u D1 (a9)(t) +u D1} (af) () uDig (pg)(2).
Remarque 2.1.2

Pour o = 8 on obtient,l'inégalité (2.8) du Théoréme 2.1.2.

Théoréme 2.1.5

Soient f et g deux fonctions définies sur [1, oo telle que

p < flz) <@, ¢ <glx) SV, p,® 4,V e (1,00 Alors

pour tout t > 1, >0

gDy 1y Dy (f9)(t) +u Dy 1a Dy (f9)(t)

—u Dy (H) ) uDy i (9)(t) —u Dii (H)O)uaDii(9)t)]  (2.15)
< (#D1{1)%(2 — ) (¥ — ¥).

20



2.1. INEGALITES INTEGRALE FONDAMONTALES

Preuve

Car f et g deux fonctions qui vérifier les conditions précédentes, on

f(x) = fWI < —¢, |g(x)—gW)| <V -9,  x,y€ll o0
ce qui implique
|(f(z) = f(y)(g(x) — g(¥))] < (P —)(¥ — ).

On pose
k(x,y) = f(x)g(x) + f(y)g(y) — f(x)g(y) — f(y)g(z). (2.16)

t\a—1

n
En multipliant (2.16) par (in) , x € (1, t) puis intégrer par
()

rapport a x de 1 & t on obtient

t
ity [ty ety
t t
=ty | Gty @)%+l [ o)
¢ t
~ ity [ ) e — s [ g,

ou

t
iy [ 0tk

= gD “(f9)t) + f(y)g(y)u D11
— 9()u Dy 1(f)(#) — f(y)uDyg(t). (2.17)
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2.1. INEGALITES INTEGRALE FONDAMONTALES

(Iny)
En multipliant (2.17) par I‘?—, y € (1,t) t > 1 et intégrant par
Y
rapport a y de 1 a ¢ on obtient

al a—1 dx dy
//ln ln k(z,y)5

i DH 1HDH 59O +u DD 1)) P

—H Dl,t f(t )HDl,tg( ) —u Dy%g(t)uD1j f(t).
Car

k(z, )] < (2 — @) (¥ — ),
puis
// (Int alln al\k(xy)| &

< Hle‘lHle‘l (2 =) (¥ —v)), (2.19)

on a donc

t t
oo /1 /1 (Int)*(int )" h(w, y) L 22
t t
= W/l /1(l”%)a_l(l%)a_llk(x,y)l‘%%. (2.20)

D’aprés 1'égalité (2.18) et les inégalités (2.19), (2.20), on en déduit

Dy 1a Dy (fg)(t) +u Dy la Dy (fg)(t)
—u Dy () () a Dy (9)(t) = Dy (f)()a D1 (9)(1)] O
< (#D11)%(® — ) (¥ — ¥).
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2.1. INEGALITES INTEGRALE FONDAMONTALES

Théoréme 2.1.6

Soient f et g deux fonctions définies sur [1, oo[ telle que p < f(x) < ¢,
Y < gla) SV, 0,®,¢, W € [1,00]
Alors pour tout £t > 1, > 0,6 > 0, on a l'inégalité

Dy 1 DTe(f9)(t) +u Dif1a Dy’ (fg)(t)

—i D () O)uD) (9)(t) —u DL () (®)uDif(g)(t)]  (2.21)
< (HDf,talHfol)(q’ — ) (U —19).

Preuve

Elle est analogue a celle faite pour le Théoréme 2.1.5, il suffit de

multiplier I'égalité (2.17) par —2%——
(217) yI'(B)
ay de 1 aton obtient I'inégalité (2.21). [

.y € (1, t) et intégre par rapport

Remarque 2.1.3

Pour av = (3, on obtient I'inégalité (2.15) du Théoréme 2.1.5.
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Chapitre 3

Quelques nouvelles résultats
pour l'intégrale fractionnaire

de Hadamard

Dans ce chapitre, nous présent quelques généralisations concernes,
I'inégalité intégrales fractionnaires : type de Gruss et Minkowski inverse.

3.1 Résultats généralisés sur I'inégalites in-
tégrales

Théoréme 3.1.1 [6/

Soient p et ¢ deux fonctions positives sur [1, 00| et f, g deux fonctions
définies sur [1, co| telles que p < f(z) < D, ¥ < g(z) <V 0, P, 0, ¥ €
[1,00[. On a alors

|z DTq(t) g Dy *(pfg)(t) +1 Dy “p(t) Dy (¢ f9)(1)
—u D)) Dy (a9)(t) —u DT(af) (&) Dy (pg)(t)]  (3.1)
< (a Dy “p(t) Dy q(t))(® — @) (¥ —2).
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3.1. RESULTATS GENERALISES SUR L’INEGALITES INTEGRALES

Preuve

Comme f et g deux fonctions définies sur [1.00] vérifier les condi-
tions suivantes p < f(x) < &, ¥ < g(x) < VU, v, P, 9, ¥ € [1,00[, on

(f(@) = F(w)(g(x) = g(y)| < (= )(V =),

Itipliant (2.16) (lnt)_l() € (1,1) on obtient
en multiplian par T(a) p(x), x .t) on obtien

ﬁ/j(ln 2" p(@)k(@,y) S
= /1 t(ln 2 f(@)g(x)p(x) s
— ) f)gly)ple)
o (Unt)* F@)gly)p(o)e
S / (nt) () g(x)pla) .

On en déduit

—/< ) p(@)k(e, y) e

= gD} (pfg)t) + f(y)g(y)uDi'p(t)

— 9W) Dy (fp)(t) = f(y)u D1 i (gp)(D). (3.2)
In L)e-!
En multipliant (3.2) par yFy—m)q(y) y € (1,t), t > 1 et intégreé
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3.1. RESULTATS GENERALISES SUR L’INEGALITES INTEGRALES

par rapport a y, on obtient

// (In L) (In £)* " p(2)q(y) k(z, y) &L

= HD”q JuDii (pfo)(t )+H Dyip(t)uDy i (afg)(t)
— uDf (pf) ) D1 (a9)(¢) —u Dif(pg)(t)u Dy (af) (). (3.3)
Car
k2, y)| < (@ — @) (¥ =),
puis
/ / )" p(a)q(y) k(. y)| L2
< HDltp( )aDiiq(t )(((I) 90)(‘1] V), (3.4)

on a donc

t t
o | [ g padaly)k (e, )

t t
< [ [ e @) k) (35)

D’apres I'égalité (3.3) et les inégalités (3.4), (3.5) on en déduit l'in-
égalité (3.1). O

Remarque 3.1.1

Appliquée Théoréme 3.1.1 pour p = ¢ = 1, on obtient I'inégalité (2.15)
du Théoréme 2.1.5.
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3.1. RESULTATS GENERALISES SUR L’INEGALITES INTEGRALES

Théoréme 3.1.2 [0/

Soient p et g deux fonctions positives sur [1.00] et f,g deux fonctions
définies sur [1, 00| telle que

p<flx) <P, <g(x) <V ¢,®, ¢, VeR ,z€ll o0
pour tout t >1 , a >0 et > 0. Alors

\#Dy a(t) Dy (pf9)(t) +1 Difpt)uDi) (afg)(t)
—u D)) Dy ) (a9)(t) =i DY (af ) () Dy (pg) ()] (3.6)
<y Dip(t) gDy q(t)(® — ¢) (¥ — ).

Preuve

On procéde de maniére similaire de la preuve précédente du Théoréme
ln L 6_1

3.1.1. 11 suffit de multiplier I'égalité (3.2) par ﬁq(y) y € (1,1),
Y
t > 1 et intégré par rapport a y, on obtient, I'inégalité (3.6). ]

Remarque 3.1.2

e Appliquée Théoréme 3.1.2 pour a = 3, on obtient 'inégalité (3.1) du
Théoréme 3.1.1.

e Appliquée Théoréme 3.1.2 pour p = ¢ = 1, on obtient l'inégalité (2.21)
du Théoréme 2.1.6.
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3.1. RESULTATS GENERALISES SUR L’INEGALITES INTEGRALES

Théoréme 3.1.3 [9/

Soient p,q deux fonctions positives sur [1,00[ et f,g deux fonc-
tions définies sur [1, oo|, telle que | f(z) — f(y)| < Mlg(z) — g(y)|; M >
0, x,y € [1,00[. Alors pour tout ¢ > 1, > 0, on a

laDy“q(t)u D (pfg) t) +m Dy “p(t) gDy *(qf9)(t)

(
—y D ( )( ) ((qg)( ) _HD ( {)(t)HDl_a(pg)(t” (37>

< M[gD;“p(t)a Dy *(a9®)(t) +1 Dy “q(t) Dy (pg”)(t)
— 2Dy “(pg)(t)a Dy *(q9)(t)].

Preuve

D’apreés la condition | f(x) — f(y)| < M|g(x) —g(y)|; M > 0,z,y €
[a, b], on conclure I'inégalité

k(x,y)| < M(g(z) — g(y))* .y € (L,1). (3.8)

C’est une conséquence immeédiate de conclure

t
thy [ (tnd)* p(o)lko, )|

< M(gDyp(t))(g°(t) — 29(t)g(y) + 9°(»))
< M[uD;*(pg*)(t) — 29(y) Dy (pg)(t) + ¢*(y) u Dy “p(t)].

On conclut en utilisant 1'égalité (3.3) et les inégalités (3.9)et(3.5), I'in-
égalité (3.7) est vérifie. O

(3.9)
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3.1. RESULTATS GENERALISES SUR L’INEGALITES INTEGRALES

Théoréme 3.1.4 [9]

Soient p,q deux fonctions positives sur [1,00[ et f, g deux fonc-
tions définies sur [1, ool telle que |f(x) — f(y)| < M|g(x) — g(y)|; M >
0, x,y € [1,00[. Alors pour tout ¢ > 1, > 0, > 0, on ait

l# Dy a(t) p DT (pf9) () +1 Dyop(t)u Dy (afg)(t)

—u D1 (pf)(®)u Dy (g9)(t) =i Dy " (af) (&) Dy " (pg) (¢)| (3.10)
< M[u Dy “p(t)n Dy (qgQ)(t) +1 Dy q(t)n Dy (pg)(t) |
— 201" (pg) (1) Dy " (99) (D).
Preuve
o In £)7!
Il suffit de multiplier I'égalité (3.9) par yF—(@q(y) y € (1,1),

t > 1 et intégré par rapport a y, on obtient

x oy
W/t /t(lné)a_l(lﬂi)ﬁ‘lp(x)Q(y)\k(x,y)\dfd—f

<ty [ ) a)luDr(rg?)(0) = 20(0) D5 (0 0) + ) D5 (D)
On en déduit

/ / (In £)* (I )7 'p(a)a(y) k(z, y)| 5

< M[uDy°p(t)u Dy (a9®)(t) +1 Dy a(t)u Dy (pg*)(t)
— 25D (pg)(t) + ¢*(y)u Dy " (ag)(1)]-

D’utiliser 'égalité (3.3) avec deux paramétres «, §. On conclut 1'in-
égalité (3.10). ]

(3.11)

29



3.1. RESULTATS GENERALISES SUR L’INEGALITES INTEGRALES

Remarque 3.1.3
- Appliquée Théoréme 3.1.4 pour o = 3, on obtient l'inégalité (3.7).
Théoréme 3.1.5 [0/

Soient f et g deux fonctions lipschitziennes sur [1, 00 et p, g deux
fonctions positives sur [1, oo, alors pour tout ¢ > 1,a > 0, on ait

laD1%q(t)u Dy (pf9)(t) +u Dy “p(t)a Dy “(qf9)(t)
—g Dy (pf)()a Dy *(q9)(t ) —g Dy%(qf) () Dy (pg)(t)]

3.12
< LoDy a(t)n Dy () (1) +a Dy D (wa)(6) )
— 2 Dy (zp)(t) n Dy “(2q)(1))-
Preuve
f, g deux fonctions lipschitziennes sur [1, ool, alors
1f(z) = f(y)] < Li|z —y,
l9(z) — 9(y)| < La|z — ],
ou
k(z,y)] < LiLa(z — y)?, (3.13)
alors
ol [ 00 a2
(3.14)

<L1L2 (D1 %q(t)a Dy *(°p)(t) +u Dy *p(t) Dy “(2%q)(t)
— 2 D7 (zp)(t) g Dy “(2q)(1)).
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3.1. RESULTATS GENERALISES SUR L’INEGALITES INTEGRALES

En utilisant le méme principe précédent, on obtient

b//°m ) (I 5)*p()a(y) |k, y) 45

< Ly Ly(u Dy q(t) Dy (2°p) (t) +u Dy “p(t) u Dy (%) (t)
— 2 Dy (zp) (1) g Dy *(2q)(1)).

Théoreme 3.1.5 est prouvé. [l

Théoréme 3.1.6 [0

Soient f et g deux fonctions lipschitziennes sur [1, 00 et p, g deux
fonctions positives sur [1, oo[, pour tout ¢ > 1,a > 0,5 > 0, on ait

11Dy a(t)n Dy (pf9)(t) +1 Dy *p(t)nD;y " (afg)(t)
—i Dy (pf)()r Dy (a9)(t) —1 Dy (af)(t) gDy (pg) ()]

- —af, .2 —a B 2( (315)
< LiLo(a Dy "q(t)a Dy (27p)(t) +1 Dy “p(t)n Dy " (27)(t)
— 2D (p) (1) D; () 1)),
Preuve

Il suffit de multiple (3.13), par

B o) (L

p(x)qly z,y € (1,1),
2yl (z)0(y)

puis on intégre x et y sur (1,%)2, on en déduit I'inégalité (3.15). O
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3.1. RESULTATS GENERALISES SUR L’INEGALITES INTEGRALES

Théoréme 3.1.7 [§/

Soient aw > 0,p > 1 et f, g deux fonctions positives sur [1, oo telles

fx)

que t > 1,0 <g Dy*(f?),g D;“(¢") < 00.Si0<m < 7@ <M<
€ [1,t], alors
[HDawiauniiJHDlﬂyu@ni | .
< e D+ 9O,
Preuve
On a f(z)/g(x) < M pour tout, @ € [1,¢], on obtient
(M + 17 f7(2) < MP(f + g (a). (3.17)
En multiplie (3.17) par % v € (1.t) t > 1 puis en intégrant,

par rapport a x de 1 & £, on obtient

(M + 1) Dy (f)(t) < MDDy ((f + 9)")(1),
on conclure

M

] =
] =

[DE (O] < 1 (D0 + )0 (3,19
D’autre part comme m < f(x)/g(x), on obtient

(m+1)Pg"(x) < (f +9)"(x). (3.19)

En multiplie (3.19) par %, x € (1,t), t > 1 puis en intégrant

par rapport a x de 1 a ¢, on obtient

(m+ 15D (¢") (&) < DY*((f + 9)P)(1).
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3.1. RESULTATS GENERALISES SUR L’INEGALITES INTEGRALES

On peut alors écrire

1 1
<

HD)OF < a0 (320

D’aprés I'inégalité (3.18) et 'inégalité (3.20), on obtient finalement l'in-
égalite (3.16). ]

Théoréme 3.1.8 /8]

Soient a > 0,p > 1 et f, g deux fonction positives sur [1, 0o] telles
que t > 1,0 <g D(fP)uD;%(¢") < 00. S10 < m < f(z)/g(y) <
M < oo,z € [1,t], alors

[ DE (O] + [DF ()0 >
(m+1)(M+1)
("

1 (3.21)

Preuve

Multiplier les deux inégalités (3.18) et (3.20),0on obtient

(m + 13\(4]\4 -+ 1) [HDl—a(fp) (t)]% [HDl—a(gp) (t)] ;_19

< <[HDfa((f +g>p><t>]%) . (3.22)

Appliquons l'inégalité de Minkowski pour le coté droit de (3.22), on
obtient

(Do + g>p><t>ﬁ])2 < (wore @+ [HD;%gp)(t)ﬁ)Q.
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Ou

—

(1D ()0 + D)0 )
_ [HD1a<fp><t>151+ [HDl‘l(gpxqﬁ
+ 2[aDy (M) O)]P[a Dy (g7 (1)]P.

Finalement d’aprés (3.22) et (3.23), on obtient I'inégalité (3.21).00

(3.23)
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Conclusion

Dans ce mémoire, on considére quelques inégalités intégrales frac-
tionnaires pour l'intégrale fractionnaire de Hadamard.
Au début, on étudie la fonctionnelle de Chebyshev avec I'intégrale frac-
tionnaire de Hadamard.

Finalement, on présent la fonctionnelle de Chebyshev pondérée, type
de Gruss pour 'opérateur de Hadamard.
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