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Résume 

Dans ce mémoire, en utilisant l’intégrale fractionnaire de Hadamard 

pour prouver quelques inégalités intégrales, comme inégalité de 

Chebychev , type de Gruss et autres inégalités. 

Mots clés : l’intégrale fractionnaire de Hadamard, inégalité 

intégrale de Chebychev, inégalité de type Gruss. 

 

Abstract 

In this memoir we are using the Hadamard fractional integral to 

prove some integral inequalities as Chebyshev’s, Gruss type and other 

inequalities. 

Key words: Hadamard  fractional integral , Chebyshev’s integral 

inequality,  Gruss type inequality. 
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INTRODUCTION

La dérivée fractionnaire est un sujet ancien que le calcul classique.
L’histoire de la derivée d’ordre non entier est célèbre comme un outil
trés éfficaces pour la description des phénomènes scientifiques. Ses ori-
gines remontent à la fin du 17iémeiémé siècle. Newthon et Leibniz ont
développé les fondements de calcul différentiel et intégral voir [12].

Le calcul fractionnaire est le domaine de l’analyse mathématiques qu’
étudiée les intégrales et dérivés d’ordre arbitraires. Plusieurs, intégrales
fractionnaires connues. Deux ont été étudiér pour leurs applications dans
de nombreux domaines des sciences. Le premier est le Riemann-Liouville
partie intégrante voir [13].
Le second est l’intégrale fractionnaire de Hadamard introduit par J. Ha-
damard voir [1].

L’objectif principale de ce mémoire, étudier inégalites intégrales frac-
tionnaires. Nous etablissons quelques inégalites de Chebyshev ponderée
et de type de Gruss pour l’intégrale fractionnaire de Hadamard.

Ce mémoire est organisé en trois chapitre. On assemble dans le pre-
mier chapitre des définitions de base et des propriétés fondamentaux



ibntroduction

sur les espaces comme l’espaces de fonctions mesurables , l’espaces des
fonctions absolument continues et l’espace de fonctions continues avec
poids. Aussi quelques définitions sur l’inégalites intégrales fractionnaires
de Riemann-Liouville et Hadamard.

Dans le deuxième chapitre nous utilisons l’intégrale fractionnare
de Hadamard, avec un paramètre et deux paramètres, pour etablisser cer-
taines inégalites intégrales comme, l’inégalité intégrale de type de Gruss.

Dans le dernier chapitre , est consacré d’etudier quelques généra-
lisations consernes, l’inégalites intégrales fractionnaires de type de Gruss
et de Minkowski inverse.
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Chapitre 1
Notions de bases
fondamentales

Dans ce chapitre nous donnons quelques définitions et propriétés sur
les espaces comme l’espace de lebesgue , l’espaces des fonctions abbsolu-
ments continues , l’espace de fonctions continue et continue avec poids.
Ainsi quelques définitions sur l’inégalites intégrales et les intégrales frac-
tionnaires comme Riemann-Liouville et Hadamard.

1.1 Espace fonctionnel

1.1.1 Espaces des fonctions intégrales

Définition 1.1.1 [14, 15]

Soient Ω = (a, b)(−∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini ou infini
de R et 1 ≤ p <∞.

1. Pour 1 ≤ p < ∞, L’espace LP (Ω) est l’espace des (classes de)

5



1.1. ESPACE FONCTIONNEL

fonctions f réelles sur Ω telle que f est mesurable et∫ b

a

|f (x)|p dx < +∞.

2. Pour p =∞, l’espace L∞(Ω) est l’espace des (classes de) fonctions
mesurables f bornées presque partout (p.p) sur Ω.

Théorème 1.1.1 [14, 15]

Soit Ω = (a, b) un intervalle fini ou infini de R.
1. Pour 1 ≤ p < +∞, L’espace Lp(Ω) est un espace de Banach muni

de la norme :

‖f‖p= (

∫ b

a

|f(x)|p dx)1/p.

2. L’espace L∞(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖∞= inf{M ≥ 0 : |f(x)|≤M p.p sur Ω}.

1.1.2 Espaces des fonction continues et absolument
continues

Définition 1.1.2 [14, 15]

Une fonction f est dite absolument continue sur intervalle [a, b] , si pour
tout ε > 0,il existe η > 0 tel que pour tout famille finie d’intervalles
ouverts disjoints deux a deux [ak, bk] ⊂ [a, b], k = 1, 2, ..., n, tel que

n∑
k=1

(bk − ak) < η ⇒
n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

6



1.1. ESPACE FONCTIONNEL

Théorème 1.1.2 [14, 15]

Soit Ω = [a, b] (−∞ < a < b <∞) un intervalle fini.
On désigne par AC ([a, b]) l’espace des fonctions primitives des fonctions
intégrables, c’est à dire :

AC ([a, b]) = {f/∃ ϕ ∈ L([a, b]) : f(x) = c+

∫ x

a

ϕ(t)dt}

et on appelle AC ([a, b]) l’espace des fonctions absolument continues sur
[a, b].

1.1.3 Espaces des fonctions continues avec poids

Cλ ([a, b])

Définition 1.1.3 [14, 15]

Soient Ω = [a, b] un intervalle fini et λ ∈ R.
On désigne par Cλ ([a, b]) l’espace des fonctions f définies sur ]a, b] telles
que la fonction (x− a)λ f(x) ∈ C ([a, b]) c’est à dire :

Cλ ([a, b]) = {f : ]a, b] −→ C, (.− a)λf(.) ∈ C ([a, b])}

muni de la norme :

‖f‖Cλ= ‖(x− a)λf(x)‖C= max
x∈Ω

∣∣(x− a)λf(x)
∣∣ .

L’espace Cλ ([a, b]) est appelé l’espace des fonctions continues avec
poids.
En particulier, C0 ([a, b]) = C ([a, b]).
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1.2. FONCTIONS SPÉCIFIQUES

1.1.4 Espace Xp
c

Définition 1.1.4 [14, 15]

L’espace Xp
c (a, b), (c ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞) est l’espace des fonctions f réelles

et mesurables sur [a, b], muni de la norme :

‖f‖Xp
c
=

(∫ b

a

|tcf(t)|pdt
t

)1
p

, (c ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞)

‖f‖Xp
c
= ess sup

a≤t≤b
(tc|f(t)|), (p =∞).

1.2 Fonctions spécifiques

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.2.1 [14, 15]

Soit x ∈ R+
∗ , la fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale

d’Euler de second espèce

Γ (x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1dt.

avec tx−1 = e[(x−1) lnt].
Cette intégrale est convergente pour tous les réels positifs.

Proposition 1.2.1

pour tout α ∈ R+
∗ , t > 0, on a

1. Γ (α + 1) = αΓ (α).
2. Γ (1

2) =
√
π.

8



1.3. LES INTÉGRALES FRACTIONNAIRE

1.2.2 Fonction Bêta

Définition 1.2.2 [14, 15]

La fonction Bêta est définie par l’intégrale d’Euler de premier espèce

B (x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1, ∀x, y > 0.

Théorème 1.2.1 [14, 15]

La fonction Bêta est liée avec la fonction Gamma par la relation
suivante

B (x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, ∀x, y > 0.

1.3 les Intégrales fractionnaire

Définition 1.3.1 [13]

Soit f ∈ L1([a, b]) L’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ R(α > 0)
au sens de Riemann-Liouville est définie par :

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt , α > 0, x > a

pour a = 0 on note :

Iα0 f(x) = Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1f(t)dt

9



1.4. INÉGALITÉ DE CHEBYSHEV

Définition 1.3.2 [1]

Soit f ∈ L1([a, b]). L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre
α ∈ R(α > 0) pour tout x > 1 est définie par :

HD
−α
1,xf(x) =

1

Γ(α)

∫ x

1

(ln(
x

t
))α−1f(t)

dt

t
, α > 0, x > 1

avec Γ(α) =
∫∞

0 e−uuα−1du.

1.4 Inégalité de Chebyshev

On considère la fonctionnelle :

T (f, g) =
1

b− a

∫ b

a

f (x) g (x) dx−
(

1

b− a

∫ b

a

f (x) dx

)(
1

b− a

∫ b

a

g (x) dx

)
.

Si f et g synchrones sur [a, b] alors

(f (x)− f (y)) (g (x)− g (y)) ≥ 0; x, y ∈ [a, b]. (1.1)

Si f et g asynchrones sur [a, b] alors

(f (x)− f (y)) (g (x)− g (y)) ≤ 0; x, y ∈ [a, b].

10



1.5. INÉGALITÉ DE GRUSS

Théorème 1.4.1 [2, 10]

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Si f et g vérifient
la condition (1.1), alors

(t− a)α

Γ (α + 1)
Iαa (fg) (t) ≥ Iαa f (t)Iαa g (t); α > 0, t ∈ [a, b].

où Iαa : l’intégrale fractionnaires de Riemann-Liouville.

Théorème 1.4.2 [2, 10]

Soient f et g deux fonctions synchrones sur [a, b], α, β > 0,
t ∈ [a, b]. alors on a l’inégalité suivante

(t− a)α

Γ (α + 1)
Iαa (fg) (t) +

(t− a)β

Γ (β + 1)
Iβa (fg) (t) ≥ Iαa f (t) Iβa g (t) + Iβa f (t) Iαa g (t).

Remarque 1.4.1

Si α = β on obtient l’inégalité du Théorème 1.3.1.

1.5 Inégalité de Gruss

Théorème 1.5.1 [11]

Soient f et g deux fonctions continues définies sur [a, b], telles que
m ≤ f (x) ≤M, q ≤ g (x) ≤ Q. alors∣∣∣∣ 1

b− a

∫ b

a

f (x) g (x) dx−
(

1

b− a

∫ b

a

f (x) dx

)(
1

b− a

∫ b

a

g (x) dx

)∣∣∣∣ ≤ (M −m)(Q− q)
4

.

11



1.6. INÉGALITÉ DE MINKOWSKY

Théorème 1.5.2 [7]

Soient f et g deux fonctions continues définies sur [a, b] telles que
m ≤ f (x) ≤M, q ≤ g (x) ≤ Q, α > 0 et t ∈ [a, b], alors

(t− a)α

Γ (α + 1)
Iαa fg (t)− Iαa f (t) Iαa g (t) ≤

[
(t− a)α

Γ (α + 1)

]2
(M −m)(Q− q)

4
.

Remarque 1.5.1

Si α = 1 et t = b on obtient l’inégalité de Gruss.

1.6 Inégalité de Minkowsky

Soient f et g ∈ Lp(Ω), pour 1 ≤ p ≤ +∞, alors

‖f + g‖Lp(Ω)≤ ‖f‖Lp(Ω)+‖g‖Lp(Ω).

1.7 Inégalité de Hôlder

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) , 1 ≤ p ≤ +∞ et 1
p + 1

q = 1, alors
on a f.g ∈ L1, avec

‖f.g‖L1≤ ‖f‖Lp.‖g‖Lq .

Proposition 1.7.1 [1]

• Si f(x) = (ln x)β−1.

HD
−α
1,x(lnx)β−1 =

Γ(β)

Γ(β + α)
(lnx)β+α−1 (1.2)

•(HD−α1,x)(HD
−β
1,x)f(x) = HD

−(α+β)
1,x f(x) (semigroupe).

•(HD−α1,x)(HD
−β
1,x)f(x) = (HD

−β
1,x)(HD

−α
1,x)f(x) (commutative).

12



1.7. INÉGALITÉ DE HÔLDER

Exemple 1.7.1

Soient α > 0, β > 0 et f(x) = (ln(xa))β−1.
On a

HD
−α
1,x(ln(xa))β−1 = 1

Γ(α)

∫ x

1

(ln x
t )
α−1 ln( ta)

β−1 dt
t ,

on pose

u =
ln(xt )

ln(xa)

alors

HD
−α
1,x(ln(xa))β−1 =

(ln(xa))β+α−1

Γ(α)

∫ 1

0

uα−1(1− u)β−1du

=
B(β, α)

Γ(β + α)
(ln(xa))β+α−1

=
Γ(β)

Γ(β + α)
(ln(xa))β+α−1.

Si a = 1, on retrouve l’égalité (1.2).

Exemple 1.7.2

Si β = 1, f(x) = 1.

HD
−α
1,x1 =

(ln(x))α

Γ(α + 1)
. (1.3)

13



Chapitre 2
Certaines inégalités intégrales
de type de Chebyshev-Gruss
via l’intégrale fractionnaire de
Hadamard.

Dans ce chapitre, on prouve quelques inégalités intégrales de type de
Chebyshev et type de Chebyshev-Gruss aux sens de l’intégrale fraction-
naire de Hadamard voir[3, 4].

2.1 Inégalites intégrale fondamontales

Théorème 2.1.1

Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0,∞[. alors pour tout
t > 0, α > 0 on a

HD
−α
1,t 1HD

−α
1,t (fg)(t) >

HD
−α
1,t f(t)HD

−α
1,t g(t)

(2.1)

14



2.1. INÉGALITES INTÉGRALE FONDAMONTALES

Preuve

Comme f et g synchrones sur [0,∞[, alors pour tout x > 0 ,y > 0
on a

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)) > 0.

par conséquant

f(x)g(x) + f(y)g(y) > f(x)g(y) + f(y)g(x), (2.2)

en multipliant (2.2) par
(ln( tx))α−1

xΓ(α)
, x ∈ (1, t) , t > 0, on obtient

(ln( tx))α−1

xΓ(α)
f(x)g(x) +

(ln( tx))α−1

xΓ(α)
f(y)g(y) >

(ln( tx))α−1

xΓ(α)
f(x)g(y) +

(ln( tx))α−1

xΓ(α)
f(y)g(x).

(2.3)

En intégrant (2.3) par rapport à x de 1 à t, on trouve

1
Γ(α)

∫ t

1

(ln( tx))α−1f(x)g(x)dxx +
1

Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

x
))α−1f(y)g(y)dxx >

1
Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

x
))α−1f(x)g(y)dxx + 1

Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

x
))α−1f(y)g(x)dxx ,

(2.4)

par conséquent

HD
−α
1,t (fg)(t) + f(y)g(y)HD

−α
1,t 1 >

g(y)HD
−α
1,t f(t) + f(y)HD

−α
1,t g(t),

(2.5)

en multipliant (2.5) par
(ln( ty))

α−1

yΓ(α)
,y ∈ (1, t) , t > 0 on obtient

HD
−α
1,t (fg)(t)

(ln( ty))
α−1

yΓ(α)
+H D

−α
1,t 1

(ln( ty))
α−1

yΓ(α)
f(y)g(y) >

HD
−α
1,t f(t)

(ln( ty))
α−1

yΓ(α)
g(y) +H D

−α
1,t g(t)

(ln( ty))
α−1

yΓ(α)
f(y).

(2.6)
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2.1. INÉGALITES INTÉGRALE FONDAMONTALES

En intégrant (2.6) par rapport à y de 1 à t obtient

HD
−α
1,t (fg)(t) 1

Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

y
))α−1 dy

y

+ HD
−α
1,t 1 1

Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

y
))α−1f(y)g(y)dyy

≥ HD
−α
1,t f(t) 1

Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

y
))α−1g(y)dyy

+ HD
−α
1,t g(t) 1

Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

y
))α−1f(y)dyy .

Donc

HD
−α
1,t 1HD

−α
1,t (fg)(t) +H D

−α
1,t 1HD

−α
1,t (fg)(t) >

HD
−α
1,t f(t)HD

−α
1,t g(t) +H D

−α
1,t f(t)HD

−α
1,t g(t).

(2.7)

Théorème 2.1.2

Soient f, g deux fonction synchrones sur [0,∞[ et p, q deux fonctions
positives. Alors pour tout t > 0 et α > 0, on a

HD
−α
1,t p(t)HD

−α
1,t (qfg)(t) +H D

−α
1,t (q)(t)HD

−α
1,t (pfg)(t) >

HD
−α
1,t (pf)(t)HD

−α
1,t (qg)(t) +H D

−α
1,t (qf)(t)HD

−α
1,t (pg)(t)

(2.8)

Preuve

Comme f et g synchrones sur [0,∞[, alors pour tout x > 0 ,y > 0
on a

f(x)g(x) + f(y)g(y) > f(x)g(y) + f(y)g(x). (2.9)
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2.1. INÉGALITES INTÉGRALE FONDAMONTALES

En multipliant (2.9) par
(ln( tx))α−1

xΓ(α)
p(x) , x ∈ (1, t) , t > 0 on obtient

(ln( tx))α−1

xΓ(α)
p(x)f(x)g(x) +

(ln( tx))α−1

xΓ(α)
p(x)f(y)g(y) >

(ln( tx))α−1

xΓ(α)
p(x)f(x)g(y) +

(ln( tx))α−1

xΓ(α)
p(x)f(y)g(x).

(2.10)

En intégrant par rapport à x de 1 à t obtient

1
Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

x
))α−1p(x)f(x)g(x)dxx

+ 1
Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

x
))α−1p(x)f(y)g(y)dxx

> 1
Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

x
))α−1p(x)f(x)g(y)dxx

+ 1
Γ(α)

∫ t

1

(ln(
t

x
))α−1p(x)f(y)g(x)dxx .

Où

HD
−α
1,t (pfg)(t) + f(y)g(y)HD

−α
1,t p(t) >

g(y)HD
−α
1,t (pf)(t) + f(y)HD

−α
1,t (pg)(t).

(2.11)

En multipliant (2.11) par
(ln( ty))

α−1

yΓ(α)
q(y) ,y ∈ (1, t) , t > 0 et en
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intégrant par rapport à y de 1 à t on obtient l’inégalité

HD
−α
1,t (pfg)(t) 1

Γ(α)

∫ t

1

(ln( ty))
α−1q(y)dyy

+ HD
−α
1,t p(t)

1
Γ(α)

∫ t

1

(ln( ty))
α−1q(y)f(y)g(y)dyy

> HD
−α
1,t (pf)(t) 1

Γ(α)

∫ t

1

(ln( ty))
α−1q(y)g(y)dyy

+ HD
−α
1,t (pg)(t) 1

Γ(α)

∫ t

1

(ln( ty))
α−1q(y)f(y)dyy .

Donc

HD
−α
1,t p(t)HD

−α
1,t (qfg)(t) +H D

−α
1,t (q)(t)HD

−α
1,t (pfg)(t) >

HD
−α
1,t (pf)(t)HD

−α
1,t (qg)(t) +H D

−α
1,t (qf)(t)HD

−α
1,t (pg)(t).

Théorème 2.1.3

Soient f et g deux fonction synchrones sur [0,∞[. alors pour tout t >
0, α > 0, β > 0 on a

HD
−α
1,t 1HD

−β
1,t (fg)(t) +H D

−β
1,t 1HD

−α
1,t (fg)(t) >

HD
−α
1,t f(t)HD

−β
1,t g(t) +H D

−β
1,t f(t)HD

−α
1,t g(t)

(2.12)

Preuve

En multipliant (2.5) par
(ln( ty))

β−1

yΓ(β)
,y ∈ (1, t) , t > 0 on obtient

(ln( ty))
β−1

yΓ(β) H

D−α1,t (fg)(t) +
(ln( ty))

β−1

yΓ(β)
f(y)g(y)HD

−α
1,t 1 >

(ln( ty))
β−1

yΓ(β)
g(y)HD

−α
1,t f(t) +

(ln( ty))
β−1

yΓ(β)
f(y)HD

−α
1,t g(t),
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en intégrant par rapport à y de 1 à t, on obtient

1
Γ(β)

∫ t

1

(ln(
t

y
))β−1 dy

y H
D−α1,t (fg)(t)

+ 1
Γ(β)

∫ t

1

(ln(
t

y
))β−1f(y)g(y)dyy H

D−α1,t 1

> 1
Γ(β)

∫ t

1

(ln(
t

y
))β−1g(y)dyy H

D−α1,t f(t)

+ 1
Γ(β)

∫ t

1

(ln(
t

y
))β−1f(y)dyy H

D−α1,t g(t).

Donc

HD
−α
1,t 1HD

−β
1,t (fg)(t) +H D

−β
1,t 1HD

−α
1,t (fg)(t) >

HD
−α
1,t f(t)HD

−β
1,t g(t) +H D

−β
1,t f(t)HD

−α
1,t g(t). �

Remarque 2.1.1

Si α = β on obtient,l’ingalité (2.1) du Théorème 2.1.1.

Théorème 2.1.4

Soient f et g deux fonction synchrones sur[0,∞[ et p, q :[0,∞)→ [0,∞).
Alors pour tout t > 0, α > 0, β > 0 on a

HD
−α
1,t p(t)HD

−β
1,t (qfg)(t) +H D

−β
1,t (q)(t)HD

−α
1,t (pfg)(t) >

HD
−α
1,t (pf)(t)HD

−β
1,t (qg)(t) +H D

−β
1,t (qf)(t)HD

−α
1,t (pg)(t)

(2.13)

Preuve

En multipliant (2.11) par
(ln( ty))

β−1

xΓ(α)
q(y) , y ∈ (1, t) , t > 0 on

obtient
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(ln( ty))
β−1

xΓ(α)
q(y)HD

−α
1,t (pfg)(t) +

(ln( ty))
β−1

xΓ(α)
q(y)f(y)g(y)HD

−α
1,t p(t) >

(ln( ty))
β−1

xΓ(α)
q(y)g(y)HD

−α
1,t (pf)(t) +

(ln( ty))
β−1

xΓ(α)
q(y)f(y)HD

−α
1,t (pg)(t),

en intégrant sur (1, t), alors

1
Γ(β)

∫ t

1

(ln(
t

y
))β−1q(y)dyy H

D−α1,t (pfg)(t)

+ 1
Γ(β)

∫ t

1

(ln(
t

y
))β−1q(y)f(y)g(y)dyy H

D−α1,t p(t)

> 1
Γ(β)

∫ t

1

(ln(
t

y
))β−1q(y)g(y)dyy H

D−α1,t (pf)(t)

+ 1
Γ(β)

∫ t

1

(ln(
t

y
))β−1q(y)f(y)dyy H

D−α1,t (pg)(t). (2.14)

Donc

HD
−α
1,t p(t)HD

−β
1,t (qfg)(t) +H D

−β
1,t q(t)HD

−α
1,t (pfg)(t) >

HD
−α
1,t (pf)(t)HD

−β
1,t (qg)(t) +H D

−β
1,t (qf)(t)HD

−α
1,t (pg)(t).

�

Remarque 2.1.2

Pour α = β on obtient,l’inégalité (2.8) du Théorème 2.1.2.

Théorème 2.1.5

Soient f et g deux fonctions définies sur [1,∞[ telle que
ϕ ≤ f(x) ≤ Φ , ψ ≤ g(x) ≤ Ψ , ϕ,Φ, ψ,Ψ ∈ [1,∞[.Alors
pour tout t > 1, α > 0

|HD−α1,t 1HD
−α
1,t (fg)(t) +H D

−α
1,t 1HD

−α
1,t (fg)(t)

−H D−α1 (f)(t)HD
−α
1,t (g)(t)−H D−α1,t (f)(t)HD

−α
1,t (g)(t)|

≤ (HD
−α
1,t 1)2(Φ− ϕ)(Ψ− ψ).

(2.15)
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Preuve
Car f et g deux fonctions qui vérifier les conditions précédentes, on

a

|f(x)− f(y)| ≤ Φ− ϕ, |g(x)− g(y)| ≤ Ψ− ψ, x, y ∈ [1,∞[,

ce qui implique

|(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))| ≤ (Φ− ϕ)(Ψ− ψ).

On pose

k(x, y) = f(x)g(x) + f(y)g(y)− f(x)g(y)− f(y)g(x). (2.16)

En multipliant (2.16) par
(ln t

x)α−1

xΓ(α)
, x ∈ (1, t) puis intégrer par

rapport à x de 1 à t on obtient

1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1k(x, y)dxx

= 1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1f(x)g(x)dxx + 1

Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1f(y)g(y)dxx

− 1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1f(x)g(y)dxx −

1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1f(y)g(x)dxx ,

où

1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1k(x, y)dxx

= HD
−α
1 (fg)(t) + f(y)g(y)HD

−α
1 1

− g(y)HD
−α
1 1(f)(t)− f(y)HD

−α
1 g(t). (2.17)
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En multipliant (2.17) par
(ln t

y)
α−1

yΓ(α)
, y ∈ (1, t) t > 1 et intégrant par

rapport à y de 1 à t on obtient

1

Γ(α)Γ(α)

∫ t

1

∫ t

1

(ln t
x)α−1(ln t

y)
α−1k(x, y)dxx

dy
y

=H D−α1,t 1HD
−α
1,t (fg)(t) +H D

−α
1 1HD

−α
1,t (fg)(t)

−H D−α1,t f(t)HD
−α
1,t g(t)−H D−α1 g(t)HD

−α
1,t f(t).

(2.18)

Car
|k(x, y)| ≤ (Φ− ϕ)(Ψ− ψ),

puis

1
Γ(α)Γ(α)

∫ t

1

∫ t

1

(ln t
x)α−1(ln t

y)
α−1|k(x, y)|dxx

dy
y

≤ HD
−α
1,t 1HD

−α
1,t 1((Φ− ϕ)(Ψ− ψ)), (2.19)

on a donc

∣∣∣∣ 1
Γ(α)Γ(α)

∫ t

1

∫ t

1

(ln t
x)α−1(ln t

y)
α−1k(x, y)dxx

dy
y

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)Γ(α)

∫ t

1

∫ t

1

(ln t
x)α−1(ln t

y)
α−1|k(x, y)|dxx

dy
y . (2.20)

D’aprés l’égalité (2.18) et les inégalités (2.19), (2.20), on en déduit

|HD−α1,t 1HD
−α
1,t (fg)(t) +H D

−α
1,t 1HD

−α
1,t (fg)(t)

−H D−α1 (f)(t)HD
−α
1,t (g)(t)−H D−α1,t (f)(t)HD

−α
1,t (g)(t)|

≤ (HD
−α
1,t 1)2(Φ− ϕ)(Ψ− ψ).

�
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Théorème 2.1.6

Soient f et g deux fonctions définies sur [1,∞[ telle que ϕ ≤ f(x) ≤ φ,
ψ ≤ g(x) ≤ Ψ, ϕ,Φ, ψ,Ψ ∈ [1,∞[.
Alors pour tout t > 1, α > 0, β > 0, on a l’inégalité

|HD−β1,t 1HD
−α
1,t (fg)(t) +H D

−α
1,t 1HD

−β
1 (fg)(t)

−H D−α1,t (f)(t)HD
−β
1,t (g)(t)−H D−β1,t (f)(t)HD

−α
1,t (g)(t)|

≤ (HD
−α
1,t 1HD

−β
1,t 1)(Φ− ϕ)(Ψ− ψ).

(2.21)

Preuve
Elle est analogue à celle faite pour le Théorème 2.1.5, il suffit de

multiplier l’égalité (2.17) par
(ln t

y)
β−1

yΓ(β)
,y ∈ (1, t) et intègre par rapport

à y de 1 à t on obtient l’inégalité (2.21). �

Remarque 2.1.3

Pour α = β, on obtient l’inégalité (2.15) du Théorème 2.1.5.
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Chapitre 3
Quelques nouvelles résultats
pour l’intégrale fractionnaire
de Hadamard

Dans ce chapitre, nous présent quelques généralisations concernes,
l’inégalité intégrales fractionnaires : type de Gruss et Minkowski inverse.

3.1 Résultats généralisés sur l’inégalites in-
tégrales

Théorème 3.1.1 [6]

Soient p et q deux fonctions positives sur [1,∞[ et f, g deux fonctions
définies sur [1,∞[ telles que ϕ ≤ f(x) ≤ Φ, ψ ≤ g(x) ≤ Ψ ,ϕ,Φ, ψ,Ψ ∈
[1,∞[. On a alors

|HD−α1 q(t)HD
−α
1 (pfg)(t) +H D

−α
1 p(t)HD

−α
1 (qfg)(t)

−H D−α1 (pf)(t)HD
−α
1 (qg)(t)−H D−α1 (qf)(t)HD

−α
1 (pg)(t)|

≤ (HD
−α
1 p(t)HD

−α
1 q(t))(Φ− ϕ)(Ψ− ψ).

(3.1)

24
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Preuve

Comme f et g deux fonctions définies sur [1.∞[ vérifier les condi-
tions suivantes ϕ ≤ f(x) ≤ Φ , ψ ≤ g(x) ≤ Ψ, ϕ,Φ, ψ,Ψ ∈ [1,∞[, on
a

|(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))| ≤ (Φ− ϕ)(Ψ− ψ),

en multipliant (2.16) par
(ln t

x)α−1

xΓ(α)
p(x), x ∈ (1, t) on obtient

1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1p(x)k(x, y)dxx

= 1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1f(x)g(x)p(x)dxx

+ 1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1f(y)g(y)p(x)dxx

− 1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1f(x)g(y)p(x)dxx

− 1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1f(y)g(x)p(x)dxx .

On en déduit

1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1p(x)k(x, y)dxx

= HD
−α
1,t (pfg)(t) + f(y)g(y)HD

−α
1,t p(t)

− g(y)HD
−α
1,t (fp)(t)− f(y)HD

−α
1,t (gp)(t). (3.2)

En multipliant (3.2) par
(ln t

y)
α−1

yΓ(α)
q(y) y ∈ (1, t), t > 1 et intégré
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par rapport a y, on obtient

1
Γ(α)Γ(α)

∫ t

1

∫ t

1

(ln t
x)α−1(ln t

y)
α−1p(x)q(y)k(x, y)dxx

dy
y

= HD
−α
1,t q(t)HD

−α
1,t (pfg)(t) +H D

−α
1,t p(t)HD

−α
1,t (qfg)(t)

− HD
−α
1,t (pf)(t)HD

−α
1,t (qg)(t)−H D−α1,t (pg)(t)HD

−α
1,t (qf)(t). (3.3)

Car
|k(x, y)| ≤ (Φ− ϕ)(Ψ− ψ),

puis

1
Γ(α)Γ(α)

∫ t

1

∫ t

1

(ln t
x)α−1(ln t

y)
α−1p(x)q(y)|k(x, y)|dxx

dy
y

≤ HD
−α
1,t p(t)HD

−α
1,t q(t)((Φ− ϕ)(Ψ− ψ)), (3.4)

on a donc

∣∣∣∣ 1
Γ(α)Γ(α)

∫ t

1

∫ t

1

(ln t
x)α−1(ln t

y)
α−1p(x)q(y)k(x, y)dxx

dy
y

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)Γ(α)

∫ t

1

∫ t

1

(ln t
x)α−1(ln t

y)
α−1p(x)q(y)|k(x, y)|dxx

dy
y . (3.5)

D’après l’égalité (3.3) et les inégalités (3.4), (3.5) on en déduit l’in-
égalité (3.1). �

Remarque 3.1.1

Appliquée Théorème 3.1.1 pour p = q = 1, on obtient l’inégalité (2.15)
du Théorème 2.1.5.
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Théorème 3.1.2 [6]

Soient p et q deux fonctions positives sur [1.∞[ et f ,g deux fonctions
définies sur [1,∞[ telle que

ϕ ≤ f(x) ≤ Φ, ψ ≤ g(x) ≤ Ψ ϕ,Φ, ψ,Ψ ∈ R , x ∈ [1,∞[,

pour tout t > 1 , α > 0 et β > 0. Alors

|HD−β1,t q(t)HD
−α
1,t (pfg)(t) +H D

−α
1,t p(t)HD

−β
1,t (qfg)(t)

−H D−α1,t (pf)(t)HD
−β
1,t (qg)(t)−H D−β1 (qf)(t)HD

−α
1 (pg)(t)|

≤H D−α1,t p(t)HD
−β
1,t q(t)(Φ− ϕ)(Ψ− ψ).

(3.6)

Preuve
On procède de manière similaire de la preuve précédente du Théorème

3.1.1. Il suffit de multiplier l’égalité (3.2) par
(ln t

y)
β−1

yΓ(β)
q(y) y ∈ (1, t),

t > 1 et intégré par rapport a y, on obtient, l’inégalité (3.6). �

Remarque 3.1.2

• Appliquée Théorème 3.1.2 pour α = β, on obtient l’inégalité (3.1) du
Théorème 3.1.1.
• Appliquée Théorème 3.1.2 pour p = q = 1, on obtient l’inégalité (2.21)
du Théorème 2.1.6.
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Théorème 3.1.3 [9]

Soient p, q deux fonctions positives sur [1,∞[ et f, g deux fonc-
tions définies sur [1,∞[, telle que |f(x)− f(y)| ≤M |g(x)− g(y)|;M >
0, x, y ∈ [1,∞[. Alors pour tout t > 1, α > 0, on a

|HD−α1 q(t)HD
−α
1 (pfg)(t) +H D

−α
1 p(t)HD

−α
1 (qfg)(t)

−H D−α1 (pf)(t)HD
−α
1 (qg)(t)−H D−α1 (qf)(t)HD

−α
1 (pg)(t)|

≤M [HD
−α
1 p(t)HD

−α
1 (qg2)(t) +H D

−α
1 q(t)HD

−α
1 (pg2)(t)

− 2HD
−α
1 (pg)(t)HD

−α
1 (qg)(t)].

(3.7)

Preuve

D’après la condition |f(x)− f(y)| ≤M |g(x)− g(y)|; M > 0 , x, y ∈
[a, b], on conclure l’inégalité

|k(x, y)| ≤M(g(x)− g(y))2 x, y ∈ (1, t). (3.8)

C’est une conséquence immédiate de conclure

1
Γ(α)

∫ t

1

(ln t
x)α−1p(x)|k(x, y)|dxx

≤M(HD
−α
1 p(t))(g2(t)− 2g(t)g(y) + g2(y))

≤M [HD
−α
1 (pg2)(t)− 2g(y)HD

−α
1 (pg)(t) + g2(y)HD

−α
1 p(t)].

(3.9)

On conclut en utilisant l’égalité (3.3) et les inégalités (3.9)et(3.5), l’in-
égalité (3.7) est vérifie. �
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Théorème 3.1.4 [9]

Soient p, q deux fonctions positives sur [1,∞[ et f, g deux fonc-
tions définies sur [1,∞[, telle que |f(x)− f(y)| ≤M |g(x)− g(y)|;M >
0, x, y ∈ [1,∞[. Alors pour tout t > 1, α > 0, β > 0, on ait

|HD−β1 q(t)HD
−α
1 (pfg)(t) +H D

−α
1 p(t)HD

−β
1 (qfg)(t)

−H D−α1 (pf)(t)HD
−β
1 (qg)(t)−H D−β1 (qf)(t)HD

−α
1 (pg)(t)|

≤M [HD
−α
1 p(t)HD

−β
1 (qg2)(t) +H D

−β
1 q(t)HD

−α
1 (pg2)(t)

− 2HD
−α
1 (pg)(t)HD

−β
1 (qg)(t)].

(3.10)

Preuve

Il suffit de multiplier l’égalité (3.9) par
(ln t

y)
β−1

yΓ(β)
q(y) y ∈ (1, t),

t > 1 et intégré par rapport a y, on obtient

1
Γ(α)Γ(β)

∫ x

t

∫ y

t

(ln t
x)α−1(ln t

y)
β−1p(x)q(y)|k(x, y)|dxx

dy
y

≤ M
Γ(β)

∫ t

1

(ln t
y)
β−1q(y)[HD

−α
1 (pg2)(t)− 2g(y)HD

−α
1 (pg)(t) + g2(y)HD

−α
1 p(t)]dyy .

On en déduit

1
Γ(α)Γ(β)

∫ x

t

∫ y

t

(ln t
x)α−1(ln t

y)
β−1p(x)q(y)|k(x, y)|dxx

dy
y

≤M [HD
−α
1 p(t)HD

−β
1 (qg2)(t) +H D

−β
1 q(t)HD

−α
1 (pg2)(t)

− 2HD
−α
1 (pg)(t) + g2(y)HD

−β
1 (qg)(t)].

(3.11)

D’utiliser l’égalité (3.3) avec deux paramètres α, β. On conclut l’in-
égalité (3.10). �
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Remarque 3.1.3

· Appliquée Théorème 3.1.4 pour α = β, on obtient l’inégalité (3.7).

Théorème 3.1.5 [6]

Soient f et g deux fonctions lipschitziennes sur [1,∞[ et p, q deux
fonctions positives sur [1,∞[, alors pour tout t > 1,α > 0, on ait

|HD−α1 q(t)HD
−α
1 (pfg)(t) +H D

−α
1 p(t)HD

−α
1 (qfg)(t)

−H D−α1 (pf)(t)HD
−α
1 (qg)(t)−H D−α1 (qf)(t)HD

−α
1 (pg)(t)|

≤ L1L2(HD
−α
1 q(t)HD

−α
1 (x2p)(t) +H D

−α
1 p(t)HD

−α
1 (x2q)(t)

− 2HD
−α
1 (xp)(t)HD

−α
1 (xq)(t)).

(3.12)

Preuve

f, g deux fonctions lipschitziennes sur [1,∞[, alors

|f(x)− f(y)| ≤ L1|x− y|,
|g(x)− g(y)| ≤ L2|x− y|,

où
|k(x, y)| ≤ L1L2(x− y)2, (3.13)

alors

1
Γ2(α)

∫ t

1

∫ t

1

(ln t
x)α−1(ln t

y)
α−1p(x)q(y)|k(x, y)|dxx

dy
y

≤ L1L2(HD
−α
1 q(t)HD

−α
1 (x2p)(t) +H D

−α
1 p(t)HD

−α
1 (x2q)(t)

− 2HD
−α
1 (xp)(t)HD

−α
1 (xq)(t)).

(3.14)
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En utilisant le même principe précédent, on obtient∣∣∣∣ 1
Γ2(α)

∫ t

1

∫ t

1

(ln t
x)α−1(ln t

y)
α−1p(x)q(y)|k(x, y)|dxx

dy
y

∣∣∣∣
≤ L1L2(HD

−α
1 q(t)HD

−α
1 (x2p)(t) +H D

−α
1 p(t)HD

−α
1 (x2q)(t)

− 2HD
−α
1 (xp)(t)HD

−α
1 (xq)(t)).

Théorème 3.1.5 est prouvé. �

Théorème 3.1.6 [6]

Soient f et g deux fonctions lipschitziennes sur [1,∞[ et p, q deux
fonctions positives sur [1,∞[, pour tout t > 1,α > 0,β > 0, on ait

|HD−β1 q(t)HD
−α
1 (pfg)(t) +H D

−α
1 p(t)HD

−β
1 (qfg)(t)

−H D−α1 (pf)(t)HD
−β
1 (qg)(t)−H D−β1 (qf)(t)HD

−α
1 (pg)(t)|

≤ L1L2(HD
−β
1 q(t)HD

−α
1 (x2p)(t) +H D

−α
1 p(t)HD

−β
1 (x2q)(t)

− 2HD
−α
1 (xp)(t)HD

−β
1 (xq)(t)).

(3.15)

Preuve

Il suffit de multiple (3.13), par

(ln t
x)α−1(ln t

y)
β−1

xyΓ(x)Γ(y)
p(x)q(y) x, y ∈ (1, t),

puis on intègre x et y sur (1, t)2, on en déduit l’inégalité (3.15). �
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Théorème 3.1.7 [8]

Soient α > 0,p > 1 et f, g deux fonctions positives sur [1,∞[ telles

que t > 1,0 <H D−α1 (f p),H D
−α
1 (gp) <∞. Si 0 < m ≤ f(x)

g(x)
≤ M <∞

, x ∈ [1, t], alors

[HD
−α
1 (f p)(t)]

1
p + [HD

−α
1 (gp)(t)]

1
p

≤ 1 +M(m+ 2)

(m+ 1)(M + 1)
[HD

−α
1 ((f + g)p)(t)]

1
p .

(3.16)

Preuve

On a f(x)/g(x) ≤M pour tout, x ∈ [1, t], on obtient

(M + 1)pf p(x) ≤Mp(f + g)p(x). (3.17)

En multiplie (3.17) par
(ln t

x)α−1

xΓ(α)
, x ∈ (1.t) t > 1 puis en intégrant,

par rapport à x de 1 à t, on obtient

(M + 1)pHD
−α
1 (f p)(t) ≤Mp

HD
−α
1 ((f + g)p)(t),

on conclure[
HD

−α
1 (f p)(t)

]1
p ≤ M

M + 1

[
HD

−α
1 ((f + g)p)(t)

]1
p . (3.18)

D’autre part comme m ≤ f(x)/g(x), on obtient

(m+ 1)pgp(x) ≤ (f + g)p(x). (3.19)

En multiplie (3.19) par
(ln t

x)α−1

xΓ(α)
, x ∈ (1, t), t > 1 puis en intégrant

par rapport à x de 1 à t, on obtient

(m+ 1)pHD
−α
1 (gp)(t) ≤H D−α1 ((f + g)p)(t).
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On peut alors écrire

[HD
−α
1 (gp)(t)]

1
p ≤ 1

m+ 1

[
HD

−α
1 ((f + g)p)(t)

]1
p . (3.20)

D’après l’inégalité (3.18) et l’inégalité (3.20), on obtient finalement l’in-
égalité (3.16). �

Théorème 3.1.8 [8]

Soient α > 0,p ≥ 1 et f, g deux fonction positives sur [1,∞[ telles
que t > 1, 0 <H D−α1 (f p)HD

−α
1 (gp) < ∞. Si 0 < m ≤ f(x)/g(y) ≤

M <∞, x ∈ [1, t], alors

[
HD

−α
1 (f p)(t)

]2
p +

[
HD

−α
1 (gp)(t)

]2
p ≥(

(m+ 1)(M + 1)

M
− 2

)[
HD

−α
1 (f p)(t)

]1
p [HD

−α
1 (gp)(t)]

1
p .

(3.21)

Preuve

Multiplier les deux inégalités (3.18) et (3.20),on obtient

(m+ 1)(M + 1)

M

[
HD

−α
1 (f p)(t)

]1
p
[
HD

−α
1 (gp)(t)

]1
p

≤
([

HD
−α
1 ((f + g)p)(t)

]1
p

)2

. (3.22)

Appliquons l’inégalité de Minkowski pour le coté droit de (3.22), on
obtient(

[HD
−α
1 ((f + g)p)(t)]

1
p ]

)2

≤
(

[HD
−α
1 (f p)(t)]

1
p ] + [HD

−α
1 (gp)(t)]

1
p

)2

.
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Où (
[HD

−α
1 (f p)(t)]

1
p ] + [HD

−α
1 (gp)(t)]

1
p

)2

= [HD
−α
1 (f p)(t)]

2
p + [HD

−α
1 (gp)(t)]

2
p

+ 2[HD
−α
1 (f p)(t)]

1
p [HD

−α
1 (gp)(t)]

1
p . (3.23)

Finalement d’après (3.22) et (3.23), on obtient l’inégalité (3.21).�
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Conclusion

Dans ce mémoire, on considère quelques inégalités intégrales frac-
tionnaires pour l’intégrale fractionnaire de Hadamard.
Au début, on étudie la fonctionnelle de Chebyshev avec l’intégrale frac-
tionnaire de Hadamard.

Finalement, on présent la fonctionnelle de Chebyshev pondérée, type
de Gruss pour l’opérateur de Hadamard.



Bibliographie

[1] D. Baleanu, J.A.T. Machado and C.J. Luo, Fractional Dynamic and
Control, Springer, 2012, pp.159-171

[2] S. Belarbi and Z. Dahmani, On some new fractional integral in-
equality, J. Inequal. Pure and Appl. Math., 10(3)(2009), Art. 86, 5
pp.

[3] V.L. Chinchane and B.D. Pachpatte, A note on some fractional
integral inequalities via Hadamard integral, journal of calculus and
applications. 4 (2013) 125–129.

[4] V.L. Chinchane and B.D. Pachpatte, On some integral inequalities
using Hadamard fractional integral, Malaya journal of matematik 1
(2012) 62–66

[5] P.L. Chebyshev, Sur les expressions approximatives des integrales
definies par les autres prises entre les mmes limites, Proc. Math.
Soc. Charkov. 2 (1882) 93–98.

[6] Z. Dahmani, L. Tabharit and S. Taf, Some Fractional Integral In-
equalities, Journal of Nonlinearscience. Lett. A. 1 (2010) 155–160.

[7] Z. Dahmani, New inequalities in fractional integrals, Int. J. Nonli-
near Sci., 9(4)(2010), 493-497.

[8] Z. Dahmani, On Minkowski and Hermit-Hadamard integral inequa-

36



BIBLIOGRAPHIE

lities via fractional integration, Ann. Funct. Anal., 1(1)(2010), 51-
58.

[9] Z. Dahmani, Some results associate with fractional integrals invol-
ving the extended Chebyshev, Acta Univ. Apulensis Math. Inform.,
27(2011), 217-224.

[10] Z. Dahmani, The Riemann-Liouville operator to genarate some new
inequalities, Int. J. Nonlinear Sci., 12(4)(2011), 452-455.

[11] S.S. Dragomir, Some integral inequalities of-Gruss type, RGMIA, 1,
(1998).

[12] Erdelyi A,Magnus W,Oberhetting F and Tricomi F ,Higer Transcen-
dental functuons, Vol.III,Krueger Pup, Melbourne,florida,(1981).

[13] R. Gorenflo and F. Mainardi, Fractional calculus : integral and dif-
ferential equations of fractional order, Springer Verlag, Wien, 1997.

[14] A.A. Kilbas, H.M. Srivastava and J.J. Trujillo, Theory and Appli-
cation of Fractional Differential Equations, Elsevier, Amersterdam,
2006.

[15] S.G.Somko, A.A. Kilbas and O.I. Marichev, Fractional Integral and
Derivative Theory and Application, Gordon and Breach, Yverdon,
Switzerland, 1993.

37


	Remerciements
	Dédicaces
	Introduction
	Notions de bases fondamentales
	Espace fonctionnels
	Espaces des fonctions intégrales
	Espaces des fonction continues et absolument continues
	Espaces des fonctions continues avec poids 
	Espace Xcp

	Fonctions spécifiques
	Fonction Gamma d'Euler
	Fonction Bêta

	Inégalité de Chebyshev
	Inégalité de Gruss
	Inégalité de Minkowsky
	Inégalité de Hôlder
	les Intégrales fractionnaire 

	Certaines inégalités intégrales de type-Gruss via l'intégrale fractionnaire de Hadamard.
	Inégalites intégrale fondamontales

	Quelques nouveaux résultats pour l'intégrale fractionnaire de Hadamard
	Résultats généralisés sur l'inégalites intégrales

	Conclusion
	Bibliographie
	Remerciements
	Dédicaces
	Introduction
	Notions de bases fondamentales
	Espace fonctionnel
	Espaces des fonctions intégrales
	Espaces des fonction continues et absolument continues
	Espaces des fonctions continues avec poids 
	Espace Xcp

	Fonctions spécifiques
	Fonction Gamma d'Euler
	Fonction Bêta

	les Intégrales fractionnaire 
	Inégalité de Chebyshev
	Inégalité de Gruss
	Inégalité de Minkowsky
	Inégalité de Hôlder

	Certaines inégalités intégrales de type de Chebyshev-Gruss via l'intégrale fractionnaire de Hadamard.
	Inégalites intégrale fondamontales

	Quelques nouvelles résultats pour l'intégrale fractionnaire de Hadamard
	Résultats généralisés sur l'inégalites intégrales

	Conclusion
	Bibliographie

