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Notation

R Ensemble des nombres réels

N Ensemble des nombres entiers naturelle
C"(la,b],R) Espace des fonctions continues n fois dérivables
C([a,b],R)  Espace des fonctions continues

LP[a,b] Espace des fonctions mesurables de puissance p € [0, +00]
Rlpay Dérivée d’ordre o > 0 au sens de Riemann-Liouville
ADay Dérivée fractionnaire d’ordre o« > 0 au sens de Hilfer

ITu Intégrale fractinnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-Liouville
() La fonction Gamma

B(.,.) La fonction Beta

Eq Equation

ET Equation intégrale

EIF Equation intégrale fractionnaire

EDF Equation différenticlle fractionnaire

RL Riemann-Liouville

CL Condition aux limites

PVL Probléeme des valeurs aux limites

i.€ Cest-a-dire

D.p Presque partout
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Introduction générale

% calcul fractionnaire est devenu au fil du temps un outil important pour le dévelop-
pement de nouveaux concepts mathématiques au sens théorique et au sens pratique. Au cours
des dernieres années, diverses notions ont été proposées sur les ’opérateurs fractionnaires. Ici,
nous signalons les types les plus célebres, y compris les dérivés de Liouville, Caputo, Hada-
mard, Caputo-Fabrizio, etc. En conséquence, cela a conduit a différentes structures d’équations
différentielles d’ordre arbitraire formulées par plusieurs opérateurs fractionnaires. Cependant,
il a été compris que la procédure la plus efficace pour discuter d'une telle variété d’opéra-
teurs fractionnaires est de s’adapter aux structures généralisées d’opérateurs fractionnaires qui
impliquent de nombreux autres opérateurs.

Ici, nous avons choisi I'opérateur fractionnaire ¢-Hilfer [2, 4], outre le fait qu’il s’agit d'un
opérateur global, et qu’il en généralise plus de vingt, la liberté de choix de l'opérateur de
différenciation classique et le choix de la fonction v, ¢’est-a-dire parmi le choix de la fonction v,
I'opérateur de différenciation classique, peut agir sur I'opérateur d’intégration fractionnaire ou
bien 'opérateur d’intégration fractionnaire peut agir sur 'opérateur de différenciation classique.
Cela permet d’unifier et d’obtenir les propriétés des opérateurs fractionnaires.

Les équations différentielles fractionnaires hybrides ont été étudiées par plusieurs chercheurs.
Par équation différentielle hybride, nous entendons que les termes de I’équation sont perturbés
soit linéairement, soit quadratiquement, soit par la combinaison des premier et second types.
La perturbation se produisant sous la forme de la somme ou de la différence des termes d’une
équation est appelée linéaire. D’autre part, si 'équation est perturbée par le produit ou le
quotient des termes qu’elle contient, elle est appelée perturbation quadratique. Ainsi ’étude
de I'équation différentielle hybride est plus générale et couvre plusieurs systémes dynamiques
comme des cas particuliers. Cette classe d’équations implique la dérivée fractionnaire d’une
fonction inconnue hybride avec la non-linéarité qui en dépend.

Dans ce qui suit, nous donnons un apercu de 'organisation de notre mémoire, qui se com-
pose de trois chapitres définissant le travail contribué.

Chapitre 1 : Ce chapitre fournit la notation et les résultats préliminaires, les descriptions,
les théoremes et autres résultats auxiliaires qui seront nécessaires pour cette étude.

Chapitre 2 : Dans cette section, nous présentons la définition de I'intégrale fractionnaire
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d’une fonction f par rapport a une autre fonction v et la définition de la dérivée fractionnaire
1-Hilfer. Aussi bien que nous discutons quelques propriétés de 'opérateur fractionnaire : I'iden-
tité, est limité, et la relation avec 'opérateur intégral fractionnaire. Enfin, nous présentons une
large classe d’intégrales et de dérivées fractionnaires, au moyen de l'intégrale fractionnaire par
rapport a une autre fonction.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous prouvons quelques résultats d’existence des solutions
pour une classe de probleme de valeur initiale pour des équations différentielles hybrides frac-
tionnaires non linéaires avec des dérivées fractionnaires ¢-Hilfer. Les résultats sont basés sur
des théoremes de point fixe dus a Dhage. De plus, des exemples sont fournis pour chaque section
afin d’illustrer nos résultats.

Dans la section 3.1, nous établissons les résultats d’existence du probleme de valeur initiale
non locale avec I’équation différentielle fractionnaire non linéaire de v-Hilfer :

Hpe [ﬂfgzm] — glty(®), pp t€0.T],

((t) = (0) Ty(t)] _, = wo € R.

Puis, dans la section 3.2, nous considérons le probleme de la valeur initiale avec équation
différentielle fractionnaire hybride non linéaire de type -Hilfer :

g (Y(E) = G y(t)\ .
e (MO S ) e, ¢

o s (Mﬂ@—(gjg;(ﬂ)) o (y(y) - G(@W)))
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CHAPITRE 1

Rappels et quelques outils de base.



1.1. Sur les espaces 4

@ ans ce chapitre, nous discutons des outils mathématiques nécessaires, des notations
et des concepts dont nous avons besoin dans les chapitres suivants. Nous examinons quelques
propriétés essentielles des opérateurs différentiels fractionnaires. Nous passons également en
revue certains des théoremes du point fixe qui sont cruciaux dans nos résultats concernant les
équations différentielles fractionnaires.

1.1 Sur les espaces

Définition 1.1. (Espace de Banach)

Toute espace vectoriel normé complet sur le corps C est appelé espace de Banach.

Exemple 1.1. Les espaces L'(J,R), C(J,R), BM(J,R) munis respectivement des normes
sutvantes :

1
]|z = / [z(t)|dt,  |zlle =suplz(t)l, |2lpa = max |2(2)]
J0 teJ teJ
sont des espaces de Banach sur R.

Définition 1.2. (Algébre)

Une algebre o sur le corps K est un espace vectoriel sur K muni d’une application
bilinéaire, appelée " multiplication" et notée

uw: A XA — o
(r,y) +— xy

telle que
pour tout z,y,z € &/, ona (xy)z = x(yz) (associative).

Définition 1.3. (Algébre de Banach)

Soit .« une algebre sur C. On dit que < est un algébre de Banach si :

1) il existe une norme || - || sur <7 telle que

Vr,y € o, onait [lzy| < |l|[lyl],

2) o/ est un espace de Banach ( muni la norme |.|| : & — R, )
Exemple 1.2. .
1. Le corps C muni du module | - | comme norme est une algébre de Banach.

2. Soit (>°(X,C) lespace vectoriel des fonctions bornées définies sur un ensemble X et a
valeurs dans C muni de la norme || - ||,

pour tout f € (*(X), on a |||l = sup | f()].
zeX

Pour tout f,g € {>°(X), on pose

vre X, (fo)x) = f(x)g(x).
Alors (7°(X,C) est une algébre de Banach.

3. Soient X un espace compact et C'(X, C) Uespace vectoriel des fonctions continues sur X et
a valeurs dans C. Alors (C(X,C), || - ||«) est une sous-algébre fermée de (€>°(X), | - ||oo),
donc (C(X,C), | - ||) est une algébre de Banach.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



1.2. Sur les fonctions 5

Définition 1.4. Ensemble Convexe
Un sous-ensemble S d’un espace vectoriel X, est convexe si :

Ve,y € S, Vte€[0,1], at+(1—t)yeS.

Exemple 1.3. .
1. Toute boule (ouverte ou fermée) d’un espace vectoriel normé est une partie convexe.

2. Tout sous espace vectoriel d’un espace vectoriel est conveze.

1.2 Sur les fonctions

Définition 1.5. Fonction de Carathéodory

a) Une fonction f: J x R — R est dite Carathéodory si :

1. la fonction t — f(t,z) est mesurable sur J, Vo € R.
2. la fonction = — f(¢,x) est continue pour presque tout t € J.

b) Si de plus la fonction f vérifie la condition suivante :
Vr >0, 3he L'Y(J,R) telque: VteJ |f(t )| <h(t) pour |z|| <,

on dit que f est L'-Carathéodory.

.

Définition 1.6. Fonction absolument continue

Une fonction f : [a,b] — R est dite absolument continue sur [a, b], si
Ve > 0, 30 > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts deux a deux disjoints,
|ak, bg[k=12....n, NOUS avons :

zn:|bk_ak’<5 = zn:|f(bk)—f(ak)|<e.
k=1 k=1

Définition 1.7. Fonction de Lipschitz généralisée

Soit f : J x R — R une fonction.

f est dite lipschitzienne-généralisée s’il existe une fonction [ € L' (J,R), telle que :
Ve,y e R |f(tz) = f(&,y)ll <) [lz —yll, pour presque tout ¢ € J,

la fonction [ est appelée la fonction de Lipschitz correspondante a f.

- Sil(t) =k (ou k > 0 est une constante positive ), f est dite lipschitzienne de constante
de Lipschitz k.

- Si0< k<1, fest dite une contractante.

Exemple 1.4. .

i 2
La fonction x H% est une k-contraction de R dans R, avec k = 3

Définition 1.8

Pour z > 0, la fonction gamma I'(-) est définie par

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



1.3. Sur les opérateurs 6

['(z) = /OO s e 4ds.
0

Définition 1.9

Soit z,w > 0 . Alors, la fonction béta B(z,w) est définie par

1
B(z,w) = / 711 — 5)¥ ds.
0

De plus, la fonction béta et la fonction gamma ont la relation suivante

I'(z)l(w)

B(z,w) = TGtw)

Définition 1.10

La fonction de Mittag-Leffler & un parametre E,(-) est définie par

0o Zk
B = 2 ha 1)

1.3 Sur les opérateurs

Définition 1.11. Opérateur borné

Soit A un opérateur linéaire défini d’un espace de Banach X dans lui méme. A est dit
borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

VeeX, Azl <cllz] -

Définition 1.12. Opérateur continu

Un opérateur A défini d’un espace de Banach X dans lui méme est dit continu si pour
toute suite (x,,)n,en dans X qui converge vers © € X, la suite (Ax,),en converge vers Az.

-

Soit C(J, X) 'espace des fonctions continues d’un intervalle compact J de R dans I’espace
de Banach X et soit M un sous ensemble de C(J, X).

Définition 1.13. Ensemble équicontinu

M est dit équicontinu si :

Ve >0, 36>0, Vi,ts€J, Vfe M, <||t1—t2||§6>:><||f(t1)—f(t2)||§5>.

Définition 1.14. Ensemble uniformément borné

M est dit uniformément borné si :

Je>0:||f@)]| <c Vted etVfeM.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



1.3. Sur les opérateurs 7

Définition 1.15. Ensemble relativement compact

M est dit relativement compact si M (adhérence de M) est compact.

Théoréme 1.1. Ascoli Arzela

M est relativement compact si et seulement si :

-

1. M est uniformément borné.

2. M est équicontinu.

Théoreme 1.2. Convergence dominé de Lebesgue

Soit X un espace de Banach. Soit (f,), .y une suite des fonctions de X dans X dont
I'intégrale de la norme est fini (i.e. f,, € L' (X, X)) et soit f: X — X. On suppose que :

1. La suite (f,(z)), converge vers f(z) pour presque tout x € X.

2. 11 existe une fonction g € L'(X,R) tel que Vn € N, ||f,.(z)| < g(x) pour presque
tout z € X.

Alors,

feDNX,X), et lim [lfu—fll=0.

Soit A un opérateur défini d’un espace de Banach X dans lui- méme.

Définition 1.16. Opérateur compact

L’opérateur A est dit compact si 'ensemble A(X) est relativement compact.

Définition 1.17. Opérateur totalement borné

L’opérateur A est dit totalement borné si pour tout ensemble borné B de ’espace X,
I'ensemble A(B) est relativement compact.

Définition 1.18. Opérateur compléetement continu

L’opérateur A est dit compléetement continu s’il est continu et totalement borné.

Définition 1.19. Opérateur convexe

L’opérateur A est dit convexe si :

Vi€ [0,1] et Va,y € A: Atz + (1 —t)y) < tA(x) + (1 —t)A(y).

Définition 1.20. Contraction non linéaire

L’opérateur A est dit o-lipschitzien s’il existe une fonction ¢ : R" — R™ continue et
croissante vérifiant

Ve,y € X o f|Az — Ayl| < ¢ (e —yl)  avec »(0) =0.

La fonction ¢ est appelée :

- -fonction de Lipschitz si ¢(r) = a.r, a > 0 et A est dit lipschitzien avec constante
de Lipschitz a.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



1.4. Sur les points fixe 8

- En particulier si o < 1, A est dit contraction et si p(r) < r pour r > 0, A est dit
contraction non linéaire.

- Sip(r) =r, A est dit opérateur non expansif.

1.4 Sur les points fixe

Dans cette section, nous énoncgons les théoremes de point fixe qui serons utilisés dans les
chapitres suivants.

Théoréme 1.3. [ |

Soit S un sous-ensemble non vide fermé, convexe et borné de I'algebre de Banach X et
soit A: X — X et B: S — X deux opérateurs tels que

1. A est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz L ;
2. B est completement continue ;

3. y=AyBxr = y € S pour tous x € S et

4. LM < 1 avec M = sup{||Bz|| : x € S}.

Alors, I’équation de l'opérateur y = Ay By admet une solution dans S.

Théoréme 1.4. [ ]

Soit {2 un sous-ensemble non vide, convexe et fermé de 'algebre de Banach X, soit les
opérateur 17,715 : X — X et T3 : Q — X tell que :

1. T et T, sont lipschitzienne, avec des constants de Lipschitze k; et ko,
2. T3 est continue et compact,
3. y=Tylsx +Toxr € Q= x € Q; pour chaque y € €,
4. kyM + ko < 1 ou M = sup{||Tsz| : = € Q}.
Alors, il existe y € Q) tell que : TiyT3y + Toy = y.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



CHAPITRE 2

Eléments de la théorie du calcul
fractionnaire.



2.1. L’intégrale fractionnaire de y-RL 10

@ns ce chapitre nous présentons la définition de I'intégral frationnaire d’une fonction f
par rapport la fonction ¢ et la définition de la dérivée fractionnaire de ¢-Hilfer avec quelques
propriétés .

2.1 L’intégrale fractionnaire de -RL

Définition 2.1. | |

Soit Ja,b] (—oo < a < b < +00 ) un intervalle de la droite réelle R et o > 0. Soit aussi
1) une fonction monotone croissante et positive sur ]a, b],tel que ' € C(]a,b[,R) et f une
fonction intégrable définie sur [a, b]. Alors,

e l'intégrale fractionnaire y)-Riemann-Liouville d’ordre o de la fonction f est définie
par

a; o 1 i , a—1_//
IEF0) = gy [, W0 =) () ()i (2.1)

Remarque 2.1
1. SiTon considere ¥(t) =t dans Eq.(2.1), on a

T = foos [ (6= (s)ds = P2 1)

I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

2. Si l'on considere ¥(t) =t et a = —oo dans Eq.(2.1), on a

1

L0 = ooy [ (6= (s = L1510,

I'intégrale fractionnaire de Liouville.
3. Sil'on considere ¢(t) =t et @ = 0 dans Eq. (2.1), on a

TEEF0) = g = 907 () = "1 £ 1),

I'intégrale fractionnaire de Riemann.

4. En choisissant 1(t) = Int et en remplacant dans Eq.(2.1), on a

ISMf(t) = F(loz) /: i(lnt —Ins)* ! f(s)ds

ST ACHIRC
= H]3+f(3),

I'intégrale fractionnaire de Hadamard.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



2.1. L’intégrale fractionnaire de ¥-RL 11

Soit a > 0 et > 0. Si f(t) = [(t) — ¥ (a)]"?, alors :

I'(n)

m(?ﬁ(t) — Y(a))*

I f(t) =

Démonstration. On a par définition :

IEI0 = Fay [ W0 = 0 W) — b)) (s)ds
Lt ey () = (@) () — @)
= i@ L 00 —vr - Fa =] e —aw] ves
Avec le changement de variable : z = m et en utilisant la définition de la fonction

['(a)l(n)
I'a+1n)
V) = W) _Flf((;;)) : /0 (1—2)*""2"dz
_ @ ‘P‘Z(’g;))wl Bla,n)

Beta et la relation B(a,n) = . On obtient :

Lemme 2.2. (Semi groupe)

Soit a > 0 et 8 > 0, alors on a la propriété de semi groupe suivant :

PP EE) = IV F ().

Démonstration. On a par définition :

(LN = @)

= Ry [ WO V) WU Do)
_Lt _ Sa—lls 1 s ) — Tﬂ_1’7— Vs
= @) | O =0 WG g [ 06— v @) f(rydna
= r@lm) [ @) =) [ wls) — 6 ) (s
= g L O — ) ) — o) (s
— i O [0 — 6 ) — o) s,
D’autre part, par le Lemme 2.1, on a :
L a-1 1 - T(a)I(B)  (anetBel
[ @0 = v @) = () dr = Pl g ) (W0 =)

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 12

En fin en tanant de la définition (2.1), on obtient :

o B _ 1 ¢ '(s) (s I'(a)I(B) ()T s
BEEEN0O . = 5oa ] OF O b 5 g (00 9
1 k a+p—1,/7/
= Fa g L WO =9 ) (5)ds
= (1277 )0,

Soit a,n > 0 et f € Ci_p([a,b],R). Alors :

12 f(a) = lim I3 f(2) = 0.

Démonstration. Puisque f € Cy_,.4([a,b],R) alors (¢(t) — ¥(a))'""f(t) est continu sur [a, b],
donc, il existe un constant positive M telle que :

| () = 9(a) " f (1) | < M,

IfO] < M| (@) =)™ " [, telab]. (2.2)

Maintenant, on applique l'opérateur [:+¢() des deux membres de Eq. (2.2) et en utilisant le
Lemme 2.1, on obtient :

I F )] < MIGE | ((t) = (a))"™ |

I'(n) B (2.3)
= M—"—((t) - atn-1,
e u0) - )
Par continuité de 1, a partir de l'inégalité (2.3), on a
: iy : it _
lim | f(0)] < lim I |£(8)] =0,
]

2.2 Les 9 dérivées fractionnaire :

Nous passons en revue quelques définitions, notations et résultats de la dérivée fractionnaire
y-Hilfer de [1].

Soit [a,b],(0 < a < b < 00) est un intervalle fini de R et ¢ : [a,b] — R est une fonction
croissante avec ¢'(t) # 0, pour tous t € [a, b].

2.2.1 La Dérivée fractionnaire )-Riemann-Liouville

Définition 2.2. | |

Soient n — 1 < o« < m € N, ¢ € C"([a,b],R), et f € C([a,b],R). Alors, la dérivée

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 13

fractionnaire y-Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre « est définie par
: 1 d\"
RLDa,w " _ et n o)
at f( ) w/(t) dt ( f)( )

1 1 d t n—oa—1 1
~o—a (w’(t) dt) /G(W) —¥(s))" Y (s) f(s)ds

Remarque 2.2

En utilisant 'opérateur de dérivée fractionnaire 1)-Riemann-Liouville Eq. (2.4), nous pré-
sentons quelques dérivées fractionnaires en choisissant ).

1. Considérez le ¥(t) =t et le remplacement dans Eq. (2.4), on a

o - () 1

- RL]D)SJF (t)v

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

2. Considérez le ¢(t) = Int et en remplagant dans Eq. (2.4), on a

) = (14, ) 1

(Y e [ 0

= HDZ+f(t>a
la dérivée fractionnaire d’Hadamard.

1P
3. Considérez le ¢(t) = — et en remplagant dans Eq. (2.4), on a
p

R pt) = (1_‘1) %

tr—1dt
nol-(n—a)
= "D+ f(t),

la dérivée fractionnaire de Katugampola.

Soient a > 0 et n > 0. Si f(t) = (¥(t) — ¥(a))" ", alors :

R (1) = = (1) — (@)’

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 14

Démonstration. En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire ¢-RL et le Lemme 2.1

D) — Y@ = (w}(t)jt) (I (0(s) = (@)™ )0

() (k) 0 vty

T()(n—a+n-1)( 1 d\"" o
= — t) — noomn .
['(n—a+n) YP'(t) dt (W(t) = ¥(a))
Et comme I'(n —a+n) = (n—a+n—1)I'(n — a+n— 1), alors en répétant le processus de

1
la dérivée ( ) dt> ala (n — 1) ieme étape, on obtient :

M) )™ = e (4

T(n—a+n—1) \¢) dt) (¥(t) = ¢(a)) 2

— M _ a n—oa—1

Soient n > 0 et f € C([a,b],R). Alors :

1 d\" n; _
(w/(t) dt) ]a+¢f(t) - f(t)

Démonstration. En utilisant [2, Lemme 2.4], pour n — 1 < a <n € Net f € C([a,b],R), on a
Ft) = REDSPIS (1

En particulier pour a = n, on a

_ RLyny pnep _ 1 i ! n—n;p rnyp
F(t) = BB () —( o dt) o ()

- (@i)n154¢f<t>.

Soit @« € Ry et n —1 < a < n. Alors, pour f € C,y ([a,b],R), on a

DG I f() = f(0).

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.2 et le Lemme 2.5, on obtient

o; o; déf 1 d " n—as ra;
RLDG—‘? Ia—i-wf(t) = (W(t) dt) I + wla—kwf(t)

(L d ' i
(i) =
- (0.

]
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2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 15

2.2.2 La Dérivée fractionnaire -Hilfer

Définition 2.3. [ |

Soient n — 1 < a« < navec n € Ny et f,10 € C"([a,b],R) deux fonctions. La dérivée
fractionnaire 1/-Hilfer (coté gauche) "D27¥(.) de la fonction f dordre o et de type
0 < B <1, est défini par

o,B; n—ao); 1 d " 1-8)(n—a);
D) = 1 (s ) ) 3

On peut I’écrire comme suite :
DSV E(E) = IS DS (), (2.9)

avec v = a + f(n — ) et IJ7%Y(-), ELDYY (1), tel que définis dans Eq. (2.1), Eq. (2.4).

Exemple 2.1. Soit n € R, considérer la fonction f(t) = ((t) — ¥ (a))" ", avec n > n. Alors,
pourn—1l<a<net0<pB<1, ona

Hpyofio gy _ L) ola)yi-al
Dt (l‘(f)—r(n_a)(w(t) (a)) : (2.10)

En effet, en utilisant le lemme 2.1 et le lemme 2./ , on obtient :

DYV F(8) = L7 R £ (1)

= DL (1) — U(@)

— F(T]) y—osyp _ a n—y—1
= T =gyt (@O —v@)y)
_ F(?]) _ a n—a—1
= T = oy VO — vl

En particulier, sin < k €N, on a
DR (1) — (a))* =

D’autre part, pour n >k € Ny, on a

DA (9(t) = ¥(a))* = 0.

Exemple 2.2. Soitt >a, 1 >a>0,0< 5 <1. Alors pour 0 <y =p(1—a)+a <1, on

obtient “
("5 (ls) = @) ) (1) = 0. (211)
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2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 16

D’aprés 2.8 et le Lemme 2.1, on a

L () = ()™ =T(y),

ensuite nous avons

(wflw i) (I () — (@)™ = 0.

Exemple 2.3. Soient A > 0,n—1<a<net0<p<1. Considérez la fonction

f(t) = Ea (A () — ¥(a))),
avec E,(+) est la fonction de Mittag-Leffler a un paramétre 1.10. Alors,

DLV F(E) = AF(1),

En effet, en utilisant la définition de la fonction de Mittag-Leffler a un paramétre et (2.10),
on obtient

DSV F(8) = "D [Ea (AW(1) — ¥(a)?)]

5 D) — v(a)
—D(ak+1) *F

(2.10) | pan ['(ak+1) bo—a
" AL Tk Di(ak—a+ VO ~¥(@)

k=1
2 N1 (h(t) — (@)=
=A Z I'((k—Da+1)
Remplacer k par (k — 1), on obtient
N 00 )\k w(a))ka
H ﬁw _
Dy AZ (er 0 = \f(t).

Remarque 2.3

En utilisant 'opérateur de dérivée fractionnaire -Hilfer Eq. (2.8), nous présentons une
large classe de dérivées fractionnaires en choisissant v, a et en prenant la limite des
parametres « et 3.

1. En prenant la limite § — 1 des deux membres de Eq. (2.8), on a

sar) S0 =P (212)

"ot o) = 12

la dérivée fractionnaire 1-Caputo.

2. En prenant la limite 5 — 0 des deux membres de Eq. (2.8), on a

0 = () WO =R, 2

la dérivée fractionnaire 1)-Riemann-Liouville.

3. Considérons le 1(t) = t et en prenant la limite § — 1 des deux membres de Eq.
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2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 17

(2.8), on a
Hmya, 15t n—a;t d !
et = 17 () 110
(2.14)

=t L (@) =g

la dérivée fractionnaire de Caputo.

P
4. Considérons le ¢(t) = — et en prenant la limite § — 0 des deux membres de Eq.
p

(2.8), on a

%% e - (LGN o ey _epe
D% 10 = () 0 =m0, ey
la dérivée fractionnaire de Katugampola .

5. Pour ¢ (t) = t et en prenant la limite 5 — 0 des deux membres de Eq. (2.8), on
obtient

. a\" .
R U N UL ) 216)

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

6. Pour ¢(t) = Int et en prenant la limite 5 — 0 des deux membres de Eq. (2.8), on
obtient

LU In d " n—ao;in o
"ot = (14, ) I =Dz g0 (2.17)

la dérivée fractionnaire de Hadamard.

7. Pour ¢(t) = Int et en prenant la limite f — 1 des deux membres de Eq. (2.8), on

obtient .
N S CANC
1 trot\NTTeT O d " ds (2.18)
= ——— 1 _— — R
F(n—a)/a (n8> <8d3> /() s
- CHDng (t>’
la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard.

P
8. Considérons le 1)(t) = — et en prenant la limite § — 1 des deux membres de Eq.
p

(2.8), on obtient

a,l;ﬁ nfa;ﬁ 1 d "
"o i =1 () 0

L et (L) 219
“Tn—a) e (tr — s") el B f(s)ds
— KDL (),

la dérivée fractionnaire de Caputo-Katugampola (de type Caputo).
9. Considérons le ¥ (t) = Int, par (2.9) et (2.6), on a

HDOSI p(r) = 170 DT, () = TDS f(t), (2.20)

la dérivée fractionnaire de Hilfer-Hadamard.
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10. Considérons le 1(t) = t*, par (2.9) et (2.7), on a
HDOST (1) = 1T PDY, f(t) = PDf(1), (2.21)

la dérivée fractionnaire de Hilfer—-Katugampola.

11. Pour ¢ (t) = t,a = 0 et en prenant la limite 5 — 0 de part et d’autre de Eq. (2.8),

on obtient N
Hmf;wm:(dx) IE () = "D (1), (22

la dérivée fractionnaire de Riemann.

12. Pour ¥(t) =t, a = ¢ et en prenant la limite 8 — 0 de part et d’autre de Eq. (2.8),

on obtient .
oo = () 1)
(d\" 1 t o (2.23)
- (dt> F(n_a)/c(t—s) 1f(s)ds
= DZf(1),

la dérivée fractionnaire de Chen.

13. Considérons les ¥(t) = t, a = 0, g(t) = f(t) — f(0) et en prenant la limite 5 — 0
des deux membres de Eq. (2.8), on a

MY g(e) = MDG(£(2) = £(0)
- () ®cso - s (224
~ D7 f(1),

la dérivée fractionnaire de Jumarie.

Théoréme 2.1

SifeC(a,b],R),n—1<a<net0<p<1,alors:

a;p Hmae,B5% - o = (W(t)_l/)(a))v_k< 1 d>nk 1-B)(n—a);
L5 P f(t) = f(2) kZ::l T(y—k+1) V(1) dt Iy f(a).

Démonstration. Utilisation du lemme 2.2 et définition de la dérivée fractionnaire ¢-Hilfer (2.9),
on obtient ' ' ' . '
I3 MDY F() = 1 (15 DR (1)
— I "D ()
1 t _ .
= 7 (00 = ) ) B ()

Par défintion de #XD)?¥, on a

£ D) = s [ v v (s

En utilisant la formule d’intégration par parties. On peut considérer la décomposition,

1 od\" .. B d
e 06 = o) % o)

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha

)z snas

W(t) = (s))"! (




2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 19

- d AR EAY o
v(s) = (¥(t) — (s)) et %U(S) = <W(5) ds) (I+ Y E)(s).
On a
d / 72 - 1 i ! o
o) =~ 00 vt et aio) = (s ) e
et la formule d’intégration par parties indique que
aip Hyyo i 1 B Lod\"! ne g
IaJr Da f( ) F(")/) [(¢(t) <w/<8 dS) I ]
e [ eowe - e ,13 d) (L7 )(s)ds
- —leww () ( L)
+ 11(71_1> < ) I ﬂbf)( )ds
En répétant le processus d’intégration par parties a la n iéme étape, on obtient
o H af“f’ L — (e ! 1 inl Y
I DG 0) =~ 0 vy (s ) )
O v (] e

IW_Z)/:WG) — (1)) ? (WES) CZ) (I f)(s)ds

N i ;(@/}(t) - 1/}(@))7_’“ <1d>n_k ( I 7¢f)( )
k=1 F(y—k+1) V'(s) ds
# t — y—n—1gn—y; s)ds
T -n) | @) =)y f(s)d
- @) = ) ( ! d) ——
- kz::l L(y—k+1) \¥'(s)ds (Lg+ " f)(a)
+ LTI f(s)ds

En suite, nous concluons que

= - a vk ok 1-8)(n—a)
L?ﬁ’ H]Daﬁlbf( ) _ f(t) . Z (¢(t) w( )) <¢/1 d) ]( B)( f( )

T(y—k+1) (t)dt

Théoréme 2.2

Soit f € C*([a,b],R),a > 0et 0 < 5 < 1, alors :

DY I F() = £(2).
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2.2. Les 9 dérivées fractionnaire : 20

Démonstration. En effet, on a

Iy I A ()

= LD ().
En utilisant le Théoreme 2.1 et le Lemme 2.3, nous concluons que
DRIV () = T ML F ()

o WO = @)1 A\ s age .
- 1t - Y ( w,(t)dt) s 7(a)

= f(t).
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CHAPITRE O

Sur les équations différentielles
fractionnaires -Hilfer.

21



22

@ ans ce chapitre nous présentons I’'étude de l'existence de solutions pour un certain

type d’équations différentielles fonctionnelles de -Hilfer.

On considere 'espace linéaire
Cl*’)’;@ ([CL, b]7 R) - {‘L I]CL, b} — R : ((/}<) - /(/j(a))livw(') < C([(L, b],R)} )
avec une métrique appropriée a savoir

de, ., (x,y) = sup (¥(t) — ¥(a)) |z (t) — y(t)]| < oo,

te(a,b]

avec une norme définie par

Izlle,,., = sup (¥(t) — (a)' " [l=(t)].

tela,b]

Si 0 < < 1 est une constante, alors

L. de,_. ., est une métrique;

¥

2. (Cl,w/, ([a,0],R) ,de,__. w) est un espace métrique complet.

Démonstration. :

1. Suppose que € >0, 0 <~y <1 alors, on a

((t) = ¥(a))' ™" > 0,Vt € [a,b).

Comme ||z(t) — y(t)|| est une norme, vérifiez facilement les propriétés des métriques.

2. Soit {z;(t)} une suite de Cauchy, i.e., pour chaque £ > 0, il existe un entier positif N. tel

que
(W) — (@) 7 ||ai(t) — ;)| < e,Vi,j > N, Vte][a,b].

Il en résulte que la suite {z;(t)} est uniformément convergente. La limite d’une suite
uniformément convergente de fonctions continues est une fonction continue. Prise j — oo

on obtient
(p(t) — w(a))“7 |i(t) — z(t)|| <e,Vi> N, Vtel,

et donc la suite de Cauchy {z;(f)} converge dans la métrique d¢, _ , de Ci_. ([a, 0], R).

Par conséquent, (Cl_w} ([a,0],R) ,de, . w) est un espace métrique complet.

O
Si 0 <~ <1 est une constante, alors
L || le,_,., est une norme;
2. (Cl,%w ([a,b],R), || - HleW) est un espace de Banach.
Démonstration. :
1. Du point 1 du Lemme 3.1 il résulte que || - [[¢,_, est une norme.
2. Du point 2 du Lemme 3.1 et de le point 1 ci-dessus, le lemme suit.
O
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3.1. Un premier type de probleme 23

Soit X := (C1—7;w ([a,b],R), || - ||Cl_w>, alors X est une algebre de Banach avec le produit
des vecteurs définis par

v,y € Cioqw (la,8],R), (zy)(t) = z()y(t), ¢ € [a,b].

3.1 Un premier type de probleme

Dans cette section, nous considérons ’équation différentielle fractionnaire hybrides -Hilfer
suivants de la forme [5] :

HMﬁW[f“L]zgwmm,pptaaﬂ, (3.1)

(W(t) = () 7y(t)|_ =wm R, (3:2)

t=0

avec0<a<1,0< <1, y=a+5(1—a), HDgf;w(-) est la dérivée fractionnaire 1-Hilfer
d’ordre «v et de type 3, f € C([0,T] x R,R\{0}) est borné et g € C([0,T] x R, R) est fonction
Carathéodory.

1. Pour 8 =0,9(t) =t,yo = 0, on a EDF hybrides non linéaires de la forme

RLT) y(t) _
5. [ 720 ~ st po eelomy

y(0) = 0.

2. Pour « = 1, § =1, 9¥(t) = t, on a les équations différentielles hybrides non linéaires
d’ordre entier de la forme

i[]"@y(;éf))] =g(t,y(t), pp t€0,T]

3.1.1 Equation intégrale fractionnaire (EIF).

@ Lemme 3.4

Une fonction y € X est la solution du probleme de Cauchy pour les EDF hybrides (3.1)-
(3.2) si et seulement si elle est solution de I'EIF hybride suivant

yw—fwmm{ﬂ£%WWW—www1+@%mwwﬁ,tdaﬂ. 33)

Démonstration. Soit y € X est la solution du probleme de Cauchy pour les EDF hybrides
(3.1)-(3.2).

Application de la ¢-RL intégrale fractionnaire Iéﬁlﬁ des deux membres de ’équation (3.1) et
en utilisant le Théoreme 2.1, on obtient

y(t) (¥(t) — ¥(0)) []1—7;1# y(t)

fltyt) I'(7) ()
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L’équation ci-dessus peut étre écrite comme

00 = 1) {500 - O+ BFatea) ), reT) e

(")

ou

Ensuite, nous évaluons la valeur de C' en utilisant la condition initiale. En multipliant (¢ (¢) —
¥(0))'™7 des deux membres de Iéquation (3.4), on obtient pour ¢ € [0, 7]

(6(8) — D(0) () =~ F(t.y(0) + ((E) — H(O)) " F(t y() IS gt y(0).

L'(v)
En mettant ¢ = 0 dans I’équation ci-dessus et en utilisant la condition initiale (3.2), on obtient
_ yol'(7)
£(0,5(0))

En mettant la valeur de C' dans I’équation (3.4), on obtient

y(t) = F(ty(t)) Nf;wmw—w<o>>€—1+fwg<t,y<t>> . t€)o,T],

qui est requis EI fractionnaire hybride équivalent aux EDF hybrides (3.1)-(3.2).

Inversement, soit y € Ci_+y ([a,b], R) est une solution de I'EI hybride (3.3). Il peut alors
s’écrire comme

y(t) = o — -1 a;ep
Fty@) ~ F0.yon O PO+ InTglty(t), €0 T (3.5)

Application de la dérivée ¢-Hilfer # Dg’f ¥ de part et d’autre de 'équation (3.5) et en utilisant
le (2.11) et le Théoreme 2.2, on obtient

e | Y0 ]— Yo mposi _ y—1 | Hy Bt sy -
Hol lf(t,y(t)) = 50, y00)) Dot (W) = O+ eI gt () = o(t y(1)

Il reste a vérifier la condition initiale (3.2). De I’équation (3.5), nous avons

. 1-¢ y(t) _ Yo . 1€ yusy)
(1) = v{0)' 5 s = s + (00 — Y O) Lo y(0),

A t =0, Péquation ci-dessus se réduit a

(@) = $(0)y(®)] _ = w,

t=0

ce qui donne la condition initiale (3.2). Ceci acheve la preuve. O
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3.1.2 Existence de solution

Pour prouver I'existence de solution aux EDF hybrides (3.1)-(3.2), nous avons besoin des
hypothéses suivantes sur f et g :

(H1) La fonction f € C([0,7] x R,R\{0}) est bornée et satisfait les conditions suivantes :

1. La fonction v — est croissante en R p.p t €]0, 7.

v

f(tv)

2. il existe L > 0 tel que
F(t2) = [y < Lle—yl, t€[0,T] et zyeR.

(H2) La fonction g € C'([0, 7] xR, R) est Carathéodory et il existe une fonction h € C([0,T],R)
telle que

lg(t,y) < h(t), pp te0,T] et yeR.

Théoréme 3.1
Supposons que les hypotheses (H1)-(H2) soient vérifiées. Alors les EDF hybrides (3.1)-
(3.2) admet une solution y € Cy_.y ([0, 7],R) & condition que

[l (0AT) = $0))°
L{‘ﬂo,y(o»‘ T T+ } <L (36)

Démonstration. Soit

S={rexX: |alle_,, <R}

Yo | [Alloo (¥(T') — p(0))+1 ™
f(0,4(0)) Pla+1)

Clairement, S est un sous-ensemble fermé, convexe et borné de X. Définir deux opérateurs
A: X—Xet B: S — Xpar

Ay(t) = f(ty(t), te[0,T],

avec R = K {| + } et K est dépendant f.

By = WD =BTy [ 60000 = ) (s, u(s))ds. ¢ €0.T)

En suite, I'EI hybride (3.3) est transformé en I’équation d’opérateur suivante
y=AyBy, yeX

Nous prouvons que les opérateurs A et B vérifient toutes les conditions du Théoreme 1.3. La
preuve est donnée dans les étapes suivantes :

Etape 1 : A: X — X est Popérateur de Lipschitz.

En utilisant 'hypothese (H1)(1), on obtient
(W (1) = $(0)' 7 (Ax(t) — Ay(1)] = () — ¥ (0)) 7 (f(t, (1) - f(t,y(t))]
< L) = (0) 7 (x(t) — y(1)|

S LH:C - yHley;w'
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Cela donne
Az — Aylle,_. ., < Lllx —ylle,_. -

Vi

(3.7)

Etape 2 : B: S — X est complétement continu.
(i) B:S — X est continu.

Soit ¥, — y dans S. Alors,

= max |(¥(t) — ¥(0))"7 (By,(t) — By(t))\

< max P ;@g(’”l_” [ 600 = () g (5,a(s) — gl 5()] ds.

Par la continuité de g et la théoreme de convergence dominée de Lebesgue, a partir de I'inégalité
ci-dessus, on a
| By, — By”cl,w — 0 quand n — oo.

Cela prouve que B : S — X est continu.
(ii) B(S) = {By :y € S} est uniformément borné.

En utilisant 'hypothese (H2), pour tout y € S et t € [0,77], on a

(1) - w<o>>HBy<t>\

< 7@ e ‘iﬁo M/ W) @(8) = () (s, y(s))lds
< | e [ Owe - vy heis
< g |+ Il ) = 00 <¢<1§>(a— ff”a
< roam o e
Donc |
150l < 'f(oﬁo))' R (33)

(iii) B(S) est équicontinu.
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Soient y € S et t1,t2 € J avec t; < to. En utilisant 'hypothese (H2), on a
(¥ (t2) = (0))' 77 By (t2) — (¢ (t1) — (0))' 7 By (t1)|
- et + S [ 0 ) - o) s o

o) T T

gty + IO ) 00— o) s
< ‘W’ (12 O 05) 00— )™ 005 | s
- DO 1% ) 1) - (o)™ bt
< ‘ () PO 1) 0 1) - (o)™ s
DO [ ) 1) - (o) s
< QL= OD T 1 1) 4 1) — ) s
RN 1)
— il 0 2) = 0™ 1) = w(0) |

Par la continuité de 1), de I'inégalité ci-dessus, il résulte que

si [t —to = 0 alors |(¢ (t2) — ©(0))'7 By (t2) — (¥ (1) = 1(0))' 7" By ()| = 0.

Des parties (ii) et (iii), il s’ensuit que B(S) est uniformément borné et équicontinu dans X.
Alors d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela, B(S) est relativement compact.

Par conséquent, B : S — X est un opérateur compact. Puisque B : S — X est 'opérateur
continu et compact, il est compléetement continu.

Etape 3 : Montrons que y € X, y = AyBr = y € S pour tout z € S.

Soit y € X et z € S tel que y = AyBx. En utilisant I'hypotheése (H2) et la bornitude de f, pour
tout t € [0.7], on a
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[(w(t) = (0))y(t)|
= | () — ©(0)) 7 Ay(t) Ba(t)|

w0 = v steen { 2D [ 600 - vt

< w0 {7t | + LA [y - w<s>>a-1|g<s,x<s>>|ds}

< 1| gt O [ et - vl nisias

f(0,2(0))
Yo (W (t) = 1(0)* 7[R
: K{ 70,2(0))| Dla+1) } |
Cela donne

Yo (V(T) = (0)* Al |
vl < K {'f(o,x(o))‘ v D(a+1) } =1

Cela implique, y € S.

Etape 4 : Prouver aM < 1 ot M = SUP{HBQHCI,W TS S}.

De l'inégalité (3.8), on a

Yo

(0,4(0))

De I'inégalité (3.7), on obtient o = L. Par conséquent, en utilisant la condition (3.6), on a

Yo 2] oo ((T) — p(0))2+1=7
QAJ[SL{f((),y(O))’—F NCES) }<1_

Des étapes 1 a 4, il s’ensuit que toutes les conditions du Théoréme 1.3 sont remplies. Par
conséquent, en appliquant le Théoreme 1.3, I’équation d’opérateur y = AyBy a une solution
dans S, qui agit comme une solution des EDF hybrides (3.1)-(3.2).

12| oo (20(T") — 2b(0))> 1=
F(a+1) '

M = sup{HByHCliw} TS S} < ‘—0—

O
Exemple 3.1. Considérons le probleme de la valeur initiale de -Hilfer EDF' :
1 [ 10y(2) 1 .
Hpz et = t p t€lo,1 3.9
0+ ty(t) + 2 13(et2 _|_ 2) Sln(y( ))7 p p E] ) ]7 ( )
(t—0)3y(t)| (3.10)

=0 15
En comparant le probléme ci-dessus avec le -Hilfer EDF (3.1)-(5.2), on obtient

1 5 3
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st o)) = PUL2
et
0lt.()) = [ S0

En suite, nous montrons que y vérifient les hypothéses (H1) et (H2) du théoréme 3.1. Pour
tout p,q € R et t € [0,1], on a

tp+2 tg+2

|f(t7p)7f(trq>| - 10 10

= Sl—d < -
T e T,

1
Cela prouve que f satisfait la condition de Lipschitz avec une constante L = 0
De plus, pour tout p € R et t € [0,1], on a

1

1 1
— & ) < || < —= =h(t).
1307 1 2) Sl D‘ = ‘13(€t2 + 2)’ <3~k

lg(t.p)| = ’

Donc

Yo Al (T) = 9(0))*\ 1 [1/15 1/13
L{‘f(oay(0)>'+ Fa+1) }_10{2/10+F(1/2+1)}<1'

Ceci implique que la condition (3.6) est vérifiée. Puisque toutes les conditions du théoréme 3.1
sont satisfaites, les EDF hybrides (5.9) et (3.10) ont au moins une solution dans l’espace X.

3.2 Un deuxiéme type de probleme

Dans cette section, nous étendons une analyse qualitative du probleme des valeurs aux
limites (PVL) pour les équations différentielles fractionnaires hybrides non linéaires avec des
conditions aux limites (CL) hybrides impliquant une dérivée d’ordre fractionnaire v-Hilfer.

Ici, nous considérons le EDF hybride de type Hilfer par rapport a v et les conditions aux
limites hybrides [6] :

ppes (M2 SEHD) 1), € (ot

Q(t,y(t))
o [l y(t) — G(t,y(?)) . y(y) — G(t,y(t))
ot ( Qt, (1)) >ta+2< Qt, (1)) )

onl<a<l,0<f<lety=a+[(1l—a). H]D)gf;w et ];Wl’ sont le dérivée fractionnaire de
Hilfer et I'intégrale fractionnaire de RL par rapport a v, respectivement, U, G € C([a, b] x R, R),
Q € C([a,b] x R,R\{0}) et ¢1,co,d € R.

(3.11)

=d,
t=b

3.2.1 Equation intégrale fractionnaire (EIF)

Le résultat a venir donne I'équivalent de la formule de solution pour le probleme proposé.
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Soit 0 < a < 1,0 < B < 1,avec v = a+ B(1 —a), et soit H,Z € C((a,b],R) et
W e C((a,b],R\{0}). Alors, la fonction y € Ci_..4([a, b], R) est une solution du probléeme
de valeur limite hybride fractionnaire linéaire suivant :

Hpyefiv <M> = H(t), t€la,b],

W)
L)

(3.12)
1—~y;2) <y(t) B Z<t)>
si et seulement si y satisfait les équations intégrales fractionnaires :

:d’

t=b

I
et W)

= |d = ca (IZVH (s)) (b)] + IV H (s)) (t)) + Z(t),

(3.13)
ot Iy = e1T'(7) + e2(9(b) — ¥(a)) ™" # 0.

Démonstration. . Soit y € Ci_.4([a,b],R) une solution de (3.12). Nous devons prouver que y
est aussi une solution de (3.13).

Par définition de Cy_..,,([a,b],R) et du lemme 2.3, on a
L y(t) € Crogp([a, B, R),

Maintenant, en appliquant I:jiw sur la premiere équation de (3.12) et en utilisant le Théoréme
2.1, nous pouvons écrire

y(t) - 2(1) ww»—w@V”Qﬁw<M®_Zm»+(%TH@D@)

W) T(y) W(a)

Définissons Yy = 77 ((y(a) — Z(a))/W (a)), il s’ensuit que

Y;
L'(v)

Prendre la limite ¢ — b, on obtient

00 = W) (5 000 = vt + (1) ) + 200 (314

Y
['(v)

mw:W@( ww—www*+@ﬁﬂ@»@)+ﬂm

ce qui implique

y(b) —Z(b) _ Yi et fra
HONRG) () = (@)™ + (I3 H(s)) (b). (3.15)

Pour déterminer la constante Y;, nous utilisons la condition aux limites de (3.12). Il a été suivi
de

d | Y y—1 %
vie &2 ) - sty + (1) )
ce qui implique
Y, = L) d— e (20 HE) )]

cll'(y) + ca(¥(b) — ¥(a))r—
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Alors, (3.14) devient

y(t) = W () (W) —OT o (1) ()] + (10 H(s)) <t>) 20,

1,

ce qui montre que la formule (3.13) est satisfaite.

Inversement, soit y € Cy_+.4([a, b], R) satisfait (3.13) qui peut s’écrire (3.12 ). Dans (3.13),
en prenant comme limite t — a et t — b puis en utilisant le lemme 2.3, on obtient

1w (Y() = Gt y(t)) o (V) — Gt y(t)) B
o ( Q(t,y(1)) )taJr Q( Qt,y(t) )tb_d’
Dans le méme contexte, on déduit de (3.13) que
y<t>W—<5<t> _ () —H@iw»” (A= (157 H(s)) (0)] + (157 H(s)) (1), (3.16)

En appliquant 7 ]Dg’f ¥ de part et d’autre de (3.16). Puis, utilisez le (2.11) et le Théoréme 2.2
pour obtenir

_ HDQ_}_BW s) — a v—1 )
— <y<t>w (jw):( P )n,, YO 1y (1) o)

+ ("D Hs)) (1)

("DLET I H () (8)

H(t).

Ceci termine la preuve. O

3.2.2 Existence de solution

Dans cette partie, nous prouvons le théoréeme d’existence du probleme (3.11) dans I’espace
pondéré au moyen de la technique du point fixe de Dhage.

Définition 3.1

Une fonction y € Ci_+,4([a, b], R) est dite solution de 'EDF (3.11) si

. (y(t) = Gt y(@)
a) La fonction ( Qt®) ) € Ci_yy([a,b], R).

b) y satisfait les équations de (3.11).

Pour prouver l'existence de solution aux EDF hybrides (3.11), nous avons besoin des hypo-
theses suivantes :

(A7) Soit @ : (a,b] x R — R\{0},G : (a,b] x R — R, et U : (a,b] x R — R sont
des fonctions continues telles que Q(-,y(-)), G(-,y(-)),U(-,y(-)) € Ci_yw([a,b],R), pour
chaque y € Ci_, 4([a, b],R).

(Ay) Tl existe deux fonctions positives pg, e € C([a,b], R") telles que
’Q(ﬂ,v) - Q(ta 6)‘ < ILLQ”U - 6|>

‘G(t,?}) - G(ta 6)‘ < IUG‘U - ’D’?
pour chaque v,v € R.
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(A3) 11 existe deux fonctions p, o € C([a,b],R) telles que

U y)l < p(t) +o®)llylle, .o (tas )
pour chaque (t,y) € (a,b] X C1_y.4([a,b],R).

(A4) 11 existe une constante p > 0 tel que

Qo + Gy
L= (llpell &+ llual)

olt Qo = max |(¥(t) — 1(a))' " Q(t,0)

t€la,b]

< ot gl R+ el < 1.

, Go = max |(1(t) — (@) 7 G(t,0)] et
WO @), (0 v@) el ) G0) - v@)rll

p- WO PO (W=l e ) (0 S ) 4 o,

(3.17)

Comme résultat du lemme 3.5, nous présentons le lemme suivante :

Soit 0 <a<1, 0< <1, avecy=a+ B(l —a) et p:la,b] x R — R sont continus.
Alors, I'hybride fractionnaire non linéaire (3.11) est équivalent a

y(t) = Gt y(®)
£ QU y() [

Foa [ P OWO = s V)]

Théoréme 3.2.

Supposons que (A;) — (Ay) soit valide. Alors, le probleme (3.11) admet au moins une
solution dans Ci_..,([a, b], R).

Démonstration. Soit
Q= {y€Ciru(abLR) : llyle, .., <p}.

Evidemment, €, est un sous-ensemble convexe, fermé et borné de C;_..;([a, ], R).

Définir les opérateurs 71, 15 : C1_q([a, 0], R) — Ci—+.p([a, b],R) et T : Q, — Ci_.5([a, b], R)
par
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En suite, nous pouvons exprimer 1’équation (3.18) comme suit :

y(t) = Toy(t) + Thy(t) - Tay(t), ¢ € (a,bl. (3.19)

Maintenant, nous allons montrer que 77,75 et T3 répondent a toutes les exigences du théo-
reme 1.4. Cela sera accompli dans une série d’étapes suivantes.

Etape 1. Ty, T; est Lipschitzien on C;_..,([a, ], R).
Soit y,w € Ci_y.y([a, b, R) et t € (a,b]. Alors, par (A4s), on a

Ty = Tiwlle, ., = sup |[(t) = &(@))' 7 (Tay(t) = Trw (1))

te(a,b]

= sup [ (t) — ¥(a)] 1Q(t y(t) — Qt,w(t))|

tela,b]

< sup [¥(t) — ()] "oty (t) — w(t)]

te(a,b]

< Mlpellly —wle, .-

Par conséquent, 7} est lipschitzien sur Ci_.4([a, b],R) avec la constante de Lipschitz || pq]].
De méme, nous concluons que 75 est Lipschitzien sur Cy_,([a, b],R) ) avec la constante de
Lipschitz ||uq|, i-e.,
T2y = Towlle, ., < llielllly = wlei_,,

Etape 2. T} est complétement continue.
i) Nous montrons que T3 est continue.

Soit {y,} est une suite telle que y,, — y dans €2,,. Alors,

lim | [1(t) — (@) (Tayn(t) — Tay(t)) |

n—moo

1 Co

<tre " () 0) — () tim_|U (5,5n(5) — U(s, 9(5))| ds

(1) = b)) o
- (a) /az/;(s>(¢<t)_¢<s)) lim_|U (s, yn(s)) — U(s,y(s))| ds

n——aoo

1 Co

— LT /ab V' (5)(Y(b) — () (Y(s) — 1p(a))

x lim (¢(s) = (a)' 7 |U(s,ya(s)) — U(s,y(s))| ds

n—ao0

() —¢(a
I(a)

x lim (¢(s) = (a) " |U(s,ya(s)) — U(s, y(s))| ds.

n—ao0

+

D [ w(s) 1) — () (0(s) — (a7
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Puisque U(-,y(-)) est une fonction continue avec U(-,y()) € Ci_~.4([a,b],R), on a
lim |[w(t) = (@)] ™ (Twa (1) = Ts(1))
< 1 Ca /b W(5>(¢(_b) —¢(3))a ||U(

W) = UGy, ds

I, T(@) o (0(s) — 0l@) =7 nie

Puisque v est croissant et en utilisant le Lemme 2.1, on obtient
lim |[¢(t) — (@) (Tyyn(t) — Ty (t))|

['(v)

F('y + Oé) <¢(b) - w(a))aﬂfl

< (2 + 60 — wia)')

< lim 10 (o)) = Uy e, — 0 comme n — oo.
Cela montre que T3 est continu sur €2,,.

ii) Nous montrons que 75(2,) est uniformément borné dans €2,,.

Pour tout y € Q,, on a

| Tsylle,_,, = sup |[6(t) — (@) " Ty(b)|

te(a,b]

<+ / v/(s ¥(s)" sup |U(s,y(s)lds
P s ()" sup |U(s.y(s))lds
O./ te(a,b]
< ;f - F(la) [ w6 - V)" s (o) + o)) ds
= [V ) s (ols) + oyl ) ds

<+ R ol + Do)

= (?) (ol + o llglc, ...
< |2 0w - vy + e - vy Gl

Par (3.17), alors [|T5y|le, .., < R pour chaque y € €),.

Vi —

iii) Nous prouvons que 73(€2,) est un ensemble équicontinu dans Ci_-.([a, b], R).
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Soit y € Q,, et t1,ts € (a,b] avec t; < ty. Alors,

[(t2) — ()] Tay(ta) — [b(h) — ()] Tay(h)|

— /at? ¢’(S)(¢(t2) —(5))*U(s, y(s))ds

['(a)
(W(t1) —(a)) /
N o) / V' (s)(W(tr) — ¥(8))*U(s,y(s))ds
- W) i [0 ) Wta) = () [(s) = (@] [ws) = (@] U (s, y(s))|ds
['(a) a
(@) F—(;b;a))l‘” [0 6)0) = 96 () = el [905) — 9@ U s, (s))|ds|

Puisque U (-, y(-)) € Ci—yu([a, 0], R) pour chaque y € Ci—yip([a, 0], R) et [ ()= (a)] U (- y(-)) €
C([a,b],R) il existe £ € R telle que

“L/)(S) —(a)]'* U (s, y(s))‘ <&, pour tout t € (a,b. (3.20)

Ainsi

[(t2) — ()] Tay(ta) — [(h) — ()] Tay(h)|

(U(t2) — 9(a)™  f*2 o -1
< [ T [ V) v ) — vl ds

o)
o _ a éT‘(’y) o anr'yl
= |(ta) — (@) g () — w(a)]

- ()~ b)) e s ) — vl
| T () — bl
= [FE s () = w(a” = (o) - vl |-

La continuité de ¢ montre que

[ (ta) — (@] Tay(ta) — [$(tr) = ()] Tay(t)

Ceci confirme que 73(€2,,) est un ensemble équicontinu dans Cy_,([a, b], R). D’apres le théo-
reme d’Ascoli-Arzela, T3 est completement continu.

— 0 comme |ty — t;| — 0.

Etape 3. TyyTyw + Ty € Q, pour y € Ci_y([a,b],R) et w € Q.
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Soit y € Ci_.y([a, b, R), et w € Q,, telle que y = T1yTsw + Try. Alors,
ly(@)] < [Thy (O Taw(t)| + | Toy()]
< (’Q(ta y<t)) - Q(ta 0)’ + ’Q<t7 0)|)
(W, 00

0@y el .
Lo e, YO0 — ) I w()lds

+r<1a> /: Vs ((t) - w<s>>“|U<s,w<s>>|ds) +|G(t,y(1) = G(t,0)| +|G(t,0)|
< (ne(®ly()] +1Q(¢,0)))

. W) g OO ) (120 (o) + 06 el )] )

+I (pls) +a($)wlle,,,)) (O + pa(®ly®)] +1G(E,0)

< (@) = ¢@) " (el 1yle, .. + Qo)

y lw(t) _Hzi(a))vld N (¢(t) —Hl/;(a))71 |62|(1?((12 __1_ ;D)(a))a (HPH + HO.HHUJ”CPW)

(ol + ol e, (w({i)(;fﬁ‘)‘”a] +(0) — 9@ (el Iyl + Go)

Donc
Izlle, < (Ielllylle. .., + Qo) R+ luclliyle,_,., + Go,

ce qui implique
QoR + Gy

lzlle,_, ., <
T = L — (gl R + |lual

< i
)

Etape 4. La condition (4) du théoréme 1.4 est vérifiée. kyM + ky < 1.

A partir de 'étape 2 et (3.17), on obtient

M = || T ()] = sup { sup |T3y<f>’}

yeQM ye [avb}

< (GBI | (0ol ) GOV o)
Ainsi
[l M + [lpell < llpellR+ llrall <1,

ot k1 = [lpgl et ko = |[p]|

Ainsi, toutes les hypotheses du théoreme 1.4 sont vérifiées, donc I'équation y = TyyTsy +
T,y admet une solution dans €2,. Par conséquent, le probleme (3.11) admet une solution sur

la, b]. O
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Exemple 3.2. Dans cette partie, nous construisons un exemple pour expliquer les principaux
résultats.

Considérons I’EDF hybride 1-Hilfer avec des conditions aux limites hybrides :

s (Y — G y)\ _
o (MO SO — e, te 0.1

e y(t) — G(t,y(t)) . y(y) — G(ty(t))
Lot ( Qt,y(t)) >t:a+ 2( Q(t,y(t)) )

Définir G :]0,1] x R — R, @ :]0,1] x R — R\{0}, et U :]0,1] x R — R par

Glt, (1) = 5 cos (5 (1 T;@ ) ) |

Q) = (1+ 50w

U(t,yu)):‘b(”“b(”( y(t) +2>.

(3.21)

t=b

100 1+ y(t)

Il est facile de montrer que pour tout y,w € C1_,4([0,1],R), on a

Gt (1) — Gt ()] < 5eos (5 ) Io(0) — ()],

QD) ~ Qe (®)] < T y(1) — win),
et pour chaque y € C1_+.4([0,1],R), on obtient
Uity < U000 1O v0)
Par conséquent, les hypothéses (Ay) — (As) sont vraies avec
Alors

1 1
liall =15 llnal =5, Qo= max [(4(t) — p(0))

te(0,1]

et Go= max | (¢(t) —(0)) 7 cos(t/3)e" |.

t€[0,1]
Par prendre
0p=1/2, 0,=0, 0=1/2, ¢ =1/3, c=1/3, d=1, et (t) =t,
on obtient
lpll = 1/100, [lofl =1/50, Qo =1, et Go=(1/e)cos(1/3).
De la condition (Ay),
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1

QR+ llncll <1 quand R <6, et p > (= R+ D) (R+ teos (1))

Aussi, II, # 0, il résulte de (3.17) que
R = (3/(1+ /7)) +((1/(1+ V) + )((1/50y/7) + (1/25\/7)p) < 6.
Ainsi
< (2 — 149/7 — 300m)/(—4 — 2/70).

En utilisant le programme MATLAB, i satisfait ['inégalité 64.17 < p < 159.65.
Par conséquent, toutes les hypothéses du théoréme 3.2 sont satisfaites, donc le probléme
(3.21) a au moins une solution sur |0, 1].
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Résumé

Cette mémoire porte sur ’étude d’une nouvelle dérivée fractionnaire par rapport a une autre
fonction, la dérivée fractionnelle dite ¢-Hilfer. Nous discutons également de certaines propriétés
et des résultats importants de cette dérivée fractionnaire. En ce sens, nous développons et
étendons une analyse qualitative pour deux classes de probléemes aux limites pour des équations
différentielles fractionnaires hybrides non linéaires avec des conditions aux limites hybrides
impliquant une dérivée d’ordre fractionnaire v-Hilfer introduite.

Mots clés : Calcul fractionnaire, dérivée fractionnaire 1-Hilfer, probleme aux limites.

Abstract

This thesis deals with the study of a new fractional derivative with respect to another
function, the so-called v-Hilfer fractional derivative. As well as we discuss some properties
and important results of this fractional derivative. In this sense, we develop and extend a
qualitative analysis for two classes of boundary value problems for nonlinear hybrid fractional
differential equations with hybrid boundary conditions involving a w-Hilfer fractional order
derivative introduced.

Keywords: Fractional calculus, ¢-Hilfer fractional derivative, boundary value problem.
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