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Notation

R Ensemble des nombres réels
N Ensemble des nombres entiers naturelle
Cn([a, b],R) Espace des fonctions continues n fois dérivables
C([a, b],R) Espace des fonctions continues
Lp[a, b] Espace des fonctions mesurables de puissance p ∈ [0,+∞[
RLDα

au Dérivée d’ordre α > 0 au sens de Riemann-Liouville
HDα

au Dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Hilfer
Iαa u Intégrale fractinnaire d’ordre α > 0 au sens de Riemann-Liouville
Γ(.) La fonction Gamma
B(., .) La fonction Beta
Eq Équation
EI Équation intégrale
EIF Équation intégrale fractionnaire
EDF Équation différentielle fractionnaire
RL Riemann-Liouville
CL Condition aux limites
PV L Problème des valeurs aux limites
i.e C’est-à-dire
p.p Presque partout
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Introduction générale

L e calcul fractionnaire est devenu au fil du temps un outil important pour le dévelop-
pement de nouveaux concepts mathématiques au sens théorique et au sens pratique. Au cours
des dernières années, diverses notions ont été proposées sur les ’opérateurs fractionnaires. Ici,
nous signalons les types les plus célèbres, y compris les dérivés de Liouville, Caputo, Hada-
mard, Caputo-Fabrizio, etc. En conséquence, cela a conduit à différentes structures d’équations
différentielles d’ordre arbitraire formulées par plusieurs opérateurs fractionnaires. Cependant,
il a été compris que la procédure la plus efficace pour discuter d’une telle variété d’opéra-
teurs fractionnaires est de s’adapter aux structures généralisées d’opérateurs fractionnaires qui
impliquent de nombreux autres opérateurs.

Ici, nous avons choisi l’opérateur fractionnaire ψ-Hilfer [2, 4], outre le fait qu’il s’agit d’un
opérateur global, et qu’il en généralise plus de vingt, la liberté de choix de l’opérateur de
différenciation classique et le choix de la fonction ψ, c’est-à-dire parmi le choix de la fonction ψ,
l’opérateur de différenciation classique, peut agir sur l’opérateur d’intégration fractionnaire ou
bien l’opérateur d’intégration fractionnaire peut agir sur l’opérateur de différenciation classique.
Cela permet d’unifier et d’obtenir les propriétés des opérateurs fractionnaires.

Les équations différentielles fractionnaires hybrides ont été étudiées par plusieurs chercheurs.
Par équation différentielle hybride, nous entendons que les termes de l’équation sont perturbés
soit linéairement, soit quadratiquement, soit par la combinaison des premier et second types.
La perturbation se produisant sous la forme de la somme ou de la différence des termes d’une
équation est appelée linéaire. D’autre part, si l’équation est perturbée par le produit ou le
quotient des termes qu’elle contient, elle est appelée perturbation quadratique. Ainsi l’étude
de l’équation différentielle hybride est plus générale et couvre plusieurs systèmes dynamiques
comme des cas particuliers. Cette classe d’équations implique la dérivée fractionnaire d’une
fonction inconnue hybride avec la non-linéarité qui en dépend.

Dans ce qui suit, nous donnons un aperçu de l’organisation de notre mémoire, qui se com-
pose de trois chapitres définissant le travail contribué.

Chapitre 1 : Ce chapitre fournit la notation et les résultats préliminaires, les descriptions,
les théorèmes et autres résultats auxiliaires qui seront nécessaires pour cette étude.

Chapitre 2 : Dans cette section, nous présentons la définition de l’intégrale fractionnaire

1



Table des matières 2

d’une fonction f par rapport à une autre fonction ψ et la définition de la dérivée fractionnaire
ψ-Hilfer. Aussi bien que nous discutons quelques propriétés de l’opérateur fractionnaire : l’iden-
tité, est limité, et la relation avec l’opérateur intégral fractionnaire. Enfin, nous présentons une
large classe d’intégrales et de dérivées fractionnaires, au moyen de l’intégrale fractionnaire par
rapport à une autre fonction.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous prouvons quelques résultats d’existence des solutions
pour une classe de problème de valeur initiale pour des équations différentielles hybrides frac-
tionnaires non linéaires avec des dérivées fractionnaires ψ-Hilfer. Les résultats sont basés sur
des théorèmes de point fixe dus à Dhage. De plus, des exemples sont fournis pour chaque section
afin d’illustrer nos résultats.

Dans la section 3.1, nous établissons les résultats d’existence du problème de valeur initiale
non locale avec l’équation différentielle fractionnaire non linéaire de ψ-Hilfer :

HDα,β;Ψ
0+

[
y(t)

f(t, y(t))

]
= g(t, y(t)), p.p t ∈]0, T ],

(ψ(t) − ψ(0))1−γy(t)
∣∣∣
t=0

= y0 ∈ R.

Puis, dans la section 3.2, nous considérons le problème de la valeur initiale avec équation
différentielle fractionnaire hybride non linéaire de type ψ-Hilfer :

HDα,β;ψ
a+

(
y(t) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)
= U(t, y(t)), t ∈]a, b],

c1I
1−γ;ψ
a+

(
y(t) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)∣∣∣∣∣
t=a

+ c2

(
y(y) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)∣∣∣∣∣
t=b

= d.
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CHAPITRE 1

Rappels et quelques outils de base.
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1.1. Sur les espaces 4

D ans ce chapitre, nous discutons des outils mathématiques nécessaires, des notations
et des concepts dont nous avons besoin dans les chapitres suivants. Nous examinons quelques
propriétés essentielles des opérateurs différentiels fractionnaires. Nous passons également en
revue certains des théorèmes du point fixe qui sont cruciaux dans nos résultats concernant les
équations différentielles fractionnaires.

1.1 Sur les espaces

Définition 1.1. (Espace de Banach)
Toute espace vectoriel normé complet sur le corps C est appelé espace de Banach.

Exemple 1.1. Les espaces L1(J,R), C(J,R), BM(J,R) munis respectivement des normes
suivantes :

∥x∥L1 =
∫ 1

0
|x(t)|dt, ∥x∥C = sup

t∈J
|x(t)|, ∥x∥BM = max

t∈J
|x(t)|

sont des espaces de Banach sur R.
Définition 1.2. (Algèbre)

Une algèbre A sur le corps K est un espace vectoriel sur K muni d’une application
bilinéaire, appelée " multiplication" et notée

u : A × A −→ A
(x, y) 7−→ xy

telle que

pour tout x, y, z ∈ A , on a (xy)z = x(yz) (associative).

Définition 1.3. (Algèbre de Banach)
Soit A une algèbre sur C. On dit que A est un algèbre de Banach si :

1) il existe une norme ∥ · ∥ sur A telle que

∀x, y ∈ A , on ait ∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥,

2) A est un espace de Banach ( muni la norme ∥.∥ : A → R+ )

Exemple 1.2. .
1. Le corps C muni du module | · | comme norme est une algèbre de Banach.
2. Soit ℓ∞(X,C) l’espace vectoriel des fonctions bornées définies sur un ensemble X et à

valeurs dans C muni de la norme ∥ · ∥∞,

pour tout f ∈ ℓ∞(X), on a ∥f∥∞ = sup
x∈X

|f(x)|.

Pour tout f, g ∈ ℓ∞(X), on pose

∀x ∈ X, (fg)(x) = f(x)g(x).
Alors ℓ∞(X,C) est une algèbre de Banach.

3. Soient X un espace compact et C(X,C) l’espace vectoriel des fonctions continues sur X et
à valeurs dans C. Alors (C(X,C), ∥ · ∥∞) est une sous-algèbre fermée de (ℓ∞(X), ∥ · ∥∞),
donc (C(X,C), ∥ · ∥∞) est une algèbre de Banach.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



1.2. Sur les fonctions 5

Définition 1.4. Ensemble Convexe
Un sous-ensemble S d’un espace vectoriel X, est convexe si :

∀x, y ∈ S, ∀t ∈ [0, 1], xt+ (1 − t)y ∈ S.

Exemple 1.3. .
1. Toute boule (ouverte ou fermée) d’un espace vectoriel normé est une partie convexe.
2. Tout sous espace vectoriel d’un espace vectoriel est convexe.

1.2 Sur les fonctions
Définition 1.5. Fonction de Carathéodory

a) Une fonction f : J × R −→ R est dite Carathéodory si :
1. la fonction t 7−→ f(t, x) est mesurable sur J , ∀x ∈ R.
2. la fonction x 7−→ f(t, x) est continue pour presque tout t ∈ J .

b) Si de plus la fonction f vérifie la condition suivante :

∀r > 0, ∃h ∈ L1(J,R) tel que : ∀t ∈ J ∥f(t, x)∥ ≤ h(t) pour ∥x∥ ≤ r,

on dit que f est L1-Carathéodory.

Définition 1.6. Fonction absolument continue
Une fonction f : [a, b] −→ R est dite absolument continue sur [a, b], si
∀ϵ > 0, ∃δ > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts deux à deux disjoints,
]ak, bk[k=1,2,...,n, nous avons :

n∑
k=1

|bk − ak| < δ ⇒
n∑
k=1

|f(bk) − f(ak)| < ϵ.

Définition 1.7. Fonction de Lipschitz généralisée
Soit f : J × R −→ R une fonction.
f est dite lipschitzienne-généralisée s’il existe une fonction l ∈ L1 (J,R), telle que :

∀x, y ∈ R ∥f(t, x) − f(t, y)∥ ≤ l(t) ∥x− y∥ , pour presque tout t ∈ J,

la fonction l est appelée la fonction de Lipschitz correspondante à f .
- Si l(t) = k (où k > 0 est une constante positive ), f est dite lipschitzienne de constante
de Lipschitz k.
- Si 0 < k < 1, f est dite une contractante.

Exemple 1.4. .
La fonction x 7→ x+ sin x

3 est une k-contraction de R dans R, avec k = 2
3 .

Définition 1.8
Pour z > 0, la fonction gamma Γ(·) est définie par

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



1.3. Sur les opérateurs 6

Γ(z) =
∫ ∞

0
sz−1e−sds.

Définition 1.9
Soit z, w > 0 . Alors, la fonction bêta B(z, w) est définie par

B(z, w) =
∫ 1

0
sz−1(1 − s)w−1ds.

De plus, la fonction bêta et la fonction gamma ont la relation suivante

B(z, w) = Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w) .

Définition 1.10
La fonction de Mittag-Leffler à un paramètre Eα(·) est définie par

Eα(z) =
∞∑
k=1

zk

Γ(kα+ 1).

1.3 Sur les opérateurs
Définition 1.11. Opérateur borné

Soit A un opérateur linéaire défini d’un espace de Banach X dans lui même. A est dit
borné s’il existe une constante c > 0 telle que

∀x ∈ X, ∥Ax∥ ≤ c ∥x∥ .

Définition 1.12. Opérateur continu
Un opérateur A défini d’un espace de Banach X dans lui même est dit continu si pour
toute suite (xn)n∈N dans X qui converge vers x ∈ X, la suite (Axn)n∈N converge vers Ax.

Soit C(J,X) l’espace des fonctions continues d’un intervalle compact J de R dans l’espace
de Banach X et soit M un sous ensemble de C(J,X).

Définition 1.13. Ensemble équicontinu
M est dit équicontinu si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀t1, t2 ∈ J, ∀f ∈ M,
(

∥t1 − t2∥ ≤ δ
)

⇒
(

∥f(t1) − f(t2)∥ ≤ ε
)
.

Définition 1.14. Ensemble uniformément borné
M est dit uniformément borné si :

∃ c > 0 : ∥f(t)∥ ≤ c ∀t ∈ J, et ∀f ∈ M.

Université Ibn Khaldoun - Tiaret ZIOUIT Anouer souad et GRINE Fatiha



1.3. Sur les opérateurs 7

Définition 1.15. Ensemble relativement compact
M est dit relativement compact si M (adhérence de M) est compact.

Théorème 1.1. Ascoli Arzela
M est relativement compact si et seulement si :

1. M est uniformément borné.
2. M est équicontinu.

Théorème 1.2. Convergence dominé de Lebesgue
Soit X un espace de Banach. Soit (fn)n∈N une suite des fonctions de X dans X dont
l’intégrale de la norme est fini (i.e. fn ∈ L1(X,X)) et soit f : X −→ X. On suppose que :

1. La suite (fn(x))n converge vers f(x) pour presque tout x ∈ X.
2. Il existe une fonction g ∈ L1(X,R) tel que ∀n ∈ N, ∥fn(x)∥ ≤ g(x) pour presque

tout x ∈ X.
Alors,

f ∈ L1(X,X), et lim
n→∞

∥fn − f∥L1 = 0.

Soit A un opérateur défini d’un espace de Banach X dans lui- même.

Définition 1.16. Opérateur compact
L’opérateur A est dit compact si l’ensemble A(X) est relativement compact.

Définition 1.17. Opérateur totalement borné
L’opérateur A est dit totalement borné si pour tout ensemble borné B de l’espace X,
l’ensemble A(B) est relativement compact.

Définition 1.18. Opérateur complètement continu
L’opérateur A est dit complètement continu s’il est continu et totalement borné.

Définition 1.19. Opérateur convexe
L’opérateur A est dit convexe si :

∀t ∈ [0, 1] et ∀x, y ∈ A : A(tx+ (1 − t)y) ≤ tA(x) + (1 − t)A(y).

Définition 1.20. Contraction non linéaire
L’opérateur A est dit φ-lipschitzien s’il existe une fonction φ : R+ −→ R+ continue et
croissante vérifiant

∀x, y ∈ X : ∥Ax− Ay∥ ≤ φ (∥x− y∥) avec φ(0) = 0.

La fonction φ est appelée :

- φ-fonction de Lipschitz si φ(r) = α.r, α > 0 et A est dit lipschitzien avec constante
de Lipschitz α.
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- En particulier si α < 1, A est dit contraction et si φ(r) < r pour r > 0, A est dit
contraction non linéaire.

- Si φ(r) = r, A est dit opérateur non expansif.

1.4 Sur les points fixe
Dans cette section, nous énonçons les théorèmes de point fixe qui serons utilisés dans les

chapitres suivants.

Théorème 1.3. [3]
Soit S un sous-ensemble non vide fermé, convexe et borné de l’algèbre de Banach X et
soit A : X → X et B : S → X deux opérateurs tels que

1. A est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz L ;
2. B est complètement continue ;
3. y = AyBx ⇒ y ∈ S pour tous x ∈ S et
4. LM < 1 avec M = sup{∥Bx∥ : x ∈ S}.

Alors, l’équation de l’opérateur y = AyBy admet une solution dans S.

Théorème 1.4. [7]
Soit Ω un sous-ensemble non vide, convexe et fermé de l’algèbre de Banach X, soit les
opérateur T1, T2 : X −→ X et T3 : Ω −→ X tell que :

1. T1 et T2 sont lipschitzienne, avec des constants de Lipschitze k1 et k2,
2. T3 est continue et compact,
3. y = T1yT3x+ T2x ∈ Ω ⇒ x ∈ Ω ; pour chaque y ∈ Ω,
4. k1M + k2 < 1 où M = sup{∥T3x∥ : x ∈ Ω}.

Alors, il existe y ∈ Ω tell que : T1yT3y + T2y = y.
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Éléments de la théorie du calcul
fractionnaire.
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2.1. L’intégrale fractionnaire de ψ-RL 10

Dans ce chapitre nous présentons la définition de l’intégral frationnaire d’une fonction f
par rapport la fonction ψ et la définition de la dérivée fractionnaire de ψ-Hilfer avec quelques
propriétés .

2.1 L’intégrale fractionnaire de ψ-RL

Définition 2.1. [2]
Soit ]a, b[ (−∞ ≤ a < b ≤ +∞ ) un intervalle de la droite réelle R et α > 0. Soit aussi
ψ une fonction monotone croissante et positive sur ]a, b],tel que ψ′ ∈ C(]a, b[,R) et f une
fonction intégrable définie sur [a, b]. Alors,

• l’intégrale fractionnaire ψ-Riemann-Liouville d’ordre α de la fonction f est définie
par

Iα;ψ
a+ f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(s))α−1ψ′(s)f(s)ds. (2.1)

Remarque 2.1

1. Si l’on considère ψ(t) = t dans Eq.(2.1), on a

Iα;t
a+f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1f(s)ds = RLIαa+f(t),

l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.
2. Si l’on considère ψ(t) = t et a = −∞ dans Eq.(2.1), on a

Iα;t
a+f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

−∞
(t− s)α−1f(s)ds = LIα0+f(t),

l’intégrale fractionnaire de Liouville.
3. Si l’on considère ψ(t) = t et a = 0 dans Eq. (2.1), on a

Iα;x
a+ f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s)ds = RIα0+f(t),

l’intégrale fractionnaire de Riemann.
4. En choisissant ψ(t) = ln t et en remplaçant dans Eq.(2.1), on a

Iα;ln t
a+ f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a

1
s

(ln t− ln s)α−1f(s)ds

= 1
Γ(α)

∫ t

a

(
ln t

s

)α−1
f(s)ds

s

= HIαa+f(s),

l’intégrale fractionnaire de Hadamard.
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Lemme 2.1
Soit α > 0 et η > 0. Si f(t) = [ψ(t) − ψ(a)]η−1, alors :

Iα;ψ
a+ f(t) = Γ(η)

Γ(α + η)(ψ(t) − ψ(a))α+η−1.

Démonstration. On a par définition :

Iα;ψ
a+ f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(s))α−1(ψ(s) − ψ(a))η−1ψ′(s)ds

= 1
Γ(α)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(a))α+η−2

[
1 − ψ(s) − ψ(a)

ψ(t) − ψ(a)

]α−1[ψ(s) − ψ(a)
ψ(t) − ψ(a)

]η−1
ψ′(s)ds.

Avec le changement de variable : z = ψ(s) − ψ(a)
ψ(t) − ψ(a) et en utilisant la définition de la fonction

Beta et la relation B(α, η) = Γ(α)Γ(η)
Γ(α + η) . On obtient :

Iα;ψ
a+ f(t) = (ψ(t) − ψ(a))α+η−1

Γ(α)

∫ 1

0
(1 − z)α−1zη−1dz

= (ψ(t) − ψ(a))α+η−1

Γ(α) B(α, η)

= Γ(η)
Γ(α + η)(ψ(t) − ψ(a))α+η−1.

Lemme 2.2. (Semi groupe)
Soit α > 0 et β > 0, alors on a la propriété de semi groupe suivant :

Iα;ψ
a+ Iβ;ψ

a+ f(t) = Iα+β;ψ
a+ f(t).

Démonstration. On a par définition :

(Iα;ψ
a+ Iβ;ψ

a+ f)(t) = (Iα;ψ
a+ (Iβ;ψ

a+ f))(t)

= 1
Γ(α)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(s))α−1ψ′(s)(Iβ;ψ

a+ f)(s)ds

= 1
Γ(α)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(s))α−1ψ′(s)( 1

Γ(β)

∫ s

a
(ψ(s) − ψ(τ)β−1ψ′(τ)f(τ)dτ)ds

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(s)α−1ψ′(s)(

∫ s

a
(ψ(s) − ψ(τ))β−1ψ′(τ)f(τ)dτ)ds

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ s

a
ψ(s)(ψ(t) − ψ(s))α−1ψ′(τ)(ψ(s) − ψ(τ))β−1f(τ)dτds

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
ψ′(s)f(s)

∫ t

s
ψ′(τ)(ψ(t) − ψ(τ))α−1(ψ(τ) − ψ(s))β−1dτds.

D’autre part, par le Lemme 2.1, on a :∫ t

s
ψ′(τ)(ψ(t) − ψ(τ))α−1(ψ(τ) − ψ(s))β−1dτ = Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β) (ψ(t) − ψ(s))α+β−1.
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En fin en tanant de la définition (2.1), on obtient :

Iα;ψ
a+ (Iβ;ψ

a+ f)(t) = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
ψ′(s)f(s)Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β) (ψ(t) − ψ(s))α+β−1ds

= 1
Γ(α + β)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(s))α+β−1ψ′(s)f(s)ds

= (Iα+β;ψ
a+ f)(t).

Lemme 2.3
Soit α, η ≥ 0 et f ∈ C1−η,ψ([a, b],R). Alors :

Iα;ψ
a+ f(a) = lim

t→a+
Iα;ψ
a+ f(t) = 0.

Démonstration. Puisque f ∈ C1−η;ψ([a, b],R) alors (ψ(t) − ψ(a))1−ηf(t) est continu sur [a, b],
donc, il existe un constant positive M telle que :

| (ψ(t) − ψ(a))1−ηf(t) | < M,

ainsi
|f(t)| < M | (ψ(t) − ψ(a))η−1 |, t ∈ [a, b]. (2.2)

Maintenant, on applique l’opérateur Iα;ψ
a+ (·) des deux membres de Eq. (2.2) et en utilisant le

Lemme 2.1, on obtient :

Iα;ψ
a+ |f(t)| < MIα;ψ

a+ | (ψ(t) − ψ(a))η−1 |

= M
Γ(η)

Γ(α + η)(ψ(t) − ψ(a))α+η−1.
(2.3)

Par continuité de ψ, à partir de l’inégalité (2.3), on a

lim
t→a+

∣∣∣Iµ;ψ
a+ f(t)

∣∣∣ < lim
t→a+

Iµ;ψ
a+ |f(t)| = 0.

2.2 Les ψ dérivées fractionnaire :
Nous passons en revue quelques définitions, notations et résultats de la dérivée fractionnaire

ψ-Hilfer de [1].
Soit [a, b], (0 < a < b < ∞) est un intervalle fini de R et ψ : [a, b] → R est une fonction

croissante avec ψ′(t) ̸= 0, pour tous t ∈ [a, b].

2.2.1 La Dérivée fractionnaire ψ-Riemann-Liouville
Définition 2.2. [2]

Soient n − 1 < α ≤ n ∈ N, ψ ∈ Cn([a, b],R), et f ∈ C([a, b],R). Alors, la dérivée
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2.2. Les ψ dérivées fractionnaire : 13

fractionnaire ψ-Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α est définie par

RLDα;ψ
a+ f(t) =

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
(In−α;ψ
a+ f)(t)

= 1
Γ(n− α)

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n ∫ t

a
(ψ(t) − ψ(s))n−α−1ψ′(s)f(s)ds.

(2.4)

Remarque 2.2

En utilisant l’opérateur de dérivée fractionnaire ψ-Riemann-Liouville Eq. (2.4), nous pré-
sentons quelques dérivées fractionnaires en choisissant ψ.

1. Considérez le ψ(t) = t et le remplacement dans Eq. (2.4), on a

RLDα;t
a+f(t) =

(
d

dt

)n
In−α;t
a+ f(t)

=
(
d

dt

)n 1
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− s)n−α−1f(s)ds

= RLDα
a+f(t),

(2.5)

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
2. Considérez le ψ(t) = ln t et en remplaçant dans Eq. (2.4), on a

RLDγ;ln t
a+ f(t) =

(
t
d

dt

)n
In−γ;ln t
a+ f(t)

=
(
t
d

dt

)n 1
Γ(n− γ)

∫ t

a

(
ln t

s

)n−γ−1
f(s)ds

s

= HDγ
a+f(t),

(2.6)

la dérivée fractionnaire d’Hadamard.

3. Considérez le ψ(t) = tρ

ρ
et en remplaçant dans Eq. (2.4), on a

RLD
α; t

ρ

ρ

a+ f(t) =
(

1
tρ−1

d

dt

)n
I
n−α; t

ρ

ρ

a+ f(t)

=
(

1
tρ−1

d

dt

)n
ρ1−(n−α)

Γ(n− α)

∫ t

a
(tρ − sρ)n−α−1 sρ−1f(s)ds

= ρDα
a+f(t),

(2.7)

la dérivée fractionnaire de Katugampola.

Lemme 2.4
Soient α > 0 et η > 0. Si f(t) = (ψ(t) − ψ(a))η−1, alors :

RLDα;ψ
a+ f(t) = Γ(η)

Γ(η − α)(ψ(t) − ψ(a))η−α−1.
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Démonstration. En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire ψ-RL et le Lemme 2.1

RLDα;ψ
a+ (ψ(t) − ψ(a))η−1 =

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
(In−α;ψ
a+ (ψ(s) − ψ(a))η−1)(t)

= Γ(η)
Γ(n− α + η)

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n−1 ( 1
ψ′(t)

d

dt

)
(ψ(t) − ψ(a))n−α+η−1

= Γ(η)(n− α + η − 1)
Γ(n− α + η)

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n−1

(ψ(t) − ψ(a))n−α+η−2.

Et comme Γ(n− α + η) = (n− α + η − 1)Γ(n− α + η − 1), alors en répétant le processus de

la dérivée
(

1
ψ′(t)

d

dt

)
à la (n− 1) ième étape, on obtient :

RLDα;ψ
a+ (ψ(t) − ψ(a))η−1 = Γ(η)

Γ(n− α + η − 1)

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n−1

(ψ(t) − ψ(a))n−α+η−2

...

= Γ(η)
Γ(η − α)(ψ(t) − ψ(a))η−α−1.

Lemme 2.5
Soient n > 0 et f ∈ C([a, b],R). Alors :(

1
ψ′(t)

d

dt

)n
In;ψ
a+ f(t) = f(t).

Démonstration. En utilisant [2, Lemme 2.4], pour n− 1 < α ≤ n ∈ N et f ∈ C([a, b],R), on a
f(t) = RLDα;ψ

a+ I
α;ψ
a+ f(t)

En particulier pour α = n, on a

f(t) = RLDn;ψ
a+ I

n;ψ
a+ f(t) =

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
In−n;ψ
a+ In;ψ

a+ f(t)

=
(

1
ψ′(t)

d

dt

)n
In;ψ
a+ f(t).

Lemme 2.6
Soit α ∈ R+ et n− 1 ≤ α < n. Alors, pour f ∈ Cγ;ψ ([a, b],R), on a

RLDα;ψ
a+ Iα;Ψ

a+ f(t) = f(t).

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.2 et le Lemme 2.5, on obtient

RLDα;ψ
a+ Iα;ψ

a+ f(t) déf=
(

1
ψ′(t)

d

dt

)n
In−α;ψ
a+ Iα;ψ

a+ f(t)

=
(

1
ψ′(t)

d

dt

)n
In;ψ
a+ f(t)

= f(t).
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2.2.2 La Dérivée fractionnaire ψ-Hilfer

Définition 2.3. [1]
Soient n − 1 < α < n avec n ∈ N, et f, ψ ∈ Cn([a, b],R) deux fonctions. La dérivée
fractionnaire ψ-Hilfer (côté gauche) HDα,β;ψ

a+ (·) de la fonction f d’ordre α et de type
0 ≤ β ≤ 1, est défini par

HDα,β;ψ
a+ f(t) = I

β(n−α);ψ
a+

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
I

(1−β)(n−α);ψ
a+ f(t). (2.8)

On peut l’écrire comme suite :

HDα,β;ψ
a+ f(t) = Iγ−α;ψ

a+
RLDγ;ψ

a+ f(t), (2.9)

avec γ = α + β(n− α) et Iγ−α;ψ
a+ (·), RLDγ;ψ

a+ (·), tel que définis dans Eq. (2.1), Eq. (2.4).

Exemple 2.1. Soit η ∈ R, considérer la fonction f(t) = (ψ(t) − ψ(a))η−1, avec η > n. Alors,
pour n− 1 < α < n et 0 ≤ β ≤ 1, on a

HDα,β;ψ
a+ f(t) = Γ(η)

Γ(η − α)(ψ(t) − ψ(a))η−α−1. (2.10)

En effet, en utilisant le lemme 2.1 et le lemme 2.4 , on obtient :

HDα,β;ψ
a+ f(t) = Iγ−α;ψ

a+
RLDγ;ψ

a+ f(t)

= Iγ−α;ψ
a+

RLDγ;ψ
a+ (ψ(t) − ψ(a))η−1

= Iγ−α;ψ
a+

(
Γ(η)

Γ(η − γ)(ψ(t) − ψ(a))η−γ−1
)

= Γ(η)
Γ(η − γ)I

γ−α;ψ
a+

(
(ψ(t) − ψ(a))η−γ−1

)

= Γ(η)
Γ(η − α)(ψ(t) − ψ(a))η−α−1.

En particulier, si n ≤ k ∈ N, on a

HDα,β;ψ
a+ (ψ(t) − ψ(a))k = k!

Γ(k + 1 − α)(ψ(t) − ψ(a))k−α.

D’autre part, pour n > k ∈ N0, on a

HDα,β;ψ
a+ (ψ(t) − ψ(a))k = 0.

Exemple 2.2. Soit t > a, 1 > α > 0, 0 ≤ β ≤ 1. Alors pour 0 < γ = β(1 − α) + α < 1, on
obtient (

HDα,β;ψ
a+ (ψ(s) − ψ(a))γ−1

)
(t) = 0. (2.11)
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D’après 2.8 et le Lemme 2.1, on a

In−γ;ψ
a+ (ψ(t) − ψ(a))γ−1 = Γ(γ),

ensuite nous avons (
1

ψ′(t)
d

dt

)(
In−γ;ψ
a+ (ψ(t) − ψ(a))γ−1

)
= 0.

Exemple 2.3. Soient λ > 0, n− 1 < α < n et 0 ≤ β ≤ 1. Considérez la fonction

f(t) = Eα (λ(ψ(t) − ψ(a))α),

avec Eα(·) est la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre 1.10. Alors,

HDα,β;ψ
a+ f(t) = λf(t).

En effet, en utilisant la définition de la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre et (2.10),
on obtient

HDα,β;ψ
a+ f(t) = HDα,β;ψ

a+ [Eα (λ(ψ(t) − ψ(a))α)]
déf=

∞∑
k=0

λk

Γ(αk + 1)
HDα,β;ψ

a+ (ψ(t) − ψ(a))kα

(2.10)= λ
∞∑
k=1

λk−1

Γ(αk + 1)
Γ(αk + 1)

Γ(αk − α + 1)(ψ(t) − ψ(a))kα−α

= λ
∞∑
k=1

λk−1(ψ(t) − ψ(a))(k−1)α

Γ((k − 1)α + 1) .

Remplacer k par (k − 1), on obtient

HDα,β;ψ
a+ f(t) = λ

∞∑
k=0

λk(ψ(t) − ψ(a))kα
Γ(kα + 1) = λf(t).

Remarque 2.3

En utilisant l’opérateur de dérivée fractionnaire ψ-Hilfer Eq. (2.8), nous présentons une
large classe de dérivées fractionnaires en choisissant ψ, a et en prenant la limite des
paramètres α et β.

1. En prenant la limite β → 1 des deux membres de Eq. (2.8), on a

HDα,1;ψ
a+ f(t) = In−α;ψ

a+

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
f(t) = cDα;ψ

a+ f(t), (2.12)

la dérivée fractionnaire ψ-Caputo.
2. En prenant la limite β → 0 des deux membres de Eq. (2.8), on a

HDα,0;ψ
a+ f(t) =

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
I

(n−α);ψ
a+ f(t) = RLDα;ψ

a+ f(t), (2.13)

la dérivée fractionnaire ψ-Riemann-Liouville.
3. Considérons le ψ(t) = t et en prenant la limite β → 1 des deux membres de Eq.
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(2.8), on a

HDα,1;t
a+ f(t) = In−α;t

a+

(
d

dt

)n
f(t)

= 1
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− s)n−α−1

(
d

dt

)n
f(s)ds = CDα

a+f(t),
(2.14)

la dérivée fractionnaire de Caputo.

4. Considérons le ψ(t) = tρ

ρ
et en prenant la limite β → 0 des deux membres de Eq.

(2.8), on a
HD

α,0; t
ρ

ρ

a+ f(t) =
(

1
tρ−1

d

dt

)n
ρI
n−α; t

ρ

ρ

a+ f(t) = ρDα
a+f(t), (2.15)

la dérivée fractionnaire de Katugampola .
5. Pour ψ(t) = t et en prenant la limite β → 0 des deux membres de Eq. (2.8), on

obtient
HDα,0;x

a+ f(t) =
(
d

dt

)n
In−α;x
a+ f(t) = RLDα

a+f(t), (2.16)

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
6. Pour ψ(t) = ln t et en prenant la limite β → 0 des deux membres de Eq. (2.8), on

obtient
HDα,0;ln t

a+ f(t) =
(
t
d

dt

)n
In−α;ln t
a+ f(t) = HDα

a+f(t), (2.17)

la dérivée fractionnaire de Hadamard.
7. Pour ψ(t) = ln t et en prenant la limite β → 1 des deux membres de Eq. (2.8), on

obtient
HDα,1;ln t

a+ f(t) = In−α;ln t
a+

(
t
d

dt

)n
f(t)

= 1
Γ(n− α)

∫ t

a

(
ln t

s

)n−α−1 (
s
d

ds

)n
f(s)ds

s

= CHDα
a+f(t),

(2.18)

la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard.

8. Considérons le ψ(t) = tρ

ρ
et en prenant la limite β → 1 des deux membres de Eq.

(2.8), on obtient

HD
α,1; t

ρ

ρ

a+ f(t) = I
n−α; t

ρ

ρ

a+

(
1
tρ−1

d

dt

)n
f(t)

= ρα−n+1

Γ(n− α)

∫ t

a
(tρ − sρ)n−α−1

(
1

sρ−1
d

ds

)n
sρ−1f(s)ds

= CKDα,ρ
a+ f(t),

(2.19)

la dérivée fractionnaire de Caputo-Katugampola (de type Caputo).
9. Considérons le ψ(t) = ln t, par (2.9) et (2.6), on a

HDα,β;ln t
a+ f(t) = Iγ−α

a+
HDγ

a+f(t) = HDα,β
a+ f(t), (2.20)

la dérivée fractionnaire de Hilfer-Hadamard.
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10. Considérons le ψ(t) = tρ, par (2.9) et (2.7), on a

HDα,β;tρ
a+ f(t) = ρIγ−α

a+
ρDγ

a+f(t) = ρDα,β
a+ f(t), (2.21)

la dérivée fractionnaire de Hilfer–Katugampola.
11. Pour ψ(t) = t, a = 0 et en prenant la limite β → 0 de part et d’autre de Eq. (2.8),

on obtient
HDα,0;ψ

0+ f(t) =
(
d

dx

)n
In−α;ψ

0+ f(t) = RDα
a+f(t), (2.22)

la dérivée fractionnaire de Riemann.
12. Pour ψ(t) = t, a = c et en prenant la limite β → 0 de part et d’autre de Eq. (2.8),

on obtient
HDα,0;ψ

c+ f(t) =
(
d

dt

)n
In−α;ψ
c+ f(t)

=
(
d

dt

)n 1
Γ(n− α)

∫ t

c
(t− s)n−α−1f(s)ds

= Dα
c f(t),

(2.23)

la dérivée fractionnaire de Chen.
13. Considérons les ψ(t) = t, a = 0, g(t) = f(t) − f(0) et en prenant la limite β → 0

des deux membres de Eq. (2.8), on a

HDα,0;ψ
0+ g(t) = HDα,0;ψ

0+ (f(t) − f(0))

=
(
d

dt

)n
In−α;ψ

0 (f(t) − f(0))

= Dα
t f(t),

(2.24)

la dérivée fractionnaire de Jumarie.

Théorème 2.1
Si f ∈ Cn([a, b],R), n− 1 < α < n et 0 ≤ β ≤ 1, alors :

Iα;ψ
a+

HDα,β;ψ
a+ f(t) = f(t) −

n∑
k=1

(ψ(t) − ψ(a))γ−k

Γ(γ − k + 1)

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n−k

I
(1−β)(n−α);ψ
a+ f(a).

Démonstration. Utilisation du lemme 2.2 et définition de la dérivée fractionnaire ψ-Hilfer (2.9),
on obtient

Iα;ψ
a+

HDα,β;ψ
a+ f(t) = Iα;ψ

a+

(
Iγ−α;ψ
a+

RLDγ;ψ
a+ f(t)

)
= Iγ;ψ

a+
RLDγ;ψ

a+ f(t)

= 1
Γ(γ)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(s))γ−1ψ′(s) RLDγ;ψ

a+ f(s)ds.

Par défintion de RLDγ;ψ
a+ , on a

Iα;ψ
a+

HDα,β;ψ
a+ f(t) = 1

Γ(γ)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(s))γ−1ψ′(s)

(
1

ψ′(s)
d

ds

)n
(In−γ;ψ
a+ f)(s)ds.

En utilisant la formule d’intégration par parties. On peut considérer la décomposition,

(ψ(t) − ψ(s))γ−1
(

1
ψ′(s)

d

ds

)n
(In−γ;ψ
a+ f)(s) = v(s) × d

ds
u(s),
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où

v(s) = (ψ(t) − ψ(s))γ−1 et d

ds
u(s) =

(
1

ψ′(s)
d

ds

)n
(In−γ;ψ
a+ f)(s).

On a
d

ds
v(s) = −(γ − 1)ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))γ−2 et u(s) =

(
1

ψ′(s)
d

ds

)n−1

(In−γ;ψ
a+ f)(s),

et la formule d’intégration par parties indique que

Iα;ψ
a+

HDα,β;ψ
a+ f(t) = 1

Γ(γ)

(ψ(t) − ψ(s))γ−1
(

1
ψ′(s)

d

ds

)n−1

(In−γ;ψ
a+ f)(s)

t
a

+ γ − 1
Γ(γ)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))γ−2

(
1

ψ′(s)
d

ds

)n−1

(In−γ;ψ
a+ f)(s)ds

= − 1
Γ(γ)(ψ(t) − ψ(a))γ−1

(
1

ψ′(s)
d

ds

)n−1

(In−γ;ψ
a+ f)(a)

+ 1
Γ(γ − 1)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(t))γ−2

(
1

ψ′(s)
d

ds

)n−1

(In−γ;ψ
a+ f)(s)ds.

En répétant le processus d’intégration par parties à la n ième étape, on obtient

Iα;ψ
a+

HDα,β;ψ
a+ f(t) = − 1

Γ(γ)(ψ(t) − ψ(a))γ−1
(

1
ψ′(s)

d

ds

)n−1

(In−γ;ψ
a+ f)(a)

− 1
Γ(γ − 1)(ψ(t) − ψ(a))γ−2

(
1

ψ′(s)
d

ds

)n−2

(In−γ;ψ
a+ f)(a)

+ 1
Γ(γ − 2)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(t))γ−3

(
1

ψ′(s)
d

ds

)n−2

(In−γ;ψ
a+ f)(s)ds

...

= −
n∑
k=1

1
Γ(γ − k + 1)(ψ(t) − ψ(a))γ−k

(
1

ψ′(s)
d

ds

)n−k

(In−γ;ψ
a+ f)(a)

+ 1
Γ(γ − n)

∫ t

a
(ψ(t) − ψ(t))γ−n−1In−γ;ψ

a+ f(s)ds

= −
n∑
k=1

(ψ(t) − ψ(a))γ−k

Γ(γ − k + 1)

(
1

ψ′(s)
d

ds

)n−k

(In−γ;ψ
a+ f)(a)

+ In−γ;ψ
a+ Iγ−n;ψ

a+ f(s)ds.

En suite, nous concluons que

Iα;ψ
a+

HDα,β;ψ
a+ f(t) = f(t) −

n∑
k=1

(ψ(t) − ψ(a))γ−k

Γ(γ − k + 1)

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n−k

I
(1−β)(n−α);ψ
a+ f(a).

Théorème 2.2
Soit f ∈ C1([a, b],R), α > 0 et 0 ≤ β ≤ 1, alors :

HDα,β;ψ
a+ Iα;ψ

a+ f(t) = f(t).
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Démonstration. En effet, on a

HDα,β;ψ
a+ Iα;ψ

a+ f(t) = Iγ−α;ψ
a+

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
I

(1−β)(n−α);ψ
a+ Iα;ψ

a+ f(t)

= Iγ−α;ψ
a+

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
In−βn+βα;ψ
a+ f(t)

= Iγ−α;ψ
a+

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n
I
n−(γ−α);ψ
a+ f(t)

= Iγ−α;ψ
a+

RLDγ−α;ψ
a+ f(t).

En utilisant le Théorème 2.1 et le Lemme 2.3, nous concluons que

HDα,β;ψ
a+ Iα;ψ

a+ f(t) = Iγ−α;ψ
a+

RLDγ−α;ψ
a+ f(t)

= f(t) −
n∑
k=1

(ψ(t) − ψ(a))γ−k

Γ(γ + 1 − k)

(
1

ψ′(t)
d

dt

)n−k

I
(1−β)(n−α);ψ
a+ f(a)

= f(t).
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CHAPITRE 3

Sur les équations différentielles
fractionnaires ψ-Hilfer.
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22

D ans ce chapitre nous présentons l’étude de l’existence de solutions pour un certain
type d’équations différentielles fonctionnelles de ψ-Hilfer.

On considère l’espace linéaire

C1−γ;ψ ([a, b],R) =
{
x :]a, b] → R : (ψ(·) − ψ(a))1−γx(·) ∈ C([a, b],R)

}
,

avec une métrique appropriée à savoir

dC1−γ;ψ(x, y) = sup
t∈[a,b]

(ψ(t) − ψ(a))1−γ∥x(t) − y(t)∥ < ∞,

avec une norme définie par

∥x∥C1−γ;ψ = sup
t∈[a,b]

(ψ(t) − ψ(a))1−γ∥x(t)∥.

Lemme 3.1
Si 0 < γ < 1 est une constante, alors

1. dC1−γ;ψ est une métrique ;

2.
(
C1−γ;ψ ([a, b],R) , dC1−γ;ψ

)
est un espace métrique complet.

Démonstration. :
1. Suppose que ε > 0, 0 < γ < 1 alors, on a

(ψ(t) − ψ(a))1−γ > 0,∀t ∈ [a, b].

Comme ∥x(t) − y(t)∥ est une norme, vérifiez facilement les propriétés des métriques.
2. Soit {xi(t)} une suite de Cauchy, i.e., pour chaque ε > 0, il existe un entier positif Nε tel

que
(ψ(t) − ψ(a))1−γ ∥xi(t) − xj(t)∥ < ε,∀i, j > Nε, ∀t ∈ [a, b].

Il en résulte que la suite {xi(t)} est uniformément convergente. La limite d’une suite
uniformément convergente de fonctions continues est une fonction continue. Prise j → ∞
on obtient

(ψ(t) − ψ(a))1−γ ∥xi(t) − x(t)∥ < ε,∀i > Nε, ∀t ∈ I,

et donc la suite de Cauchy {xi(t)} converge dans la métrique dC1−γ;ψ de C1−γ;ψ ([a, b],R).
Par conséquent,

(
C1−γ;ψ ([a, b],R) , dC1−γ;ψ

)
est un espace métrique complet.

Lemme 3.2
Si 0 < γ < 1 est une constante, alors

1. ∥ · ∥C1−γ;ψ est une norme ;

2.
(
C1−γ;ψ ([a, b],R) , ∥ · ∥C1−γ;ψ

)
est un espace de Banach.

Démonstration. :
1. Du point 1 du Lemme 3.1 il résulte que ∥ · ∥C1−γ;ψ est une norme.
2. Du point 2 du Lemme 3.1 et de le point 1 ci-dessus, le lemme suit.
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Lemme 3.3
Soit X :=

(
C1−γ;ψ ([a, b],R) , ∥ · ∥C1−γ;ψ

)
, alors X est une algèbre de Banach avec le produit

des vecteurs définis par

∀x, y ∈ C1−γ;ψ ([a, b],R) , (xy)(t) = x(t)y(t), t ∈ [a, b].

3.1 Un premier type de problème
Dans cette section, nous considérons l’équation différentielle fractionnaire hybrides ψ-Hilfer

suivants de la forme [5] :

HDα,β;ψ
0+

[
y(t)

f(t, y(t))

]
= g(t, y(t)), p.p t ∈]0, T ], (3.1)

(ψ(t) − ψ(0))1−γy(t)
∣∣∣
t=0

= y0 ∈ R, (3.2)

avec 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, γ = α+β(1 −α), HDα,β;ψ
0+ (·) est la dérivée fractionnaire ψ-Hilfer

d’ordre α et de type β, f ∈ C([0, T ] × R,R\{0}) est borné et g ∈ C([0, T ] × R,R) est fonction
Carathéodory.

1. Pour β = 0, ψ(t) = t, y0 = 0, on a EDF hybrides non linéaires de la forme

RLDα
0+

[
y(t)

f(t, y(t))

]
= g(t, y(t)), p.p t ∈]0, T ],

y(0) = 0.

2. Pour α = 1, β = 1, ψ(t) = t, on a les équations différentielles hybrides non linéaires
d’ordre entier de la forme

d

dt

[
y(t)

f(t, y(t))

]
= g(t, y(t)), p.p t ∈]0, T ],

y(0) = y0 ∈ R.

3.1.1 Équation intégrale fractionnaire (EIF).

Lemme 3.4
Une fonction y ∈ X est la solution du problème de Cauchy pour les EDF hybrides (3.1)-
(3.2) si et seulement si elle est solution de l’EIF hybride suivant

y(t) = f(t, y(t))
{

y0

f(0, y(0))(ψ(t) − ψ(0))γ−1 + Iα;ψ
0+ g(t, y(t))

}
, t ∈]0, T ]. (3.3)

Démonstration. Soit y ∈ X est la solution du problème de Cauchy pour les EDF hybrides
(3.1)-(3.2).

Application de la ψ-RL intégrale fractionnaire Iα;ψ
0+ des deux membres de l’équation (3.1) et

en utilisant le Théorème 2.1, on obtient

y(t)
f(t, y(t)) − (ψ(t) − ψ(0))γ−1

Γ(γ)

[
I1−γ;ψ

0+
y(t)

f(t, y(t))

]
t=0

= Iα;ψ
0+ g(t, y(t)), t ∈]0, T ].
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L’équation ci-dessus peut être écrite comme

y(t) = f(t, y(t))
{

C

Γ(γ)(ψ(t) − ψ(0))γ−1 + Iα;ψ
0+ g(t, y(t))

}
, t ∈]0, T ], (3.4)

où
C =

[
I1−γ;ψ

0+
y(t)

f(t, y(t))

]
t=0

.

Ensuite, nous évaluons la valeur de C en utilisant la condition initiale. En multipliant (ψ(t) −
ψ(0))1−γ des deux membres de l’équation (3.4), on obtient pour t ∈ [0, T ]

(ψ(t) − ψ(0))1−γy(t) = C

Γ(γ)f(t, y(t)) + (ψ(t) − ψ(0))1−γf(t, y(t))Iα;ψ
0+ g(t, y(t)).

En mettant t = 0 dans l’équation ci-dessus et en utilisant la condition initiale (3.2), on obtient

C = y0Γ(γ)
f(0, y(0)) .

En mettant la valeur de C dans l’équation (3.4), on obtient

y(t) = f(t, y(t))
[

y0

f(0, y(0))(ψ(t) − ψ(0))ξ−1 + Iµ;ψ
0+ g(t, y(t))

]
, t ∈]0, T ],

qui est requis EI fractionnaire hybride équivalent aux EDF hybrides (3.1)-(3.2).

Inversement, soit y ∈ C1−γ;ψ ([a, b],R) est une solution de l’EI hybride (3.3). Il peut alors
s’écrire comme

y(t)
f(t, y(t)) = y0

f(0, y(0))(ψ(t) − ψ(0))γ−1 + Iα;ψ
0+ g(t, y(t)), t ∈]0, T ]. (3.5)

Application de la dérivée ψ-Hilfer HDα,β;ψ
0+ de part et d’autre de l’équation (3.5) et en utilisant

le (2.11) et le Théorème 2.2, on obtient

HDα,β;ψ
0+

[
y(t)

f(t, y(t))

]
= y0

f(0, y(0))
HDα,β;ψ

0+ (ψ(t) − ψ(0))γ−1 + HDα,β;ψ
0+ Iα;ψ

0+ g(t, y(t)) = g(t, y(t)).

Il reste à vérifier la condition initiale (3.2). De l’équation (3.5), nous avons

(ψ(t) − ψ(0))1−ξ y(t)
f(t, y(t)) = y0

f(0, y(0)) + (ψ(t) − ψ(0))1−ξIµ;ψ
0+ g(t, y(t)).

À t = 0, l’équation ci-dessus se réduit à[
(ψ(t) − ψ(0))1−ξy(t)

]
t=0

= y0,

ce qui donne la condition initiale (3.2). Ceci achève la preuve.
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3.1.2 Existence de solution

Pour prouver l’existence de solution aux EDF hybrides (3.1)-(3.2), nous avons besoin des
hypothèses suivantes sur f et g :
(H1) La fonction f ∈ C([0, T ] × R,R\{0}) est bornée et satisfait les conditions suivantes :

1. La fonction v → v

f(t, v) est croissante en R p.p t ∈]0, T ].

2. il existe L > 0 tel que

|f(t, x) − f(t, y)| ≤ L|x− y|, t ∈ [0, T ] et x, y ∈ R.

(H2) La fonction g ∈ C([0, T ]×R,R) est Carathéodory et il existe une fonction h ∈ C([0, T ],R)
telle que

|g(t, y)| ≤ h(t), p.p t ∈ [0, T ] et y ∈ R.

Théorème 3.1
Supposons que les hypothèses (H1)-(H2) soient vérifiées. Alors les EDF hybrides (3.1)-
(3.2) admet une solution y ∈ C1−γ;ψ ([0, T ],R) à condition que

L

{∣∣∣∣∣ y0

f(0, y(0))

∣∣∣∣∣+ ∥h∥∞(ψ(T ) − ψ(0))α
Γ(α + 1)

}
< 1. (3.6)

Démonstration. Soit
S =

{
x ∈ X : ∥x∥C1−γ;ψ ≤ R

}
avec R = K

{∣∣∣∣∣ y0

f(0, y(0))

∣∣∣∣∣+ ∥h∥∞(ψ(T ) − ψ(0))α+1−γ

Γ(α + 1)

}
et K est dépendant f .

Clairement, S est un sous-ensemble fermé, convexe et borné de X. Définir deux opérateurs
A : X → X et B : S → X par

Ay(t) = f(t, y(t)), t ∈ [0, T ],

By(t) = y0(ψ(t) − ψ(0))γ−1

f(0, y(0)) + 1
Γ(α)

∫ t

0
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α−1g(s, y(s))ds, t ∈]0, T ].

En suite, l’EI hybride (3.3) est transformé en l’équation d’opérateur suivante

y = AyBy, y ∈ X.

Nous prouvons que les opérateurs A et B vérifient toutes les conditions du Théorème 1.3. La
preuve est donnée dans les étapes suivantes :

Étape 1 : A : X → X est l’opérateur de Lipschitz.

En utilisant l’hypothèse (H1)(1), on obtient∣∣∣(ψ(t) − ψ(0))1−γ(Ax(t) − Ay(t))
∣∣∣ =

∣∣∣(ψ(t) − ψ(0))1−γ(f(t, x(t)) − f(t, y(t)))
∣∣∣

≤ L
∣∣∣(ψ(t) − ψ(0))1−γ(x(t) − y(t))

∣∣∣
≤ L∥x− y∥C1−γ;ψ .
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Cela donne
∥Ax− Ay∥C1−γ;ψ ≤ L∥x− y∥C1−γ;ψ . (3.7)

Étape 2 : B : S → X est complètement continu.

(i) B : S → X est continu.

Soit yn → y dans S. Alors,

∥Byn −By∥C1−γ;ψ

= max
t∈[0,T ]

∣∣∣(ψ(t) − ψ(0))1−γ (Byn(t) −By(t))
∣∣∣

≤ max
t∈[0,T ]

(ψ(t) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t

0
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α−1 |g (s, yn(s)) − g(s, y(s))| ds.

Par la continuité de g et la théorème de convergence dominée de Lebesgue, à partir de l’inégalité
ci-dessus, on a

∥Byn −By∥C1−γ;ψ
→ 0 quand n → ∞.

Cela prouve que B : S → X est continu.

(ii) B(S) = {By : y ∈ S} est uniformément borné.

En utilisant l’hypothèse (H2), pour tout y ∈ S et t ∈ [0, T ], on a∣∣∣(ψ(t) − ψ(0))1−γBy(t)
∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣ y0

f(0, y(0))

∣∣∣∣∣+ (ψ(t) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t

0
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α−1|g(s, y(s))|ds

≤
∣∣∣∣∣ y0

f(0, y(0))

∣∣∣∣∣+ (ψ(t) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t

0
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α−1h(s)ds

≤
∣∣∣∣∣ y0

f(0, y(0))

∣∣∣∣∣+ ∥h∥∞(ψ(t) − ψ(0))1−γ (ψ(t) − ψ(0))α
Γ(α + 1)

≤
∣∣∣∣∣ y0

f(0, y(0))

∣∣∣∣∣+ ∥h∥∞(ψ(T ) − ψ(0))α+1−γ

Γ(α + 1) .

Donc
∥By∥C1−γ;ψ

≤
∣∣∣∣∣ y0

f(0, y(0))

∣∣∣∣∣+ ∥h∥∞(ψ(T ) − ψ(0))α+1−γ

Γ(α + 1) . (3.8)

(iii) B(S) est équicontinu.
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Soient y ∈ S et t1, t2 ∈ J avec t1 < t2. En utilisant l’hypothèse (H2), on a∣∣∣(ψ (t2) − ψ(0))1−γ By (t2) − (ψ (t1) − ψ(0))1−γ By (t1)
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
{

y0

f(0, y(0)) + (ψ (t2) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t2

0
ψ′(s) (ψ (t2) − ψ(s))α−1 g(s, y(s))ds

}

−
{

y0

f(0, y(0)) + (ψ (t1) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t1

0
ψ′(s) (ψ (t1) − ψ(s))α−1 g(s, y(s))ds

} ∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣(ψ (t2) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t2

0
ψ′(s) (ψ (t2) − ψ(s))α−1 | g(s, y(s)) | ds

− (ψ (t1) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t1

0
ψ′(s) (ψ (t1) − ψ(s))α−1 |g(s, y(s))|ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣(ψ (t2) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t2

0
ψ′(s) (ψ (t2) − ψ(s))α−1 h(s)ds

− (ψ (t1) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t1

0
ψ′(s) (ψ (t1) − ψ(s))α−1 h(s)ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣(ψ (t2) − ψ(0))1−γ ∥h∥∞

Γ(α)

∫ t2

0
ψ′(s) (ψ (t2) − ψ(s))α−1 ds

− (ψ (t1) − ψ(0))1−γ ∥h∥∞

Γ(α)

∫ t1

0
ψ′(s) (ψ (t1) − ψ(s))α−1 ds

∣∣∣∣∣∣
= ∥h∥∞

Γ(α + 1)

∣∣∣∣∣∣ (ψ (t2) − ψ(0))α+1−γ − (ψ (t1) − ψ(0))α+1−γ

∣∣∣∣∣∣.
Par la continuité de ψ, de l’inégalité ci-dessus, il résulte que

si |t1 − t2| → 0 alors
∣∣∣(ψ (t2) − ψ(0))1−γ By (t2) − (ψ (t1) − ψ(0))1−γ By (t1)

∣∣∣ → 0.

Des parties (ii) et (iii), il s’ensuit que B(S) est uniformément borné et équicontinu dans X.
Alors d’après le théorème d’Ascoli-Arzelà, B(S) est relativement compact.

Par conséquent, B : S → X est un opérateur compact. Puisque B : S → X est l’opérateur
continu et compact, il est complètement continu.

Étape 3 : Montrons que y ∈ X, y = AyBx =⇒ y ∈ S pour tout x ∈ S.

Soit y ∈ X et x ∈ S tel que y = AyBx. En utilisant l’hypothèse (H2) et la bornitude de f , pour
tout t ∈ [0.T ], on a
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∣∣∣(ψ(t) − ψ(0))1−γy(t)
∣∣∣

=
∣∣∣(ψ(t) − ψ(0))1−γAy(t)Bx(t)

∣∣∣
=
∣∣∣∣∣(ψ(t) − ψ(0))1−γf(t, y(t))

{
y0(ψ(t) − ψ(0))γ−1

f(0, x(0)) + 1
Γ(α)

∫ t

0
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α−1g(s, x(s))ds

}∣∣∣∣∣
≤ |f(t, y(t))|

{∣∣∣∣∣ y0

f(0, x(0))

∣∣∣∣∣+ (ψ(t) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t

0
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α−1|g(s, x(s))|ds

}

≤ K

{∣∣∣∣∣ y0

f(0, x(0))

∣∣∣∣∣+ (ψ(t) − ψ(0))1−γ

Γ(α)

∫ t

0
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α−1h(s)ds

}

≤ K

{∣∣∣∣∣ y0

f(0, x(0))

∣∣∣∣∣+ (ψ(t) − ψ(0))α+1−γ∥h∥∞

Γ(α + 1)

}
.

Cela donne

∥y∥C1−γ;ψ ≤ K

{∣∣∣∣∣ y0

f(0, x(0))

∣∣∣∣∣+ (ψ(T ) − ψ(0))α+1−γ∥h∥∞

Γ(α + 1)

}
= R.

Cela implique, y ∈ S.

Étape 4 : Prouver αM < 1 où M = sup
{
∥By∥C1−γ;ψ : y ∈ S

}
.

De l’inégalité (3.8), on a

M = sup
{
∥By∥C1−γ;ψ : y ∈ S

}
≤
∣∣∣∣∣ y0

f(0, y(0))

∣∣∣∣∣+ ∥h∥∞(ψ(T ) − ψ(0))α+1−γ

Γ(α + 1) .

De l’inégalité (3.7), on obtient α = L. Par conséquent, en utilisant la condition (3.6), on a

αM ≤ L

{∣∣∣∣∣ y0

f(0, y(0))

∣∣∣∣∣+ ∥h∥∞(ψ(T ) − ψ(0))α+1−γ

Γ(α + 1)

}
< 1.

Des étapes 1 à 4, il s’ensuit que toutes les conditions du Théorème 1.3 sont remplies. Par
conséquent, en appliquant le Théorème 1.3, l’équation d’opérateur y = AyBy a une solution
dans S, qui agit comme une solution des EDF hybrides (3.1)-(3.2).

Exemple 3.1. Considérons le problème de la valeur initiale de ψ-Hilfer EDF :

HD
1
2 ,

1
4 ;t

0+

[
10y(t)
ty(t) + 2

]
= 1

13(et2 + 2) sin(y(t)), p.p t ∈]0, 1], (3.9)

(t− 0) 3
8y(t)

∣∣∣
t=0

= 1
15 .

(3.10)

En comparant le problème ci-dessus avec le ψ-Hilfer EDF (3.1)-(3.2), on obtient

α = 1
2 , β = 1

4 , γ = 5
8 , 1 − γ = 3

8 , ψ(t) = t, y0 = 1
15 , T = 1,
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f(t, y(t)) = ty(t) + 2
10 ,

et
g(t, y(t)) = 1

13(et2 + 2) sin(y(t)).

En suite, nous montrons que y vérifient les hypothèses (H1) et (H2) du théorème 3.1. Pour
tout p, q ∈ R et t ∈ [0, 1], on a

|f(t, p) − f(t, q)| =
∣∣∣∣tp+ 2

10 − tq + 2
10

∣∣∣∣ = t

10 |p− q| ≤ 1
10 |p− q|.

Cela prouve que f satisfait la condition de Lipschitz avec une constante L = 1
10 .

De plus, pour tout p ∈ R et t ∈ [0, 1], on a

|g(t, p)| =
∣∣∣∣∣ 1
13(et2 + 2) sin(y(t))

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ 1
13(et2 + 2)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
13 = h(t).

Donc

L

{∣∣∣∣∣ y0

f(0, y(0))

∣∣∣∣∣+ ∥h∥∞(ψ(T ) − ψ(0))α
Γ(α + 1)

}
= 1

10

{
1/15
2/10 + 1/13

Γ(1/2 + 1)

}
< 1.

Ceci implique que la condition (3.6) est vérifiée. Puisque toutes les conditions du théorème 3.1
sont satisfaites, les EDF hybrides (3.9) et (3.10) ont au moins une solution dans l’espace X.

3.2 Un deuxième type de problème
Dans cette section, nous étendons une analyse qualitative du problème des valeurs aux

limites (PVL) pour les équations différentielles fractionnaires hybrides non linéaires avec des
conditions aux limites (CL) hybrides impliquant une dérivée d’ordre fractionnaire ψ-Hilfer.

Ici, nous considérons le EDF hybride de type Hilfer par rapport à ψ et les conditions aux
limites hybrides [6] :

HDα,β;ψ
a+

(
y(t) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)
= U(t, y(t)), t ∈ (a, b],

c1I
1−γ;ψ
a+

(
y(t) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)∣∣∣∣∣
t=a

+ c2

(
y(y) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)∣∣∣∣∣
t=b

= d,

(3.11)

où 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1 et γ = α+β (1 − α). HDα,β;ψ
a+ et I1−γ;ψ

a+ sont le dérivée fractionnaire de
Hilfer et l’intégrale fractionnaire de RL par rapport à ψ, respectivement, U,G ∈ C([a, b]×R,R),
Q ∈ C([a, b] × R,R\{0}) et c1, c2, d ∈ R.

3.2.1 Équation intégrale fractionnaire (EIF)
Le résultat à venir donne l’équivalent de la formule de solution pour le problème proposé.
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Lemme 3.5
Soit 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, avec γ = α + β(1 − α), et soit H,Z ∈ C ((a, b],R) et
W ∈ C ((a, b],R\{0}). Alors, la fonction y ∈ C1−γ;ψ([a, b],R) est une solution du problème
de valeur limite hybride fractionnaire linéaire suivant :

HDα,β;ψ
a+

(
y(t) − Z(t)
W (t)

)
= H(t), t ∈]a, b],

c1I
1−γ;ψ
a+

(
y(t) − Z(t)
W (t)

)∣∣∣∣∣
t=a

+ c2

(
y(t) − Z(t)
W (t)

)∣∣∣∣∣
t=b

= d,

(3.12)

si et seulement si y satisfait les équations intégrales fractionnaires :

y(t) = W (t)
(

(ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

[
d− c2

(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(b)
]

+
(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(t)
)

+ Z(t),

(3.13)
où Πb = c1Γ(γ) + c2(ψ(b) − ψ(a))γ−1 ̸= 0.

Démonstration. . Soit y ∈ C1−γ;ψ([a, b],R) une solution de (3.12). Nous devons prouver que y
est aussi une solution de (3.13).

Par définition de C1−γ;ψ([a, b],R) et du lemme 2.3, on a

I1−γ;ψ
a+ y(t) ∈ C1−γ;ψ([a, b],R).

Maintenant, en appliquant Iα;ψ
a+ sur la première équation de (3.12) et en utilisant le Théorème

2.1, nous pouvons écrire

y(t) − Z(t)
W (t) = (ψ(t) − ψ(a))γ−1

Γ(γ) I1−γ;ψ
a+

(
y(a) − Z(a)

W (a)

)
+
(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(t).

Définissons Y1 = I1−γ;ψ
a+ ((y(a) − Z(a))/W (a)), il s’ensuit que

y(t) = W (t)
(
Y1

Γ(γ)(ψ(t) − ψ(a))γ−1 +
(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(t)
)

+ Z(t). (3.14)

Prendre la limite t −→ b, on obtient

y(b) = W (b)
(
Y1

Γ(γ)(ψ(b) − ψ(a))γ−1 +
(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(b)
)

+ Z(b),

ce qui implique

y(b) − Z(b)
W (b) = Y1

Γ(γ)(ψ(b) − ψ(a))γ−1 +
(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(b). (3.15)

Pour déterminer la constante Y1, nous utilisons la condition aux limites de (3.12). Il a été suivi
de

Y1 = d

c1
− c2

c1

[
Y1

Γ(γ)(ψ(b) − ψ(a))γ−1 +
(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(b)
]
,

ce qui implique

Y1 = Γ(γ)
c1Γ(γ) + c2(ψ(b) − ψ(a))γ−1

[
d− c2

(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(b)
]
.
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Alors, (3.14) devient

y(t) = W (t)
(

(ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

[
d− c2

(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(b)
]

+
(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(t)
)

+ Z(t),

ce qui montre que la formule (3.13) est satisfaite.

Inversement, soit y ∈ C1−γ;ψ([a, b],R) satisfait (3.13) qui peut s’écrire (3.12 ). Dans (3.13),
en prenant comme limite t −→ a et t −→ b puis en utilisant le lemme 2.3, on obtient

c1I
1−γ;ψ
a+

(
y(t) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)∣∣∣∣∣
t=a

+ c2

(
y(y) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)∣∣∣∣∣
t=b

= d,

Dans le même contexte, on déduit de (3.13) que

y(t) − Z(t)
W (t) = (ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

[
d− c2

(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(b)
]

+
(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(t). (3.16)

En appliquant HDα,β;ψ
a+ de part et d’autre de (3.16). Puis, utilisez le (2.11) et le Théorème 2.2

pour obtenir

HDα,β;ψ
a+

(
y(t) − Z(t)
W (t)

)
=

(
HDα,β;ψ

a+ (ψ(s) − ψ(a))γ−1
)

(t)
Πb

[
d− c2

(
Iα;ψ
a+ H(s)

)
(b)
]

+
(
HDα,β;ψ

a+ Iα;ψ
a+ H(s)

)
(t)

=
(
HDα,β;ψ

a+ Iα;ψ
a+ H(s)

)
(t)

= H(t).

Ceci termine la preuve.

3.2.2 Existence de solution
Dans cette partie, nous prouvons le théorème d’existence du problème (3.11) dans l’espace

pondéré au moyen de la technique du point fixe de Dhage.

Définition 3.1
Une fonction y ∈ C1−γ;ψ([a, b],R) est dite solution de l’EDF (3.11) si

a) La fonction
(
y(t) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)
∈ C1−γ;ψ([a, b],R).

b) y satisfait les équations de (3.11).

Pour prouver l’existence de solution aux EDF hybrides (3.11), nous avons besoin des hypo-
thèses suivantes :
(A1) Soit Q : (a, b] × R −→ R\{0}, G : (a, b] × R −→ R, et U : (a, b] × R −→ R sont

des fonctions continues telles que Q(·, y(·)), G(·, y(·)), U(·, y(·)) ∈ C1−γ;ψ([a, b],R), pour
chaque y ∈ C1−γ,ψ([a, b],R).

(A2) Il existe deux fonctions positives µQ, µG ∈ C([a, b],R+) telles que

|Q(ϑ, v) −Q(t, v̄)| ≤ µQ|v − v̄|,

|G(t, v) −G(t, v̄)| ≤ µG|v − v̄|,

pour chaque v, v̄ ∈ R.
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(A3) Il existe deux fonctions ρ, σ ∈ C([a, b],R) telles que

|U(t, y)| ≤ ρ(t) + σ(t)∥y∥C1−γ;ψ([a,b],R),

pour chaque (t, y) ∈ (a, b] × C1−γ;ψ([a, b],R).
(A4) Il existe une constante µ > 0 tel que

Q0R +G0

1 − (∥µQ∥R + ∥µG∥) ≤ µ, et ∥µQ∥R + ∥µG∥ < 1,

où Q0 = max
t∈[a,b]

∣∣∣(ψ(t) − ψ(a))1−γQ(t, 0)
∣∣∣, G0 = max

t∈[a,b]

∣∣∣(ψ(t) − ψ(a))1−γG(t, 0)
∣∣∣ et

R = (ψ(b) − ψ(a))γ−1

Πb

d+
(

(ψ(b) − ψ(a))γ−1|c2|
Πb

+ 1
)

(ψ(b) − ψ(a))α|c2|
Γ(α + 1) (∥ρ∥ + ∥σ∥µ) .

(3.17)

Comme résultat du lemme 3.5, nous présentons le lemme suivante :

Lemme 3.6
Soit 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, avec γ = α + β(1 − α) et p :]a, b] × R −→ R sont continus.
Alors, l’hybride fractionnaire non linéaire (3.11) est équivalent à

y(t) = G(t, y(t))

+Q(t, y(t))
[

(ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

(
d− c2

Γ (α)

∫ b

a
ψ′(s)(ψ(b) − ψ(s))αU(s, y(s))ds

)

+ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))αU(s, y(s))ds

]
.

(3.18)

Théorème 3.2.
Supposons que (A1) − (A4) soit valide. Alors, le problème (3.11) admet au moins une
solution dans C1−γ;ψ([a, b],R).

Démonstration. Soit

Ωµ =
{
y ∈ C1−γ;ψ([a, b],R) : ∥y∥C1−γ;ψ ≤ µ

}
.

Évidemment, Ωµ est un sous-ensemble convexe, fermé et borné de C1−γ;ψ([a, b],R).

Définir les opérateurs T1, T2 : C1−γ;ψ([a, b],R) −→ C1−γ;ψ([a, b],R) et T3 : Ωµ −→ C1−γ;ψ([a, b],R)
par

T1y(t) = Q(t, y(t)), t ∈]a, b],

T2y(t) = G(t, y(t)), t ∈]a, b],

T3y(t) = (ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

(
d− c2

Γ (α)

∫ b

a
ψ′(s)(ψ(b) − ψ(s))αU(s, y(s))ds

)
+

1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))αU(s, y(s))ds, t ∈]a, b].
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En suite, nous pouvons exprimer l’équation (3.18) comme suit :

y(t) = T2y(t) + T1y(t) · T3y(t), t ∈ (a, b]. (3.19)

Maintenant, nous allons montrer que T1, T2 et T3 répondent à toutes les exigences du théo-
rème 1.4. Cela sera accompli dans une série d’étapes suivantes.

Étape 1. T1, T2 est Lipschitzien on C1−γ;ψ([a, b],R).

Soit y, ω ∈ C1−γ;ψ([a, b],R) et t ∈ (a, b]. Alors, par (A2), on a

∥T1y − T1ω∥C1−γ;ψ = sup
t∈[a,b]

∣∣∣[ψ(t) − ψ(a)]1−γ(T1y(t) − T1ω(t))
∣∣∣

= sup
t∈[a,b]

[ψ(t) − ψ(a)]1−γ|Q(t, y(t)) −Q(t, ω(t))|

≤ sup
t∈[a,b]

[ψ(t) − ψ(a)]1−γµQ(t)|y(t) − ω(t)|

≤ ∥µQ∥ ∥y − ω∥C1−γ;ψ .

Par conséquent, T1 est lipschitzien sur C1−γ;ψ([a, b],R) avec la constante de Lipschitz ∥µQ∥.
De même, nous concluons que T2 est Lipschitzien sur C1−γ;ψ([a, b],R) ) avec la constante de

Lipschitz ∥µG∥, i.e.,
∥T2y − T2ω∥C1−γ;ψ ≤ ∥µG∥ ∥y − ω∥C1−γ;ψ .

Étape 2. T3 est complètement continue.

i) Nous montrons que T3 est continue.

Soit {yn} est une suite telle que yn −→ y dans Ωµ. Alors,

lim
n−→∞

| [ψ(t) − ψ(a)]1−γ (T3yn(t) − T3y(t)) |

≤ 1
Πb

c2

Γ(α)

∫ b

a
ψ′(s)(ψ(b) − ψ(s))α lim

n−→∞
|U (s, yn(s)) − U(s, y(s))| ds

+ (ψ(t) − ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α lim

n−→∞
|U (s, yn(s)) − U(s, y(s))| ds

= 1
Πb

c2

Γ(α)

∫ b

a
ψ′(s)(ψ(b) − ψ(s))α(ψ(s) − ψ(a))γ−1

× lim
n−→∞

(ψ(s) − ψ(a))1−γ |U(s, yn(s)) − U(s, y(s))| ds

+ (ψ(t) − ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α(ψ(s) − ψ(a))γ−1

× lim
n−→∞

(ψ(s) − ψ(a))1−γ |U(s, yn(s)) − U(s, y(s))| ds.
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Puisque U(·, y(·)) est une fonction continue avec U(·, y(·)) ∈ C1−γ;ψ([a, b],R), on a

lim
n→∞

∣∣∣[ψ(t) − ψ(a)]1−γ (T3yn(t) − T3y(t))
∣∣∣

≤ 1
Πb

c2

Γ(α)

∫ b

a

ψ′(s)(ψ(b) − ψ(s))α
(ψ(s) − ψ(a))1−γ lim

n−→∞
∥U (·, yn(·)) − U(·, y(·))∥C1−γ;ψ

ds

+ (ψ(t) − ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t

a

ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α
(ψ(s) − ψ(a))1−γ lim

n→∞
∥U (·, yn(·)) − U(·, y(·))∥C1−γ;ψ

ds.

Puisque ψ est croissant et en utilisant le Lemme 2.1, on obtient

lim
n→∞

∣∣∣[ψ(t) − ψ(a)]1−γ (T3yn(t) − T3y(t))
∣∣∣

≤
(
c2

Πb

+ (ψ(b) − ψ(a))1−γ
) Γ(γ)

Γ(γ + α)(ψ(b) − ψ(a))α+γ−1

× lim
n−→∞

∥U (·, yn(·)) − U(·, y(·))∥C1−γ;ψ
−→ 0 comme n −→ ∞.

Cela montre que T3 est continu sur Ωµ.

ii) Nous montrons que T3(Ωµ) est uniformément borné dans Ωµ.

Pour tout y ∈ Ωµ, on a

∥T3y∥C1−γ;ψ = sup
t∈[a,b]

∣∣∣[ψ(t) − ψ(a)]1−γT3y(t)
∣∣∣

≤ d

Πb

+
∣∣∣∣ c2

Πb

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ b

a
ψ′(s)(ψ(b) − ψ(s))α sup

t∈[a,b]
|U(s, y(s))|ds

+ (ψ(t) − ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ 9

a
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α sup

t∈[a,b]
|U(s, y(s))|ds

≤ d

Πb

+
∣∣∣∣ c2

Πb

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ b

a
ψ′(s)(ψ(b) − ψ(s))α sup

t∈[a,b]

(
ρ(s) + σ(s)∥y∥C1−γ;ψ

)
ds

+ (ψ(t) − ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α sup

t∈[a,b]

(
ρ(s) + σ(s)∥y∥C1−γ;ψ

)
ds

≤ d

Πb

+
∣∣∣∣ c2

Πb

∣∣∣∣ (ψ(b) − ψ(a))γ
Γ(α + 1)

(
∥ρ∥ + ∥σ∥∥y∥C1−γ;ψ

)
+ (ψ(b) − ψ(a))1

Γ(α + 1)
(
∥ρ∥ + ∥σ∥∥y∥C1−γ;ψ

)

≤ d

Πb

+
[∣∣∣∣ c2

Πb

∣∣∣∣ (ψ(b) − ψ(a))α + (ψ(b) − ψ(a))1
] (∥ρ∥ + ∥σ∥µ)

Γ (α + 1) .

Par (3.17), alors ∥T3y∥C1−γ;ψ ≤ R pour chaque y ∈ Ωµ.

iii) Nous prouvons que T3(Ωµ) est un ensemble équicontinu dans C1−γ;ψ([a, b],R).
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Soit y ∈ Ωµ et t1, t2 ∈ (a, b] avec t1 < t2. Alors,∣∣∣[ψ(t2) − ψ(a)]1−γ T3y(t2) − [ψ(t1) − ψ(a)]1−γ T3y(t1)
∣∣∣

=
∣∣∣∣(ψ(t2) − ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t2

a
ψ′(s)(ψ(t2) − ψ(s))αU(s, y(s))ds

− (ψ(t1) − ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t1

a
ψ′(s)(ψ(t1) − ψ(s))αU(s, y(s))ds

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣(ψ(t2) − ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t2

a
ψ′(s)(ψ(t2) − ψ(s))α[ψ(s) − ψ(a)]γ−1

∣∣∣[ψ(s) − ψ(a)]1−γU(s, y(s))
∣∣∣ds

− (ψ(t1) − ψ(a))1−γ

Γ(α)

∫ t1

a
ψ′(s)(ψ(t1) − ψ(s))α[ψ(s) − ψ(a)]γ−1

∣∣∣[ψ(s) − ψ(a)]1−γU(s, y(s))
∣∣∣ds∣∣∣∣.

Puisque U(·, y(·)) ∈ C1−γ;ψ([a, b],R) pour chaque y ∈ C1−γ;ψ([a, b],R) et [ψ(·)−ψ(a)]1−γU(·, y(·)) ∈
C([a, b],R) il existe ξ ∈ R telle que∣∣∣[ψ(s) − ψ(a)]1−γU(s, y(s))

∣∣∣ ≤ ξ, pour tout t ∈ (a, b]. (3.20)

Ainsi ∣∣∣[ψ(t2) − ψ(a)]1−γ T3y(t2) − [ψ(t1) − ψ(a)]1−γ T3y(t1)
∣∣∣

≤
∣∣∣∣(ψ(t2) − ψ(a))1−γ

Γ(α) ξ
∫ t2

a
ψ′(s)(ψ(t2) − ψ(s))α[ψ(s) − ψ(a)]γ−1ds

− (ψ(t1) − ψ(a))1−γ

Γ(α) ξ
∫ t1

a
ψ′(s)(ψ(t1) − ψ(s))α[ψ(s) − ψ(a)]γ−1ds

∣∣∣∣.
=
∣∣∣∣(ψ(t2) − ψ(a))1−γ ξΓ(γ)

Γ(γ + α) [ψ(t2) − ψ(a)]α+γ−1

− (ψ(t1) − ψ(a))1−γ ξΓ(γ)
Γ(γ + α) [ψ(t1) − ψ(a)]α+γ−1

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣ ξΓ(γ)
Γ(γ + α) ([ψ(t2) − ψ(a)]α − [ψ(t1) − ψ(a)]α)

∣∣∣∣∣ .
La continuité de ψ montre que∣∣∣∣ [ψ(t2) − ψ(a)]1−γ T3y(t2) − [ψ(t1) − ψ(a)]1−γ T3y(t1)

∣∣∣∣ −→ 0 comme |t2 − t1| −→ 0.

Ceci confirme que T3(Ωµ) est un ensemble équicontinu dans C1−γ;ψ([a, b],R). D’après le théo-
rème d’Ascoli-Arzelà, T3 est complètement continu.

Étape 3. T1yT3ω + T2y ∈ Ωµ pour y ∈ C1−γ;ψ([a, b],R) et ω ∈ Ωµ.
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Soit y ∈ C1−γ;ψ([a, b],R), et ω ∈ Ωµ telle que y = T1yT3ω + T2y. Alors,

|y(t)| ≤ |T1y(t)||T3ω(t)| + |T2y(t)|

≤ (|Q(t, y(t)) −Q(t, 0)| + |Q(t, 0)|)

×
(

(ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

d+ (ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

|c2|
Γ(α)

∫ b

a
ψ′(s)(ψ(b) − ψ(s))α|U(s, ω(s))|ds

+ 1
Γ(α)

∫ t

a
ψ′(s)(ψ(t) − ψ(s))α|U(s, ω(s))|ds

)
+ |G(t, y(t)) −G(t, 0)| + |G(t, 0)|

≤ (µQ(t)|y(t)| + |Q(t, 0)|)

×
[

(ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

d+ (ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

|c2|
(
Iα;ψ
a+

(
ρ(s) + σ(s)∥ω∥C1−γ,ψ

)]
(b)

+Iα;ψ
a+

(
ρ(s) + σ(s)∥ω∥C1−γ;ψ

))
(t) + µG(t)|y(t)| + |G(t, 0)|

≤ (ψ(t) − ψ(a))γ−1
(
∥µQ∥ ∥y∥C1−γ;ψ +Q0

)

×
[

(ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

d+ (ψ(t) − ψ(a))γ−1

Πb

|c2|(ψ(b) − ψ(a))α
Γ(α + 1)

(
∥ρ∥ + ∥σ∥∥ω∥C1−γ;ψ

)

+
(
∥ρ∥ + ∥σ∥∥ω∥C1−γ,ψ

) (ψ(t) − ψ(a))α
Γ(α + 1)

]
+ (ψ(t) − ψ(a))γ−1

(
∥µG∥ ∥y∥C1−γ;ψ +G0

)
.

Donc
∥x∥C1−γ;ψ ≤

(
∥µQ∥∥y∥C1−γ;ψ +Q0

)
R + ∥µG∥∥y∥C1−γ;ψ +G0,

ce qui implique
∥x∥C1−γ,ψ ≤ Q0R +G0

1 − (∥µQ∥R + ∥µG∥) ≤ µ.

Étape 4. La condition (4) du théorème 1.4 est vérifiée. k1M + k2 < 1.

À partir de l’étape 2 et (3.17), on obtient

M = ∥T3 (Ωµ)∥ = sup
y∈Ωµ

{
sup
y∈[a,b]

|T3y(t)|
}

≤
(

(ψ(b) − ψ(a))γ−1

Πb

d+
(

(ψ(b) − ψ(a))γ−1|c2|
Πb

+ 1
)

(ψ(b) − ψ(a))α
Γ(α + 1) (∥ρ∥ + ∥σ∥µ)

)
= R.

Ainsi
∥µQ∥M + ∥µG∥ ≤ ∥µQ∥R + ∥µG∥ < 1,

où k1 = ∥µQ∥ et k2 = ∥µz∥.

Ainsi, toutes les hypothèses du théorème 1.4 sont vérifiées, donc l’équation y = T1yT3y +
T2y admet une solution dans Ωµ. Par conséquent, le problème (3.11) admet une solution sur
[a, b].
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Exemple 3.2. Dans cette partie, nous construisons un exemple pour expliquer les principaux
résultats.
Considérons l’EDF hybride ψ-Hilfer avec des conditions aux limites hybrides :

HDα,β;ψ
a+

(
y(t) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)
= U(t, y(t)), t ∈ (0, 1],

c1I1−γ;ψ
a+

(
y(t) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)∣∣∣∣∣
t=a

+ c2

(
y(y) −G(t, y(t))

Q(t, y(t))

)∣∣∣∣∣
t=b

= d.

(3.21)

Définir G :]0, 1] × R −→ R, Q :]0, 1] × R −→ R\{0}, et U :]0, 1] × R −→ R par

G(t, y(t)) = 1
2 cos

(
t

3

)(
y(t)

1 + y(t) + e−t
)
,

Q(t, y(t)) =
(

1 + sin t
12 y(y)

)
,

U(t, y(t)) = ψ(t) − ψ(0)
100

(
y(t)

1 + y(t) + 2
)
.

Il est facile de montrer que pour tout y, ω ∈ C1−γ;ψ([0, 1],R), on a

|G(t, y(t)) −G(t, ω(t))| ≤ 1
2 cos

(
t

3

)
|y(t) − ω(t)|,

|Q(t, y(t)) −Q(t, ω(t))| ≤ sin t
12 |y(t) − ω(t)|,

et pour chaque y ∈ C1−γ;ψ([0, 1],R), on obtient

|U(t, y(t))| ≤ ψ(t) − ψ(0)
100 |y(t)| + ψ(t) − ψ(0)

50

≤ (ψ(t) − ψ(0))γ
100 ∥y(t)∥C1−γ;ψ + ψ(t) − ψ(0)

50 .

Par conséquent, les hypothèses (A1) − (A3) sont vraies avec

µQ(t) = sin t
12 , µG = 1

2 cos
(
t

3

)
, ρ(t) = [ψ(t) − ψ(0)]γ

100 , et σ(t) = (ψ(t) − ψ(0))
50 .

Alors

∥µQ∥ = 1
12 , ∥µG∥ = 1

2 , Q0 = max
t∈[0,1]

∣∣∣(ψ(t) − ψ(0))1−γ
∣∣∣,

et G0 = max
t∈[0,1]

| (ψ(t) − ψ(0))1−γ cos(t/3)e−t |.

Par prendre

θ1 = 1/2, θ2 = 0, θ = 1/2, c1 = 1/3, c2 = 1/3, d = 1, et ψ(t) = t,

on obtient

∥ρ∥ = 1/100, ∥σ∥ = 1/50, Q0 = 1, et G0 = (1/e) cos(1/3) .

De la condition (A4),
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∥µQ∥R + ∥µG∥ < 1 quand R < 6, et µ ≥ 1(
1 − ( 1

12R + 1
2)
) (
R + 1

e
cos

(
1
3

)) .

Aussi, Πb ̸= 0, il résulte de (3.17) que

R = (3/(1 +
√
π)) +((1/(1 +

√
π)) + 1)((1/50

√
π) + (1/25

√
π)µ) < 6.

Ainsi

µ < (2 − 149
√
π − 300π)/(−4 − 2

√
π).

En utilisant le programme MATLAB, µ satisfait l’inégalité 64.17 < µ < 159.65.
Par conséquent, toutes les hypothèses du théorème 3.2 sont satisfaites, donc le problème

(3.21) a au moins une solution sur ]0, 1].
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Résumé

Cette mémoire porte sur l’étude d’une nouvelle dérivée fractionnaire par rapport à une autre
fonction, la dérivée fractionnelle dite ψ-Hilfer. Nous discutons également de certaines propriétés
et des résultats importants de cette dérivée fractionnaire. En ce sens, nous développons et
étendons une analyse qualitative pour deux classes de problèmes aux limites pour des équations
différentielles fractionnaires hybrides non linéaires avec des conditions aux limites hybrides
impliquant une dérivée d’ordre fractionnaire ψ-Hilfer introduite.

Mots clés : Calcul fractionnaire, dérivée fractionnaire ψ-Hilfer, problème aux limites.

Abstract

This thesis deals with the study of a new fractional derivative with respect to another
function, the so-called ψ-Hilfer fractional derivative. As well as we discuss some properties
and important results of this fractional derivative. In this sense, we develop and extend a
qualitative analysis for two classes of boundary value problems for nonlinear hybrid fractional
differential equations with hybrid boundary conditions involving a ψ-Hilfer fractional order
derivative introduced.

Keywords: Fractional calculus, ψ-Hilfer fractional derivative, boundary value problem.
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