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Introduction

La résolution numérique des équations aux dérivées partielles occupe une place trés im-
portante en ingénierie, en finance et en mathématiques appliquées.
Il existe plusieurs techniques de résolution numérique des équations aux dérivées partielles
tel que les différences finies, les éléments finis, les volumes finis et les méthodes spectrales.

Dans ce travail, on se propose d’appliquer la méthode des différences finies pour résoudre
quelques problémes d’évolution linéaires paraboliques.

Dans le premier chapitre, on donne quelques notions fondamentales sur les équations aux
dérivées partielles semi-linéaires d’ordre 2 sur le plan, on rappelle leurs classification et on
introduit la notion de courbes caractéristiques qui permettent la réduction au forme standard
de ces EDP. On s’intéresse en particulier a I’étude de 1’équation de la chaleur monodimen-
tionnelle.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente la méthode des différences finies en 'appliquant
a la résolution de I’équation de poisson sur R et sur R2. Cette derniére peut étre considé-
rée comme équation de la chaleur stationnaire sur le plan. On donne les résultats sur la
consistance qui est une condition suffisante de convergence pour les problémes linéaires sta-
tionnaires bien posés. On termine ce chapitre par la simulation numérique de deux problémes
stationnaires en utilisant ’environnement MATLAB.

Dans le dernier chapitre, on applique la méthodes des différences finies a la résolution de
'équation de la chaleur sur R et sur R2. On présente le §—schéma et on donne les résultats
sur la consistance, la stabilité au sens de Von Neumann et la convergence en se basant sur le
théoréme d’équivalence de Lax. A la fin de ce chapitre, en utilisant I’environnement MAT-
LAB on simule numériquement & l’aide de la méthode des différences finies 1’évolution de la
chaleur sur une barre limitée et sur une plaque limitée sachant 1’état initial.



Chapitre 1

Généralités sur les équations aux
dérivées partielles

1.1 Classifications des edp semi-linéaires du second ordre
sur le plan

On commence cette section par donner quelques définitions voir [1]

Définition 1.1.1. On appelle équations auz dérivées partielles semi-linéaire du second ordre
sur R? toute équation qui s’écrit sous la forme :

d%u 0*u 0*u ou Ou
a(x7y>@+2b(xay)ax—ay+c(x7y)a_y2 :F<x7y7u7%7a_y) (11)

ol a,b, c sont trois fonctions définies sur un ouvert de R? et F une fonction définie sur un
ouvert de R®

Définition 1.1.2. On pose A(z,y) = b*(z,y) — a(z,y)c(x,y) alors on a les définitions
survantes :

1. Si A(z,y) > 0 sur un domaine 2 de R? alors 'équation (1.1) est dite hyperbolique
sur €2

2. Si A(z,y) = 0 sur un domaine Q0 de R? alors I’équation (1.1) est dite parabolique sur
Q

3. Si Ax,y) < 0 sur un domaine Q0 de R? alors 'équation (1.1) est dite elliptique sur
Exemple 1.1.1. Soit o € R*, considérons [’équation :

0?u 0%u
EEr 12)

On aa(z,y) =1, b(z,y) =0 et c(z,y) = —a? donc A(z,y) = a® > 0 sur R? donc l'équation
(1.2) est hyperbolique sur R? elle est connue en physique sous le nom d’équation des ondes.
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Exemple 1.1.2. Soit A € R*, considérons [’équation :

ou 0*u
=N 1.3
ot 0x? (1.3)
On aa(z,y) =0, b(z,y) =0 et c(z,y) = —A? donc A(x,y) = 0 sur R? donc l'équation (1.3)

est parabolique sur R? elle est connue en physique sous le nom d’équation de la chaleur.

Exemple 1.1.3. Considérons I’équation :
0?u N 0%u
or?  Oy?

On a a(z,y) =1, b(z,y) =0 et c(z,y) = 1 donc A(z,y) = —1 < 0 sur R? donc l'équation
(1.4) est elliptique sur R? elle est connue en physique sous le nom d’équation de Laplace.

~0 (1.4)

1.2 Courbes caractéristiques et probléme de Cauchy

Définition 1.2.1. On appelle probléme de Cauchy relativement a une courbe réguliére ~y :
x=¢(t),y =(t) le systéme suivant :

(o) S+ o) el 5 = P (0 5 5
u(é(0), (1) = wol?) (15)

O 5(0), (1)) = wolt)

ou ug,vy sont deux fonctions données.
Définition 1.2.2. Les courbes caractéristique du probléme (1.1) sont les courbes réguliéres
de R? v :x = ¢(t),y = (t) qui annulent

¢'(t) v'(t) 0
A(t) = 0 ¢'(t) V(1)
a(@(t), (1)) 2b(a(1), ¥(t)) c(o(t), ¥(t))
= c(¢(t), v (1))[¢' (1) — 2b((t), ¥ (1))[&' ()0 ()] + alp(t), (1) [ (1))

Définition 1.2.3. Une courbe réguliere de R* v : x = ¢(t),y = () n'est pas caractéristique
en aucun point si pour tout t de son domaine de définition on a

A(t) = c(¢(t), v (1))@ ()] — 2b(6(t), (1)) ¢ (1)1 ()] + al(o(t), ¥ (t) [ ()]* # 0
Le théoréme suivant caractérise les courbes caractéristiques de ’équation (1.1) :

Théoréme 1.2.1. 1. Si la fonction a n’est pas identiquement nulle, les courbes carac-
téristiques de l’équation (1.1) sont les solutions de l’équation différentielle :

a(x,y) (Z—i) - 2b(93,y);l—i +c(z,y) =0 (1.6)

8



2. Sila fonction ¢ n’est pas identiquement nulle, les courbes caractéristiques de I’équation
(1.1) sont les solutions de ’équation différentielle :

c(x,y) (Z—i) — 2b(z, y)j—i +a(x,y) =0 (1.7)

3. Si les fonctions a et ¢ sont identiquement nulle ; les courbes caractéristiques de l’équa-
tion (1.1) sont les droites x = cte et les droites y = C'te.

On donne quelques exemples

Exemple 1.2.1. Soit I’équation

0*u 0%u
V'— —1*— =C
ox? 0y?
On a A(z,y) = b*(z,y) — a(z,y)c(x,y) = 2*y* > 0, donc cette équation est hyperbolique sur
R2—{z=0 Vv y=0}
Les courbes caractéristiques sont les solution de l’équation différentielle

dy 2

2 2

— | —x*=0.
y (dm) o

Un simple calcul nous donne deux familles de courbes :
24yt =Creta—y =0C 00Cy,Ch R

Exemple 1.2.2. soit
0? 0%u 0%u

207U 2
242 =0
T or? * xy@:c@y +y Oy?

On a Az, y) = b*(x,y) — a(z,y)c(z,y) =0, donc cette équation est parabolique sur R
Les courbes caractéristiques sont les solution de l’équation différentielle

dy 2 dy
2 2F —9 il 2: )
x (dm) a:y(dm)er 0

Un simple calcul nous donne les courbes y = Cx ou C € R

1.3 Réduction a la forme standard

On commence cette section par la proposition suivante :

Proposition 1.3.1. Le type hyperbolique, parabolique ou elliptique de ’équation (1.1) reste
mvariant apres un changement de systeme de coordonnées.



Démonstration. Soit le changement de variable X = ¢(z,y), Y = ¢(x,y) tel que :

0X 0X
dr Oy | 0X9Y OX9Y
oY Y| or oy oy ox
or 0Oy

On pose u(z,y) = a(X,Y), on obtient

@— 82€L a_X 2+2 8212 a_Xa_Y+@82X+@ a_Y 2+%a2_y
or2  0X2 \ Oz 0X0Y Ox Ox 00X 0z%2  0Y?2 \ Ox oY 0x2

Qu_ a (0X\' L Pu OXOV | 010X 0% (0V\?, 0udY

oy 0X2 \ Oy 0XoY dy oy 0X 0y? 0Y? \ Oy aY 0y?
O _ PaOXOX | (0XOY OXOVY  0n X 0wovOY | 0u 0V
oxdy  0X20x oy OXOY \ 0z Oy Oy Ox 0X 0x0y  0Y?20x Oy  OY 0xdy
On pose

0X\? 0X 0X 0X\?
A(z,y) = a(z,y) (%) + 25(%9)%% + c(x,y) (8_y>
0X oY 0X oY 0XoY 0X oY
B(z,y) = a(%y)%% +b(z,y) {Ty% + %a—y} + C(Ia’y)a—ya—y
oY \? oY dY oY \?
C(z,y) = a(z,y) <$> + b(%y)%a—y + c(z,y) <8_y)

Un simple calcul nous donne
B?* — AC = J*(b* — ac)

ce qui achéve la preuve de la proposition. O

1.3.1 Réduction a la forme standard d’équations hyperboliques

Théoréme 1.3.1. Soient ¢1(x,y) = ki et ¢o(x;y) = ko les deux familles de courbes carac-
téristiques d’une équation hyperbolique.
En posant X1 = ¢1(x,y) et Xo = ¢o(x,y) cette équation deviendra

d*u du Ou
= —, U, X, X
8X18X2 G(XI’XQ’,U/’ 1 2>

Et en posant Y| = X1+ Xs et Yo = X1 — X5 elle deviendra
o’u  Pu - <8u ou )

gu 2l _ g (& Y,
aylg 8Y'22 Y17Y27u7 1, 12

10



Exemple 1.3.1. On considere l’équation

0*u 0?u 0?u ou
) — sin?(z)— — =
02 Cos(x)ﬁxﬁy sin’ (@ )3y +sin(z )(93/ 0

(1.8)
On a a(x,y) =1, b(x,y) = —cos(z) et c(x,y) = —sin*(x), donc les courbes caractéristiques
sont les solutions de ’équation différentielle :

dy\? d
<_y) + 2cos(x)d—y —sin’(x) = 0

dx €T

dy dy .
donc i —cos(z) — 1 ou = cos(z) + 1 d’ou

y+sin(z) +x = Cy ouy +sin(x) —x = Cy
On pose
X =y+sin(z)+ 2
{ Y =y+sin(z) —x

et u(z,y) =u(X,Y) Alors :

0X 0X
%—cos(as)+1 8_y_1
oY oY
a—x—cos(x)—l 8_y_1
Donc p 9 i
u U U
— = (cos(x) + 1) ax T (cos(z) — 1) 3w
ou @ ou
dy 0X 0Y
De méme
0%u ) ou  ou , 0% 5, 01 0%
a2 = (@) (a_X * a_y) (cos(a) +1)" g + (eos(e) = 1) g 2 c0s*(0) = 1) i
Pu  0*u  0*u 021
= + o
dy>  0X?2  0OY? 0XaoY
0%u R 0% 0*u
920y = (cos(z) +1) — e + (cos(x) — 1) 72 + QCOS(I)aXaY
Ce qui donne
0?u 0*u o, OPu . Ou 0?1
i 2cos(x)axay — sin (95')8—y2 + Sm(:c)a—y = doxoy 0
Donc la forme standard est
o’u
0XoYy

11



En intégrant cette derniere équation on obtient
u(X,Y)=F(X)+G(Y)
D’ot la solution générale de ’équation (1.8) est
u(z,y) = F(y + sin(z) + z) + G(y + sin(z) — x)

Ou F et G sont deux fonctions arbitraires.

1.3.2 Reéduction a la forme standard d’équations paraboliques

Théoréme 1.3.2. Soient ¢(x,y) = ¢ la famille de courbes caractéristiques d’une équation
parabolique.

D(X, X
En posant X1 = ¢(x,y) et Xo une variable indépendante de Xy c-a-d H # 0 alors
T,y
cette équation deviendra
0% ou ou
— =G —,—,u, X1, X
8X22 (XlaXQaua 1, 2)
Exemple 1.3.2. On considére l’équation
0%u 0%u 0%u
42 =0 1.9
¥ o + $y8x(9y +y Oy? (1.9)

On a a(z,y) = 22, b(z,y) = xy et c(z,y) = y*, donc les courbes caractéristiques sont les
solutions de l’équation différentielle :

dy 2 dy
2 et 2 el 2:
x(dx)—l—xydany 0
d’ou
dy _y
dr =z

. L, )
On trouve une seule famille de courbes caractéristiques = = C'
x

On pose

et u(z,y) =u(X,Y) Alors :

0X y X2 9xX 1 X
ox 22 Y oy x Y
oY )4

T -0 =1

ox Jy



Donc
ou__X*0u
or Y 90X
ou_ X 0u 0u
oy Y oX oY
De méme
Pu  X* 0% N X3 0u
or2  Y20X? Y2 0X
Ou X200 X O
oy2  Y20X2 9Y? Y 0XoY
Pu X0 X?ou X? %
ordy  Y?20X2 Y20X Y 0XOY

Ce qui donne

0*u 2 0*u 0%
2_ 2 2 _ Y2 0
Yo T ooy TV a2 T oy
Donc la forme standard est
0 B
0Y?

En intégrant cette derniére équation on obtient
w(X,Y)=YF(X)+ G(X)
D’ot la solution générale de ’équation (1.9) est
) )
=yF(=)+G(=
u(e,y) = yF () + 6L

Ou F et G sont deux fonctions arbitraires.

1.4 Etude de I’équation de la chaleur en dimension 1

1.4.1 Principe de maximum
0%u

) . Ou
les solutions de I’équation e = 2 dans le rectangle 0 <t < T, a < x < bne peuvent
x
atteindre leur extremum(maximum ou minimum) que pour ¢t = 0 ou z = a ou = b. Ceci
implique de nombreuses propriétés et permet d’établir I'unicité des solutions dans un grand

nombre de situation voir [2].

Lemme de positivité

Lemme 1.4.1. Soit F le rectangle fermé 0 <t < T, a < x <b . Soit ' la réunion des
trois segments :

t=0a<z<b; 2=a,0<t<T et z=5b0<t<T.

13



0 0?
Désignons par u une solution de 8_1; = a—g dansa <z <b 0<t<T cadPF\I'. On
x

suppose que u est continue sur F'.
Siu(x,t) >0 sur I alors u(x,t) > 0 sur F.

Principe du maximum

. . , u 0%
Théoréme 1.4.1. 1. Soient u; et uy deux solutions de —

5 = a2 dans F\TI', siu; < ug
x

sur I alors u; < uq sur F.
2. Les extrémas d’une solution u sont atteints sur I' : si m < u(x,t) < M sur T alors
m < wu(z,t) < M sur F ; en particulier si u(z,t) =0 sur I' alors u(z,t) =0 sur F’

3. siu n’est pas constante sur I' alors m < u(x,t) < M sur F :les extrémas sont atteints
sur I' et seulement sur I'.

Application a I’étude de 'unicité

Le principe du maximum permet souvent d’établir 'unicité de certains problémes. Nous
ou  *u
ot Ox2

allons le montrer sur un exemple. On cherche une solution de pour a <z < b et

0 <t <T etwucontinue sur F : On veut que

u(z,0) = p(x) Vz € [a,b)
ulat)= f(t) Vi e [0,T]
ub,t) = g(t) Vi e [0,T]

si u; et up sont deux solutions de ce probléme, leur différence est nulle sur I', elle est donc
nulle sur F et u; = us.

Remarque 1.4.1. Le principe du maximum se généralise d’une part a R™ et d’autre part
aux équations paraboliques autres que celle de la chaleur.

1.4.2 Equation de la chaleur sur R

Nous chercherons une solution u(z,t) telle que

+o0
/ lu(z, t)|dr < oo

o0

+oo +oo 92
/ ]%(m,t)]dw<oo et / @(ac,t)]dx<oo

2
o w Ox

2

. ou U
de sorte que les fonctions © — u(z,t), © —> a(w, t) et v — w(m, t) ont pour chaque

valeur de ¢ une transformée de Fourier.
Nous désignerons la transformée de Fourier de x — w(z, t) par F(v,t) = fj;o exp(—2invz)u(z,t)de.

14



0
Nous supposerons qu’il existe n € L'(R) telle que V¢ ‘8_1;(1:’ t)’ < n(z) et que g € L' (R).
2

ou 0 OF
L’égalité Fri 8;; entraine donc que E(V t) + 47V F(v,t) = 0.

soit G(v) = [ exp(—2imva)g(x)dx alors F(v,0) = G(v) et F(v,t) = exp(—4n?)G (v).

Or . )
exp(—4r*t) = F {\/R exp (%)}

1 2
Donc  wu(z,t) = g * exp ( < ) pour tout ¢ > 0 fixé.

VArt 4t
L , ou O*u . )
Théoréme 1.4.2. Une solution de — = telle que lim u(z,t) = g(x) ou g € L'(R) est
ot 6 02 t—0+
(z—y)°
t) —_— d
tet) = o= [ el E gtwyay

1.4.3 Equation avec second membre sur R

Nous allons procéder de la méme fagon que dans ce qui précédé nous obtenons le théoréme
suivant.

0 0*u
Théoréme 1.4.3. une solution de — = < 4 h(z,t) telle que lim u(z,t) = g(x) est :
ot 0x? t—0+

2\/_/ ooexp 4ty) Jo 2\/_/ [_@ ;sy) Iy, ¢ = s)dy

1.4.4 Equation de la chaleur sur R*

u(z,t) =

Le probléme de valeur initiale sur R™ est un probléme ot on se fixe u(z, 0) pour x > 0 mais
aussi u(0,t) pour ¢t > 0 Nous allons indiquer trois résultats trés simples dont la combinaison
permet de résoudre d’autres problémes.

0 02
Théoréme 1.4.4. une solution de — = E)_Z pour x > 0 et t > 0 telle que lim u(x,t) =
x

ot t—s0+
f(x)et u(0,t) =0 est :

o=l [ 10[en (E) e ()

Définition 1.4.1. On appelle fonction d’erreur et on note erf et fonction d’erreur complé-
mentaire et on note er fc les fonctions définies par :

erf(t) \/_/ exp(—
erfe(t) \/_/ exp(—s?)ds
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Théoréme 1.4.5. Soit p une fonction "a croissance exponentielle” sur RY (¢’est a dire qu’il
existe K et M telle que |p(t)| < K exp(Mt) vt )
2

Une solution de ETi telle que
lim w(z,t)=0 V>0 et u(0,t)=p(t)
t—0t
est

—x2

u(z,t) = %/ﬁt s—iexp( = ) ot — s)ds

Théoréme 1.4.6. Soit g une fonction "a croissance exponentielle” sur R*.

. u  O%u
Une solution de 5% = 92 tell que
lim u(x,t) =0 et @(0 t)=g(t)
t—0t e = ¢ ox "’ -9
est :
1t gl(s) x? 1 [tyt—w) x?
e ==z [ e |- | =g [ E e - e
) ou  O%u
1.5 Etudede—:—zpourOSxSL
ot Ox
1.5.1 probléme régulier élémentaire
On cherche une fonction u telle que :
ou  0*u
— == L 1.1
5 = a2 0<z< t>0 (1.10)
avec
uw(0,£) =0  w(L,t)=0 (1.11)
et
u(z,0) = f(x) (1.12)

Soit u(x,t) = X(z)T'(t)
L’équation (1.10) s’écrit X (x)1"(t) = X" (x)T'(t)
L’équation (1.11) s’écrit X (0)T'(t) =0, X(L)T'(t)=0
et nous savons que X et T sont solution des problémes suivants :
X"(x)=XX(z), X(0)=0, X(L)=0 et T'(t)=\T(t).
2

Les valeurs propres de I'opérateur A = e sont
x

n?m?

)\n:—F ,7121
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Les fonctions propres associées sont :

2
Xn(x) = \/;sin(?) ,n>1

Ces fonctions propres forment une base orthonormée de L?(0, L), développons f suivant cette

base : [ \f / 1o Sm—dy}\/%m(?)

2
soit u(x,t) ZX T,(t) alors u(z,0) = ZTn(O)\/;sin (?)

n>1 n>1

5 (L
Il suffit donc de choisir 7,(0) = \/z/ f(y) sin <%) dy, comme T,,(t) = T,,(0) exp(Ant)
0

on posera :

o) = 2 ("o <22 [ spom (22

n>1

Remarque 1.5.1. Par changement de fonction et de variable,on déduit de ce qui précede
,0%u  Ou

lasolutwndek:—Q——suragxgbenposanty:x—a et L =b—a et w(y,t) =

x
ulk(y + a),t]. Il est plus simple de refaire le calcul précédent.

152 Btude de 20 = & v(o,t) = A u(L,t) = B ;v(x,0) = f(x)
ude de — = — ;v(o,t) = A ;v(L,t) = B ;v(z,0) = f(x
ot 0x?
On cherche v sous la forme v(z,t) = u(z,t) + U(x) avec U(0)=A, U(L)=B. U
2
doit vérifier 0 = U"(z) donc U(z) :A—l—(B—A)%, il faut alors trouver u tel queg—? = E;Tg

sur [0, L], w(0,t) =0, u(L,t) =0etu(z,0)= f(z)—[A+(B— A)E]’ u s’obtient & partir

de la formule précédente et :

v(z,t) = A+(B—A)= )T HT Zsm (”Zx) exp (—"QLﬂjt) {/OL sin (%) (f@)-A-(B-A)%)dy]
1.5.3 Etude de % - gif; v ap(a,t); w(0,8) = u(L,t) = 0; u(z,0) = f(x)

On cherche u sous la forme u(z, t) Z up,(t) sin (T) en développant ¢ et f ainsi :

n>1
Z B (t) sin (T)
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F(@) =Y ua(0)sin (?)

n>1

Ayant déterminé wu,(0) et f3,(t) on détermine u,(t) en écrivant que w vérifie I'’équation et

donc que : Z {u’n(t) n n?Qun(t)} sin <%) - Zﬁn(t) s ($)7

n>1

soit :

n-mw

T 0 = 50 et ualt) = w0 exp (<) [ty enp (1 ) -

nTT
On pose alors u(z,t) = Zun(t) sin <—) et on vérifie sur le cas particulier auquel on

L
n>1
s'intéresse que u est bien solution.

2
1.5.4 Etude De %—1: = % + Y(x,t) 5 w(0,t) = alt) , w(l,t) =
Bt) ; w(z,0) = f(x)
On pose w(:r;,a;f) = u(x,t) +v(z,t) ou v vérifie v(0,t) = a(t) , wv(L,t) = p(t), on choisit
v(z,t) = a(t) + 7 (6(8) — aft))

Alors on est ramené & la résolution du probléme suivant :

ou  0%u O
Eriir) + [Y(z,t) — E(%t)

u(0,t) =u(L,t) =0
u(z,0) = f(z) — v(x,0)

Ce probléeme est déja résolu ce qui nous permet de résoudre notre probléme.
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Chapitre 2

Présentation de la méthode des
différences finies

2.1 Approximation des dérivées

2.1.1 Approximation des dérivées d’ordre 1

Définition 2.1.1. 1. La dérivée avant de u au point x est donnée par :
du u(z + h) — u(z)
— ~ 2.1
7 () . (2.1)
2. La dériwée arriére de u au point x est donnée par :
du u(z) —u(x — h)
— ~ 2.2
- () - (2.2)
3. La dérivée centrée de u au point x est donnée par :
du u(x 4+ h) —u(z — h)
() ~ 2.3
7 () 57 (2.3)
2.1.2 Approximation des dérivées d’ordre 2
Définition 2.1.2. La dérivée d’ordre 2 centrée de u au point x est donnée par :
d*u uw(x + h) — 2u(z) +u(z — h)

2.1.3 consistance

Définition 2.1.3. On dit qu’une approximation Ay(f)(x)de la dérivée d’ordre k est consis-
tance d’ordre p s’il existe une constante C' tel que

[A(f) (@) = fP ()] < OR
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Proposition 2.1.1. Si f est de classe C? sur un voisinage [ =[x —r,x+7] >0 dex
alors les dérivées avant et arriére sont des approximation consistante d’ordre 1 de la dérivée

u'(z)
Démonstration. le développement de Taylor nous donne
w(x + h) = u(z) + hu'(x) + —u'(9)

ot § €]z, x + h[ On obtient

u(z + h) — u(z)
h

—u'(z)| < Ch

ou C' = sup |u”(z)] Donc la dérivée avant est approximation consistante d’ordre 1 de la
zel

deérivée u'(x)
Un raisonnement similaire nous permet de prouver que la dérivée arriére est approximation
consistante d’ordre 1 de la dérivée u'(x) O

Proposition 2.1.2. Si f est de classe C? sur un voisinage de [ = [x —r,x +1] 7 >0 de
x, alors la dérivée centrée est une approximation consistante d’ordre 2 de la dérivée u'(x)

Démonstration. le développement de Taylor nous donne

h? h3
u(z + h) = u(z) + hu'(x) + 5u'(x) - gu(s)(&)
et
h? h3
w(z + h) = u(x) — hu'(x) + ?u'(x) - Eu(:)’)(ég)
ou 0; €|x,x + h[ et 0 €]x — h,z[ D’on
h) — —h h?
u(iU + ) u(Q? ) - UI(ZL') e (u(3)(91) + u(3)(92)) < Cth
2h 6
ou C1 = sup |u"(z)| Ce qui achéve la preuve O

zel

Proposition 2.1.3. Si f est de classe C* sur un voisinage [ = [x —r,x +7] 7 >0 dex

alors la dérivée centrée d’ordre 2 est une approximation consistante d’ordre 2 de la dérivée
u//(x>

Démonstration. Le développement de Taylor a ’ordre 4, nous donne

uw(x + h) — 2u(z) +ulz —h h?
( ) (2 ) & ul ) _ u'(x)] < = sup [u®(2)]. (2.5)
h 12 .¢ja)
ce qui achéve la démonstration. O
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2.2 Approximation par différence finie du probléme de
Poisson 1D

2.2.1 Présentation de la méthode

Soit le probléme de Poisson aux limites :

—u"(z) = f(z),x €la,b|
{ u(a) = a,u(b) = p (2:6)

Le maillage est donné par

To=a,tny41=b et zjp=x;+h, j=12..N

\h:
ot 1

Alors on obtient le systéme :
u"(x;) = f(z;), j=1,2.,N
On remplace la dérivée seconde u”(Z) par :

~u(T + h) = 2u(T) +u(T — h)

2 ~
0 u(z) = 2
Ce qui donne le systéme :
U'+1—2U‘+U‘_1 .
— - h; = = f(z;) ,j=12,...N (2.7)
Les inconnus sont (uy, ug, ...ux) ot u; est une approximation de u(z;) et up = a et uny =
B
Remarque 2.2.1. On peut écrire le systéme (2.7) sous la forme matricielle suivante :
Ahuh = bh (28)
ou
2 -1 0 0
1 -1 2 cee
Ap = 72 0 -1 0 (2.9)
0 -1 2 -1
0 0o -1 2
Uy
Ug
Up = .
UN-1
UN
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f(x1) + 7%
f(x2)

S
>
I

f(ff‘v—l)
flan) + %

Proposition 2.2.1. la matrice A, est symétrique définie positive.

N
Démonstration. soit w = E w;e; un vecteur de RY muni de la base canonique {ey, ea,- -+ ,en}.
i=1

2 _ 24 ... — 2 2
w1+(w2 wl) + +(wN_1 wN) T Wy > 0 donc Ay, est po-

D’une part on a w'Aw =

B2
sitive
D’autre part w'Apw = 0 si et seulement si w; = 0,ws —w; =0, ,wy_1 —wy =0, wy =0
d’ott w; = 0,wy =0,--- ,wy =0, donc Ay, est non dégénérée, ce qui achéve la preuve de la
proposition. ]
2.2.2 Convergence
Pour étudier la convergence de la solution approchée uy = (uy,ug, -+ ,u N)t vers la solu-

tion exacte u quand h — 0, on commence par étudier l'erreur de consistance donnée par la
définition suivante :

Définition 2.2.1. On appelle erreur de consistance du schéma numérique définie par
(2.7) le vecteur
eh(u) = Amrh(u) — Ahuh

ot (u) = (u(x1), u(wa), - ,ulxy))" est la projection de la solution exacte sur le maillage.

Définition 2.2.2. On dit qu’'un schéma numérique est consistant pour la norme ||.|| de

RN si et seulement si }1L1H(1)||eh(u)|| = 0. Si de plus il existe C > 0 et p € N* telle que
%

len(w)]] < ChP, on dit que le schéma numérique est consistant d’ordre p pour la norme

[ oo-
On a le résultat suivant :

Proposition 2.2.2. Si la solution u du probleme (2.6) est de classe C* sur [a,b]. Alors le
schéma numérique définie par (2.7) est consistant d’ordre 2 pour la norme |||«

Démonstration. En utilisant la majoration (2.5), on peut vérifier facilement que

len()loe < 35 sup [u®(2)] (2.10)
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Le lemme suivant qu’on admet sans démonstration, nous permet d’énoncer le théoréme
de convergence.

Lemme 2.2.1. Si A, est la matrice définie par la formule (2.9), alors la norme infinie de
la matrice (Ap)~1 est donnée par :

1

1(4R) " e = 3 (2.11)

Le résultat de convergence est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. Si la solution u du probleme (2.6) est de classe C* sur [a,b]. Alors on a

2

h
= 7 (u) oo < 5z sup [ul(2))] (2.12)
96 z€[a,b]

Donc le schéma numérique définie par (2.7 )est convergent d’ordre 2 pour la norme ||.||
Démonstration. on a e, (u) = Apmp(u) — Apup,

donc (Ah)_IGh( ) = 7Th( ) — uh

alors ||y (w) = unlloo = [1(An) ™ en (1) oc
Do ||mh(u) — uplloo < |[(An)~ 1||oo X ||en(u)]| s En utilisant (2.10) et (2.11), on obtient

h2
lun, = mn(u) oo < o= sup [ (2)]

96 z€[a,b]
Ce qui achéve la démonstration.
O
2.2.3 Etude d’un exemple
Considérons le probléme de Poisson
—u”(z) = sin(207z), = €]0,1]
1 (2.13)

u(0) =u(1) = 20m)?

La solution exacte du probleme précédent est donnée par

_ sin(207x) 1
Ur) = oz T @0n)

Les figures suivantes représentent respectivement les résultats de simulation numérique pour
h=0.04, h=0.02 et h=0.01
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7 %10 4solution exacte et solution approchée pour h=0.04

FIGURE 2.1 — solution exacte et solution appro-
chée pour h = 0.04

%1074 erreur absolue pour h=0.04

08

0.6

0.4

02

FIGURE 2.2 — Erreur absolue pour h = 0.04

g 210 4solution exacte et solution approchée pour h=0.02

FIGURE 2.3 — solution exacte et solution appro-
chée pour h = 0.02
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5210 5 erreur absolue pour h=0.02

25

FIGURE 2.4 — Erreur absolue pour h = 0.02

g 210 4solution exacte et solution approchée pour h=0.01

FIGURE 2.5 — solution exacte et solution appro-
chée pour h = 0.01

o 1078 erreur absolue pour h=0.01

FIGURE 2.6 — Erreur absolue pour h = 0.01
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N
1
Le tableau suivant donne egm = N Z|u(xl) — u;|? en fonction de h.
i=1

h 0.04 0.02 0.01
eqm | 0.1364 x 107% | 0.0258 x 107% | 0.0060 x 107%

Remarque 2.2.2. Les résultats donnés dans le tableau précédent affirme que la convergence
est quadratique (d’ordre 2)

2.3 Approximation par différences finis du probléme de
Poisson 2D

2.3.1 Schéma a cinq points pour 'opérateur de Laplace

On considére le probléme de Dirichlet

- (% + %) = f(z,y) (z,y) € QC R? (2.14)
u(z,y) = g(z,y) (z,y) € 00
N Q =la, b[x]c,d|

soit
N, = {$0,$1,$27 ~-~7$Nx+1}
ro=a ,Tn,41=0>0, hy=max(z; —x;)
soit
Ay = {yOa Y1,Y2, - yNy—i-l}
Yo =C YNy+1 = b, hy = max(yi—i-l - yi)
Le produit cartésien A, = A, x A, définit la grille de calcul sur Q et h = max(hy, hy) est
le pas de discrétisation.
On cherche les valeurs u; ; qui approche u(x;,y;). On supposera pour simplifier les calculs
que h, et h, sont constants.
On a les approximations :

O? i1 — 2U; ey
au(xi’yj) ~ §uy; = Wi—1,j ;‘24 + Uit
x
5 z (2.15)
u 9 Uij—1 — 2Uij + Ui i
) ~ 82 - —
ay (x17 y]) — yul,j - h2 .
y

En remplacant dans — A u = f pour les noeuds intérieurs de /\y, on obtient le systéme :

—(02usj + Oouiz) = fij, i=1,2,., N, j=12_,N, (2.16)
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ot fi; = f(xi,yy)

Considérons les conditions aux limites de Dirichlet
wij = giy (2i,y5) € 0D,

ou 0\, est I'ensemble des noeuds situés sur la frontiére 02 de €.
On suppose de plus que h, = h, = h, on obtient :

-1
o (Wi w1 — Y g+ Uiy + i) = fi (2.17)

i=1,2..,N,, j=12 N,

Remarque 2.3.1. [4/

(1) Cette méthode est appelée schéma a cing points pour l'opérateur de Laplace

(2) En utilisant les conditions aux limites de Dirichlet alors le systéme(2.17)ne comporte
que N = N, x N, inconnues.

2.3.2 FEcriture matricielle

On range les nceuds selon l'ordre lexicographique c-a-d en numérotant les noeuds (les
inconnues) de gauche a droite et de bas en haut. On obtient le systéme

Au=f
ou
A = tridiag(D, T, D)
A comporte N, ligne et N, colonnes. ,
D € RMs x RM est une matrice diagonale et ses coefficients sont #
y
T est une matrice tridiagonale de taille N, x N,

-1 2 2 —1
T = tm’diag(—, — + —, —)
hi hi  hi hi

Remarque 2.3.2. Pour illustrer l’écriture matricielle, on prend N, = 4 et N, = 3 et on
pose K =4(7—1)+i, 1 <i<4, 1 <5 <3 Alors on obtient :

J=1
1=1, _ﬁ(uﬂ,l +upg—4durg +usg +urg) = fia
i =2, _%(ul,l + Up o — dupy +uzy + ug2) = fo
L =3, _%(UZI +uzp — duz g +ugg +uz2) = fi
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1 =4, —ﬁ(us,l + g — dugy +us 1+ us2) = faa
j =2,
1
= E(U02+u11—4U12+U22+U13) fi2
1
= ﬁ(u 9+ Ugg — 4dUso + Uz + Uzs) = foo
1
= E(U22+U31—4U32+U42+u33):fs,2
1
= E(U3Q+U41—4u42+u52+u43):f4,2
J=3,
1
= ﬁ( 03+t U2 —4uis+ugs+uia) = fis
1
= E(U13+U22—4U23+U33+U24):f2,3
1
= ﬁ(uz3+usz—4u33+u43+u34):f3,3
) 1
1=4, — % 5 (usz +uso — dugz +usz +usa) = faz
On trouve le systéeme
(1 1
12 Sz =2 —25) = fir+ 5 12 (w01 + u10)
1
h2( 21 + 422 — Z3 — Zﬁ) f271 + m(Ug,g)
1
h2( 2o+ 423 — 24— 27) = f31+ ﬁ(uao)
1 1
h2( 23+ 42y — 28) = fag1 + — 12 (ug,0 + us1)
1
(=21 + 25— 2-20) = fi2 + 5 (uo02)
hi h
h2( 29 — 25 + 426 — 27 — 210) = fo0
1
h2( z3 — 26 + 427 — 28 — 211) = fa2
1 1
h2( 24 — 27+ 428 — 212) = fao + ﬁ(um)
1
h2< zs + 429 — 210) = f13 + ﬁ(uo,:s +u14)
1
h2( 26 — 29 + 4210 — 211) = faz + ﬁ(ul‘i)
1
h2( 27 — 210 + 4211 — 212) = faz + ﬁ(uza,z;)
1 1
\ h2< zg — 211 +4212) = faz + o5 % (Ua3 + us3)

Donc on a bien
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o O O O O
O O OO O oo

Afi 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1
- h2 o 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1
o 0 0 -1 0 0 -1 4 0 0 0 -1
o 0 0 O -1 0 0 0 4 -1 0 0
o 0 0 O 0O -1 0 0 -1 4 -1 0
0O 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 -1
o 0 0 O O 0 0 -1 0 0 -1 4
Donc
T D 0
A=| D T D
0O D T
Ou
-1 0 0 0
1 o =1 0 o0
Dﬁ00—10
0O 0 0 -1
4 -1 0 0
1| — _
T 1 4 —-1 0

0O 0 -1 4
Proposition 2.3.1. La matrice A est symétrique définie positive donc inversible.

Démonstration. Soit v € RY partitionnant v en N, vecteur vy, de taille N, alors

N, N,—1
Yy 2 Yy
v Av = Z v T — e Z VIR 1
k=1 Y k=1
en effet
T D 0 --- 0
D T D
. 0O D T
..o D
0 0 D T
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U1
V2

UNy
onaTl = %I + hi%K ott K = tridiag(—1,2,—1) Donc

N, —1 N, —1
1< 1 -
vl Av = 72 Z v Kvy, + e (Vf?}l + v, Uny + Z (v — vg1) ' (vg — vk+1)>

T k=1 Y k=1

si au moins un vecteur v est non nul alors v'Av > 0 ]

2.3.3 Convergence

Définition 2.3.1. L’erreur de troncature locale au neeud intérieur (x;,y;) associé aur schéma
numérique a cing points (2.17) est donnée par :

1
(i, y;) = —f (@i, ;) — e [u(wio1,y5) + (s, yi-1) — 4ulzi, i) + w(@igr, y5) + ulws, yio)]
(2.18)
Lemme 2.3.1. Si u est de classe C™® (ﬁ) alors
h? [ 0% oM
(i, Yj) = - @(57%) + a—?ﬁ(ﬂfi,n) (2.19)
otz —h<¢{<z+hety —h<n<y,+h
Le lemme précédent nous permet de donner un résultat sur la consistance
Proposition 2.3.2. Si u est de classe C'Y (ﬁ) alors
h2
max |7, (2, y5)| < —Mj (2.20)
Ap 6
ou
M { o*u 0*u }
4 = max < sup |—|,sup | =—
o 10z o |9y

Corollaire 2.3.1. Si u est de classe C® (ﬁ) alors le schéma numérique a cing points (2.17)
est consistent d’ordre 2.

Lemme 2.3.2. Si v est une fonction définie sur l’ensemble des points du maillage A, =
(Ap — OAR) UOA, sur le rectangle a < x < b, c¢<y<d, alors

a? + b?
max |v] < max |v| + max |Lv| (2.21)
Ap—0Ap 0Ay Ap—0A
ol
1
LUZ‘J' = %) (Ui+17j + Vi—1,5 + Vi j+1 + Vij—1 — 4’1)1'7]') (222)

h
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Pour la preuve voir [3].
Le théoréme suivant donne la convergence du schéma numérique a cing points (2.17).

Théoréme 2.3.1. Si u est de classe CW (ﬁ) alors

(a® + b*)h?
max (e, ) — s < 5 My (2.23)
o
M { *u *u }
4 = Max 4 sup |=——|,sup |=—
Q ox* Q 6y4

Donc le schéma numérique o cing points (2.17) est convergent, de plus la convergence est
quadratique

Démonstration. Soit e; ; = u(x;,y;) — u;; On a d’aprés (2.21)

+

< .
S, leual < pglens

Comme e; ; = 0 sur Ay, alors

a® 4 b?
max |e; ;| <
Ap—0Ay 4 AR-0A,

D’autre part
Lei,j = LU(JL’“ yj) — LUZ'J

= Lu(z;,y;) + fij
- _Th(xia y])
Donc d’aprés (2.20)
<
H’XZX|L€ZJ| <5 M,

Ce qui donne

a’>+b  h?
A leia € == x My
Ce qui achéve la démonstration. O
2.3.4 Etude d’un exemple
On considére le probléme de poison
{ —Aufa,y) = flry)  (2,y) € 2=]0,1[x]0,1] (2.24)
u(z,y) = g(z,y) (z,y) € 00

ou
f(z,y) = 8n? sin 27 cos 27y,
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et
900,y) =g(Ly) =0  0<y<I
g(x,0) = g(x,1) = sin 27wz 0<zr<l1

La solution exacte de ce probléme est donnée par
u(zx,y) = sin 27x cos 2wy

Les figures (2.7),(2.8),(2.9) et (2.10) illustrent les résultats de la simulation numérique.

N N
1
Le tableau suivant donne eqgm = Nz Z Z]u(xl, yj) — u; j|* en fonction de h.
i=1 j=1

h 0.05 0.025 0.0125
eqm | 3.6000 x 1073 | 8.7765 x 10~* | 2.1635 x 104

Remarque 2.3.3. Les résultats donnés dans le tableau précédent affirme que la convergence
est quadratique (d’ordre 2)
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La figure suivante représente la solution exacte :

Solution exacte

e ’
h e
N
Ay

40

FIGURE 2.7 — Solution exacte

La figure suivante représente la solution approchée et I'erreur absolue pour A = 0.05 :

Solution approchée pour h=0.05 Erreur absolue pour h=0.05

FIGURE 2.8 — Solution approchée et erreur absolue
pour h = 0.05
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La figure suivante représente la solution approchée et I’erreur absolue pour A = 0.025 :

Solution approchée pour h=0.0250 Erreur absolue pour h=0.0250

A
i

FIGURE 2.9 — Solution approchée et erreur absolue
pour h = 0.025

La figure suivante représente la solution approchée et I'erreur absolue pour A = 0.0125 :

Solution approchée pour h=0.0125 Erreur absolue pour h=0.0125

x1074

FIGURE 2.10 — Solution approchée et erreur ab-
solue pour h = 0.0125
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Chapitre 3

Application a la résolution des equations
aux dérivées partielles paraboliques

3.1 Résolution de I’équation de la chaleur 1D par diffé-
rences finies

?:(”) ( 2)=f(t,x) z€lab t>0 p>0

u(t,a) = u(t, ) 0 t>0
u(0,2) =u’(z) x € la,b]

(3.1)

3.1.1 La méthode 6 schéma

b—
Onposez; =a+hj j=0,1,2,..,J+1louh= J—+(i' On note u;(t) une approximation

de u(t,z;) pour j =0,1,...,J + 1.
On approche Le probléme de Dirichlet (3.1) & I'aide du schéma suivant :

=2t = £ [ () = 205(8) +wpna (0] = () j =120 >0

ol fj(t) = f(t,l']) ] = ]_,27 ceey J
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On pose U(t) = (uy(t), ug(t), .., us ()", U = (u0(z1), u®(z2), ..., ul(zy)) et F(t) = (f1(t), f2(t), ... f1(1)"

2 -1 0 0

-1 2 . :

A = tridiag (—1,2,—1) = 0 .. . —1 0
-1 2 -1

0 0 -1 2

On obtient le systéeme différentiel suivant :

daUu I

—(t) = —=AU(t F(t t>0
U0)=0°
Pour intégrer le systéme différentiel précédent on utilise le #-schéma suivant :
1
(U - UY) = —%A [OUR! 4+ (1= 0) U] +0F5 1 + (1 —6) FF  k=0,1,---
U°donné
(3.4)
ce qui donne
1 1
(1 + ﬁGAtA> Uk = (1 -Sa- H)AtA) Uk + GE L (3.5)
ou
Gl = At (OF* T + (1 - 0)FF)
La méthode explicite (Schéma FTCS)
Pour # = 0 On trouve le schéma explicite défini par :
]
Ukt = (I - ﬁAtA> U* + AtF*, (3.6)
La méthode implicite (Schéma BTCS)
Pour # =1 On trouve le schéma implicite défini par :
k+1 H ok H ok
Uk = (1+ ﬁAtA) Uk + At <1+ ﬁAtA> FrL, (3.7)

la méthode de Crank-Nicolson

1
Pour 0 = 3 On trouve le schéma Crank-Nicolson défini par :

Ukt = <[ + Q%AtA)_l (1 - 2%&4) U* + % (1 + QLhQAtA) TR MY, (38
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3.1.2 Consistance, stabilité et Convergence
Etude du schéma explicite

Définition 3.1.1. L’erreur de consistance du schéma explicite est donné par [8] :

n w(t™ ) — u(th, x; uw(t", i) — 2u(t”, ;) + u(t", x;_ n
](u) _ ( j>5t ( J) — ( ]+1) (h2 J) ( J 1) —f(t ,ZUj) (3.9)

On pose €"(u) = (67;(“))1@@

la consistance du schéma explicite est donnée par la proposition suivante ([5]) :

Proposition 3.1.1. Si la solution u du probléeme (3.1) est de classe C? par rapport a t et
de classe C* par rapport ¢ = alors il existe C' € R telle que

max ||€"(u)]|o < C(6t + h?)

0<n<N-1
Donc le schéma explicite est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.
Démonstration. la preuve est basée sur les formules de Taylor O]

Théoréme 3.1.1. Soit e"(u) = (e?(u))qu le vecteur de l’erreur global au temps t"™ défini
par

ef(u) = uj —u(t", z;) 0<n<N 0<j<J+1
Si la condition suivante s 1

est vérifiée alors il existe C € R telle que
le™ (1) < C(6t + h?) 0<n<N

Remarque 3.1.1. 1 La condition (3.10) est appelée condition ( Courant—Friedrichs—Lewy
) ou CFL.

2 On dit que le schéma explicite est conditionnellement convergent dans L™ et la conver-
gence est d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace

Etude du 6—schéma

Remarque 3.1.2. Le 6—schéma s’écrit sous la forme :

utt — uth — 2un u?, —2u” +u?
J 5 J — I 0 J+ }ZQ J +(1_9) J+ h2] J :ef}l+1+(1_9)f;1

(3.11)
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Consistance L’erreur de consistance est donnée par la définition suivante :
Définition 3.1.2. L’erreur de consistance du 6—schéma (3.11) est donnée par :

u(tn’ xj) B u(tnv ij)

€ u) = S (0 (4 )+ (1= D) (2" ,)
n+1 . _ n . n .
B uﬁu(t Tjt1) 2u§lt2 ;) Fu(t™, ziq) (3.12)
w(t™ i) — 2u(t™t ) Fu(t a
_M(l _0) ( ]+1) ( = J) ( J 1)

La proposition suivante (|5]) donne la consistance du §—schéma (3.11)

Proposition 3.1.2. Si la solution u du probléme (3.1) est de classe C? par rapport a t et
de classe C* par rapport ¢ x alors il existe C € R et D € R telles que

max ||€"(u)||oo < C|1 — 20|0t + D(6t* + h?)

0<n<N-1

Donc le 0—schéma est consistant pour tout 6 d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace sauf

1
pour 6 = 3 ot il est d’ordre 2 en temps.

Convergence et stabilité au sens de Von Neumann

Définition 3.1.3. le —schéma (3.11) est stable au sens de Von Neumann si et seulement
si p(Lg) < 1

ot
ol Lg = Bnggfl et Bg =1 + HuﬁA
1
Proposition 3.1.3. 1 560> 3 alors p(Lg) < 1

1 ot 1
2 9i0elo, 5[ alors p(Lg) < 1 si et seulement si 72 < —2<1 —20)

Théoréme 3.1.2. Si la solution u du probléeme (3.1) est de classe C* par rapport a t et de
classe C* par rapport a x .

ot 1

1
Si 0 > 5 ou Mﬁ < o alors il existe C' € R et D € R telles que

1—26)
le"(w)]ly < T [C|1 — 20|t + D6 + h%)],  0<n<N
ol
1
el =\ 5 3 legl
j=1
‘ 1 . . .
Remarque 3.1.3. 1 5160 > = le 0—schéma est inconditionnellement convergent pour

la norme ||.||2 d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.
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1
2 810 = = le schéma de Crank-Nicolson est inconditionnellement convergent pour la

norme ||.||2 d’ordre 2 en temps et d’ordre 2 en espace.

1
3 Si0 < = le §—schéma est convergent pour la norme ||.||2 d’ordre 1 en temps et d’ordre

0t 1
2 en espace si et seulement st ,uﬁ < m )

3.1.3 Etude d’un exemple

On considére le probléme

1 2
%(x,t): O (x t) x€l0,1] t>0
u(0,t) = ( ) t>0 '
u(x,0) = 0( ) = s1n(7rx) x €[0,1]
La solution exacte du probléme précédent est
u(z,t) = sin(rz) exp(—t) (3.14)

La méthode explicite (Schéma FTCS)

ot
En utilisant La méthode explicite (Schéma FTCS) et en respectant la condition 72 <

on prend h = 0.0200 et At = 4.0000 x 10~° on obtient les résultats suivant :

1
2’

solution exacte a l'instant t=0.4

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

FIGURE 3.1 — solution exacte & Iinstant t=0.4
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cluurbes approchées de 1=0.00004 j u'a 1=0.4 avec pas=0.00004

09

08

07

06

FIGURE 3.2 — courbes approchées de t=0.00004
jusqu’a t=0.4 avec un pas=0.00004

De:rigeu r abs max entre courbe exaxte et approchée de t=0.0004 a t=0.4

0.3

o

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

FIGURE 3.3 — erreur absolue maximale entre

courbe exacte a t = 0.4 et courbes approchées de
t=0.00004 jusqu’a t=0.4 avec un pas=0.00004

Conclusion On constate que pour h = 0.0200 et At = 4.0000x 10~° la courbe représentant
I’erreur maximale absolue entre la courbe exacte a t = 0.4 et les courbes approchées de t =
0.00004 jusqu’a t = 0.4 avec le pas= At = 0.00004 est une courbe strictement décroissante.
Ce qui mis en évidence la convergence de la méthode explicite.
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La méthode implicite

En utilisant La méthode implicite et en prenant h = 1072 et At = 1 x 10~ on obtient
les résultats suivant :

a7 solution exacte a l'instant t=0.4

06

05

04

0.3

0.2

01

FIGURE 3.4 — solution exacte a Uinstant t=0.4

If:l:iurl:bes approchées de t=0.0001 jusqu'a t=0.4 avec pas=0.0001

FIGURE 3.5 — courbes approchées de t=0.0001 jus-
qu’a t=0.4 avec un pas=0.0001
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Geggeu r abs max entre courbe exaxte et approchée de t=0.0001 at=0.4

0.3

0.25

02

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

FIGURE 3.6 — erreur absolue maximale entre
courbe exacte & t = 0.4 et courbes approchées de
t=0.0001 jusqu’a t=0.4 avec un pas=0.0001

Conclusion On constate que pour h = 0.0100 et At = 1.0000x 10~* la courbe représentant
I'erreur maximale absolue entre la courbe exacte a t = 0.4 et les courbes approchées de

= 0.0001 jusqu’a t = 0.4 avec le pas= At = 0.0001 est une courbe strictement décroissante.
Ce qui mis en évidence la convergence de la méthode Implicite.

Comparaison entre les deux schémas FTCS et BTCS Pour le FTSC on atteint
Ierreur absolue maximale e = 8.2845¢ — 05 entre courbe exacte et approchée a t = 0.4 aprés
10000 itération et pour BTCS on atteint I'erreur absolue maximale e = 3.5456e — 05 entre
courbe exacte et approchée a t = 0.4 aprées 4000 itération. Donc le schéma BTCS est plus
rapide de plus il est inconditionnellement convergent.

3.2 Reésolution de I’équation de la chaleur 2D par diffé-
rences finies

3.2.1 Présentation de I’équation de la chaleur sur un domaine rec-
tangle du plan

On considére I’équation de la chaleur sur un domaine 2 =Ja, b[x]c, d] avec condition sur
le bord de type Dirichlet et condition initiale donnée par le systéme :

ou

E(t,x,y) — pl(t,x,y) = f(t,z,y)  (z,y,t) € Qx]0,T]

u(t,z,y) =0 (x,y) € 6Q
uw(0,z,y) = uo(z,y) (z,y) € Q

(3.15)
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3.2.2 La méthode 6—schéma

On considére une discrétisation de Q définie par les points : P, = (xi,y;) o x; =
a+ih, 1=1,2,--- m+lety,=c+jh, j=12---, 1+1
—a d—c

et hy = ——
+1 [+1
ui'; est une approximation de u(t", x;,y;) a linstant " = nAt. On procéde de la méme

maniére utilisée pour dériver le §—schéma pour ’équation de la chaleur 1D, on obtient le
f—schéma suivant :

Les pas de discrétisation spatiale sont donnés par h, =

n+1 n
= A_t & —H (QAhzhyu?,;rl + (1 - G)Ahzhyqu) =0 Z};l + <1 - e)f:J (316>
ou WPy 2P bl Wy — 2ul Ul
Ahzhyu?;j — 5J hg] 5J + 5J hgv] 5J
et

fi?j = f<tn’wiayj>
Remarque 3.2.1. 1 Pour 8 =0 on obtient le schéma FTCS.
2 Pour 8 =1 on obtient le schéma BTCS.

3 Pour § = % on obtient le schéma de Crank-Nicholson.

En utilisant 'ordre lexicographique sur le maillage comme dans le cas stationnaire, le
f—schéma s’écrit sous la forme matricielle suivante :

(I 4+ 0AtAU™ = (I — (1 — OAtAU™ + At(OF™ 4 (1 — 0)F™) (3.17)
ou A est la matrice tridiagonale par block définie par

A = tridiag(D,T, D)

A comporte [ ligne et [ colonnes elle est de taille ml x ml.

D € R™ x R™ est une matrice diagonale et ses coefficients sont ;—5
y
T est une matrice tridiagonale de taille m x m
o = 2u 2p —p
T = tridiag (— - T —)
h2’ h2 h2" h2
et
Ur = (u?hugh e ’u:vlzlv u?Q: qu: e 7“%2? e 7u?l7ugl7 e 7“2@1)T

T
F" = (f{mlaf;la"' 7fr7;17f1n27f§27"' >frr:z27"' 7f1r;7f2nl7"' >fr7jzl)
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3.2.3 Consistance, stabilité et Convergence

Consistance

Proposition 3.2.1. Si la solution u du probléeme (5.15) est de classe C* par rapport ot et
de classe C* par rapport a x alors le 0— Schéma est consistant pour tout 6 € [0, 1]
Stabilité

La stabilité du §— Schéma est donnée par la proposition suivante ([6]) :

1
Proposition 3.2.2. Soit § = pAt (ﬁ + ﬁ)’ alors on a les résultats suivants :
@ y

1
2 —46°

1
1 5i0<0< 3 alors le 0— Schéma est L?—stable si 3 <

1
2 Si 3 < 0 <1 alors le — Schéma est inconditionnellement L?—stable.

1

3 510< 60 <1 alors le 0— Schéma est L>—stable si f < m

Théoréme de Lax

Le théoréme suivant donne le théoréme fondamentale d’équivalence entre convergence et
consistance+stabilité d’un schéma d’approximation d’une edp linéaire d’évolution |7|

Théoréme 3.2.1. Pour résoudre un probleme évolutif linéaire avec condition initiale bien
posé, ceci a l'aide d’un schéma numérique de différences finies consistant, la stabilité de ce
schéma est une condition nécessaire et suffisante pour assurer sa convergence.

Convergence

En appliquant le théoréeme de Lax, on peut formuler le théoréme de convergence suivant :

1 1
Théoréme 3.2.2. Soit § = uAt (— + ﬁ)’ si la solution w du probleme (3.15) est de
y

h3
classe C® par rapport a t et de classe C* par rapport ¢ x alors on a les résultats suivants :
1 1
1 550<0< 5 alors le 0— Schéma est convergent dans L? si 3 < 540"

1
2 S0 3 < 0 <1 alors le 90— Schéma est inconditionnellement convergent dans L? .

1

3 510< 0 <1 alors le 0— Schéma est convergent dans L™ si 5 < m

44



3.2.4 Etude d’un exemple

On considére le probléme

%(x,y,t) = %Au(m,y,t) (z,y) €]0,1* t>0
u(x,y,0) = sin(mx) sin(my)(z, y) €]0, 1
{ u(z,0,t) =0 0<xz<l1 (3.18)
u(l,y,t) =0 0<y<1
u(z,1,t) =0 0<z<1
u(0,y,t) =0 0<y<l1

La solution exacte du probléme précédent est
u(x,y,t) = sin(7z) sin(my)e™" (3.19)
1
(1) En utilisant le schéma implicite avec mu = —, h = 0.05, At = 0.01 et M = 20,
7r

on obtient les résultats suivant :

Solution exacte a t=0.2

FIGURE 3.7 — solution exacte & Uinstant t=0.2
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Solution approchée a t=0.2

Distribution exacte de la chaleur sur la plaque a t=0.2

08
a7
06
05
04
03
a2
a1
2 4 6 8 10 12 14 16 18

FIGURE 3.9 — Distribution exacte de la chaleur
sur la plaque a t=0.2

Distribution approchée de la chaleur sur la plaque at=0.2

08
18
16 .
14 s
12 05
10 04
03
02
01
2 4 6 8 10 12 14 16 18

FIGURE 3.10 — Distribution approchée de la cha-
leur sur la plaque a t=0.2
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(11)

1
En utilisant le schéma implicite avec mu = —, h = 0.02, At

on obtient les résultats suivant

Solution exacte a t=0.5

0.1 #
m‘,, ,
; 7 N \
&0 ,,,’;’,{,/lﬂlmﬂ‘.’]l'ﬂjyff:" u‘. e ‘tl‘“\\\\\\‘\‘\‘“‘““‘
Lty ln ou'o T
a0 g l ‘oﬂ"“‘ ‘\\\l‘\ iy 50
ﬂ,,,/ﬂ ‘u | |‘\ - 40

20 el

'
’I:,, G IS jiad
s

20

FIGURE 3.11 — solution exacte a 'instant t=0.5

Solution approchée a t=0.5 pour h=0.02

\
0.1 e \\\
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0 f/-'/ﬂ'-’lm fig’o’w R, o ‘\‘ \\I u\m‘\“‘
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© ,‘W”%’# it "o' G '0 ‘\‘\\‘l‘l““‘“\‘ﬁ\“‘\‘\\\\ A .
s 40
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S e o ||
‘«
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FIGURE 3.12 — solution approchée & l'instant
t=0.5 pour h=0.02
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erreur absolue a t=0.5 pour h=0.02
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FIGURE 3.13 — erreur absolue a linstant t=0.5
pour h=0.02

Distribution exacte de la chaleur sur la plaque a t=0.5
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FIGURE 3.14 — Distribution exacte de la chaleur
sur la plaque & t=0.5

Distribution approchée de la chaleur sur la plaque a t=0.5 pour h=0.02
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FIGURE 3.15 — Distribution approchée de la cha-
leur sur la plaque a t=0.5 pour h=0.02
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Remarque 3.2.2. Les figures précédentes mettent en évidence la convergence du schéma
implicite pour le probleme (3.18).
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Conclusion

Dans ce mémoire, aprés un bref rappel sur les équations aux dérivées partielles semi-
linéaires d’ordre 2 sur le plan et ’étude de 1’équation de la chaleur monodimentionnelle.

On a étudié en détaille la méthode des différences finies. Cette étude porte sur la résolu-
tion de I’équation de poisson sur R et sur R% En particulier On a donné les résultats sur
la consistance qui est une condition suffisante de convergence pour les problémes linéaires
stationnaires bien posés. La simulation numérique de deux problémes stationnaires 1D et 2D
sous environnement MATLAB nous a permis de valider la convergence de la méthode des
différence finies pour ces problémes.

On a terminé ce mémoire par la résolution numérique de I’équation de la chaleur sur R
et sur R?. En utilisant le §—schéma et en citant les résultats de consistance, de stabilité au
sens de Von Neumann et de convergence. Cette résolution numérique était réalisée en im-
plémentant la méthode des différences finies sous MATLAB . Les résultats de la simulation
numérique nous ont permis de valider la convergence de la méthode des différences finies
pour deux problémes d’évolution linéaires paraboliques.
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Résumé

Dans ce travail, apres un bref rappel sur les edp semilinéaires sur le plan,
on présente la méthode des différences finies en 1'appliquant a la résolution
de I'équation de poisson sur R et sur R* et I'équation de la chaleur
sur R et sur R?. On donne les résultats de convergence. En utilisant
I'environnement MATLAB on simule numériquement a I'aide de la
méthode des différences finies 1'équation de Poisson 1D et 2D et 1'équation
de la chaleur 1D et 2D.

Summary

In this work, after a brief reminder of the semilinear pde on the plane, we
present the method of finite differences by applying it to the resolution of
the Poisson equation on R and on R? and the heat equation on R and on
R2. We give the convergence results. Using the MATLAB environment,
the 1D and 2D Poisson equation and the 1D and 2D heat equation are
numerically simulated using the finite difference method.
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