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Résumé

Ce mémoire traite l'existence de l’ensemble des solutions et sa structure
topologique, d'un probleme d’une fonction par rapport a une autre fonction (-
Riemann Liouville) dans un domaine nom-bornée [0;00] dans un espace de
Banach spécial. Notre approche est basée sur les théoremes du point fixe com-
biné a une mesure de non-compacité. Un exemple est donné pour chaque cas

afin de vérifier 'applicabilité de nos résultats.



abstract

This thesis deals with the existence of solution sets and its topological struc-
ture for fractional differential equation with ¢-Riemann-Liouville fractional
derivative on [0; 0o] in a special Banach space. Our approach is based on a fixed
point theorem combined with measure of non-compactness. An example is given

to show the applicability.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une branche des mathématiques qui s’intéresse
a I’étude de concept mathématique ou la dérivée et l'intégrale classique sont
remplacées par une intégrale et une dérivée fractionnaire. Ce concept n’est pas
nouveau, c’est origine remontent a la fin de 17" siecle 'époque de Newton

et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En

n

dt"
d’une fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre a L’Hopital (apparem-

particulier, Leibniz a présenté le symbole pour désigne la n®"¢ dérivée

ment avec I’hypothese implicite que n € N), L’Hopital a répondu : Que signifie
af
dtn

comme le premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire,

1
sin = 5 ? Cette lettre de I’'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise

et le fait que I’'Hopital a demandé spécifiquement pour n = 2 c’est a dire
une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des
Mathématiques. Tout d’abord, plusieurs mathématiciens ont apporté des contri-

butions importantes jusqu’a la moitié du dernier siecle : P.S. Laplace (1812),

J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823 — 1826), H. Holmgren (1865 —67), A.K.



Griinwald (1867 — 1872), A.V. Letnikov (1868 — 1872), H. Laurent (1884), P.A.
Nekrassov (1888), J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892 — 1912), S. Pin-
cherle (1902), G.H. Hardy and J.E. Littlewood (1917 — 1928), H. Weyl (1917),
P. Lévy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis (1924 — 1936), A. Zygmund
(1935 — 1945), E.R. Love (1938 — 1996), A. Erdélyi (1939 — 1965), H. Kober
(1940), D.V. Widder (1941),M. Riesz (1949.

Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaitre les premieres ” conséquences
utiles”. La premiere tentative sérieuse de donner une définition logique pour la
dérivée fractionnaire est di a Liouville qui a publié neuf documents dans ce
sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment, Riemann a proposé une approche
qui s’est avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte
le nom ” Approche de Riemann-Liouville”. Plus tard, dautres théories on fait
leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo. A
cette époque il n’y avait presque pas d’applications pratiques de cette théorie,
et c’est pour cette raison qu’elle a été considérée comme une théorie abstraite
ne contenant que des manipulations mathématiques peu utilises. Le passage des
formulations mathématiques pures a des applications, a commencé a voir le jour
depuis les années 1990, ou les équations différentielles fractionnaires sont ap-
parues dans plusieurs domaines tels que la physique, I'ingénierie, la biologie,la
mécanique...

La théorie du point fixe est I'un des outils les plus efficaces et les plus fructueux

utilisés en analyse non linéaire pour résoudre les équations intégrales fonction-



nelles. Elle s’intéresse aux conditions d’existence d’'un ou de plusieurs points
fixes d’une cartographie. d’'un ou de plusieurs points fixes d'une cartographie
d’un espace topologique en lui-méme. Brouwer a établi un résultat de point fixe
qui est devenu le célebre théoreme de point fixe de Brouwer pour les espaces
de dimension finie. espaces de dimension finie. En 1922, Banach a introduit
son célebre principe de contraction de Banach pour les espaces métriques com-
plet qui garantissent ’existence et 'unicité du point fixe. Par la suite, en 1930,
Schauder a étendu le théoreme du point fixe de Brouwer aux espaces de di-
mension infinie en utilisant la condition de compacité. Il y a eu de nombreux
développements dans le domaine du point fixe. Kuratowski, en 1930, a ouvert
une nouvelle direction de recherche en introduisant de mesure de non-compacité,
qui donne le degré de non-compacité pour les ensembles bornés. La mesure de
non-compacité peut également étre utilisée dans I’étude des ensembles monova-
lents et multivalués. I’étude des mappings monovalents et multivalués, en par-
ticulier dans la théorie des points fixes métriques et topologiques. La mesure de
non-compacité combinée a certains arguments algébriques est bénéfique pour
I’étude de formulations mathématiques, en particulier pour résoudre I’existence
de solutions de certains problemes non linéaires sous certaines conditions. de
certains problemes non linéaires dans certaines situations.

Tres récemment, de nombreux articles de recherche ont été publiés concernant
les équations différentielles fractionnaires dans les espaces de Banach, certains

d’entre eux ont étudié les résultats d’existence des solutions sur des intervalles



finis et dans un domaine non borné par des méthodes classiques. sur des inter-
valles finis et des domaines non bornés a I’aide d’outils classiques de ’analyse
fonctionnelle et de la mesure de non compacité, voir par exemple les références
suivantes :

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres partagés de la fagon suivante :
Chapitre 1. Regroupe les notations, les définitions des concepts utilisés de ce
manuscrit. Nous introduisons quelques notions importantes pour le calcul frac-
tionnaire, la non-compacité, la mesure et la théorie du point fixe.

Chapitre 2. L’objet du deuxieme chapitre on donne une rappelle sur I'intégrale
et la dérivé au sens de Riemann-Liouville, la non-compacité et les opérateur
condensée, la mesure et la théorie du point fixe. Chapitre 3. Nous montrons

I’existence de la solution du probleme de valeur limite suivant :
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avec 1 < a < 2. L’opérateur J

représente l'intégrale fractionnaire -
Riemann-Liouville du coté gauche, E est un espace de Banach de norme ||.||,
a,b € E, f : (0,00) x E — E. Nous prouvons l'existence de solutions, en
appliquant le théoreme du point fixe combiné a la technique de la mesure de

non-compaciteé.

Chapitre 4. Illustration de 'applicabilité du théoreme avec un exemple
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Chapitre
PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires et les théoremes

utilisé dans ce qui suit.

1.1 Fonctions spéciales

Nous avons besoin de présenter des fonctions qui sont tres utilisées et qui
permettent en général de fournir des solutions aux problemes du calcul frac-

tionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma et la fonction Béta.

1.1.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire et la fonction
Gamma. Son interprétation est simplement la généralisation du factoriel aux

valeurs réelles et complexes.

Définition 1.1 [0] La fonction Gamma I'(2) est généralement définie par 'intégrale



Chapitre 1 PRELIMINAIRE

suivante :

+o00
['(z) = / t“le7'dt z€C et Re(z)>0.
0

Proposition 1.1 [6] Pour tout z € C telque Re(z)>0, on a I'(z + 1) = 2I'(2),

et ['(n) = (n — 1)! pour tout n € N.

Théoréme 1.1 [6] La fonction I' et définie et de classe C*sur]0, +oo[, ses

dérivées successive sont données par la formule
400
I®)(z) = / e~ (In(x))Pt*ldt, z = 2 € ]0, +00|
0

Lemme 1.1 [0] Soit z € C avec Rez > 0 alors

nln®
li =T
n oo 2(z+1)---(z+n) (2)

1.1.2 Fonction Béta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction

joue un role important quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.2 [0] La fonction Béta (ou la fonction de Bessel de seconde espece)

est donnée par : pour tout (z,w) € C? avec de Re(z) > 0, on a

1
Bl w) = / 11— )l
0

7



Chapitre 1 PRELIMINAIRE

Théoréme 1.2 [(] soient (p, q) € C? avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0. Alors

I'(p)I'(q)
T(p+q)

Proposition 1.2 [(] pour tout p,q € C: Re(p) > 0 et Re(q) > 0. On a
1. B(p,q) = B(q.p).

2. B(p,q) = B(p+1,9) + B(p.qg +1).

B(p,q) =

q
3. B(p,g+1) = pi B(p+1,q) = ;5B q).

™

tr! 2 2p—1 21
dt = 2/ (sint)P™" (cost)* dt.
0

4 B(p+q)=/0+oo(

1+ t)pta

Proposition 1.3 [(] pour tout a,b € RY,
b
[ -0t = (b= 07 Bpg)

Proposition 1.4 [(]
e La formule des compléments ;

soit z € C: 0 < Re(z) < 1, alors

™
['(2)'(1—2)=
()11 = 2) sin(mz)
e La formule de duplication,
22271 1
['(2z2) = r —
2) = = =T((2) +3).

ou, de maniere équivalente
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1
B(z, 5) =22 B(2, 2).

1.2 Quelques Espaces fonctionnelles

1.2.1 Continuité(Espace topologique)
zog € Aet ] € X'. On dit que f a pour limité 1 en x si :

Vvl - I/x/(l),E*VX(ZUo), (ZI? c A NV = f(x) c V,)

1.2.2 Fonction Continues(Espace métrique)

Définition 1.3 Soient (X;d) et (Y;dy) deux espaces métriqueset f: X — Y

une fonction. On dit que f est continue en un point a € X, si et seulement si :
Ve > 0;30 > 0;Ve € X;d(z;a) <6 = do(f(2); f(a)) e

Définition 1.4 (Equicontinuité)
Soit F' une partie de C'(X;Y) et 2y un point de X. On dit que F' est equicontinue
en o si

Ve > 0,3\ > 0,Vf € F.Vy € X, dx(xo, f(y)) <e = dy(f(xo, f(y)) <e

On dit que F est equicontinue sur X si F' est equicontinue en tout point de X.

Si I'on a la condition plus forte :
Ve > 0,30 > 0,Yf € F\¥(z,y) € X*,dx(z,y) < A= dy(f(2), f(y)) <e,

on dit que F' est uniformément équicontinue.

9
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1.2.3 Convexité

La notion de connexité est tres importante en topologie.

Définition 1.5 (Ensemble convexe)

un ensemble U C R"” est dit convexe si
Ve,y e U, Vte[0,1]]onatr+ (1—t)yeU.

Autrement dit U est convexe si pour tous points x,y de U, le segment [z, y] est

inclus dans U (c’est a dire, Vo, y € U on a [z,y] C U).

Définition 1.6 (Fonction convexe)
Soit U C R"™ un ensemble convexe et f : U — R une fonction. On dit que f est

convexe sur U si

Ve,y e U, Vte|[0,1]
flty+ (A —=t)x) <tf(y) + (1 —1)f(x).
Autrement dit pour tout o, 5 € R, tel que a+ 3 =1, on a

flax + By) < af(z) + Bf(y).

Exemple 1.1 Les fonctions affines f(z) = ax + b sont des fonctions convexes
ou bien concaves. En effet, soit a, 5 € R, tel que a+ 5 =1

on a

flax+py) = a(ax+Py)+b = a(ar+py)+(a+6)b = a(ar+b)+B(ay+b) < af(x)+6f(y).

10
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- La somme de deux fonctions convexes est convexe.

- Le produit d’une fonction convexe par un scalaire n’est pas toujours convexe.

1.2.4 Compacité

La notion de compacité est d’une importance fondamentale car c’est elle
qui permet par exemple de montrer que des suites admettent des sous-suites
convergentes sous des hypotheses favorables portant principalement sur I’espace

topologique auquel appartient la suite.

Définition 1.7 Un espace topologique X est compact s’il est séparé et si tout
recouvrement de X par des ouverts admet un sous-recouvrement fini. Une partie
A d’un espace topologique quelconque X est compacte si, munie de la topologie

induite, c’est un espace topologique compact

Exemple 1.2

1. Tous les sous-ensembles finis d’un espace topologique séparé sont com-

pacts.

2. Dans un espace topologique séparé, ’ensemble constitué par une suite

convergente et sa limite est compact.

3. L’ensemble R muni de sa topologie usuelle n’est pas compact, mais |a, b]

lest

11
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1.2.5 Espaces des fonctions continues

Soient J = [a,b], 0 < a < b un intervalle fini ou infini du réel [0, 00] et E
un réelle espaces de Banach de norme || - ||. C(J, E) est I'espace des fonctions

continues de J a valeurs dans £, muni de la norme

sup | y(z) | -
zeJ

Soit J = [a, b], 0 < a < b étre un intervalle fini ou infini des axes positifs réels
[0,00) and n € N*. On désigne par C"(J, F) a l'espace de E-values fonctions y
qui sont n fois continument dérivable sur J avec de norme

n n
k k
lyllen = > 1yl =D sup [ly™ (@)]].
k=0 k=0 *<7
En particulier, pour n = 0, C°(J, E) = C(J, E).

Soit maintenant J = [a,b], 0 < a < b < oo un intervalle fini et AC(J, E)
I’espace des fonctions a valeur E-qui sont absoluement continue en J. Pour n €
N*, on note AC"(J, E) l'espace de Banach des fonctions définie sur I'intervalle

J a valeurs dans E qui est définie comme :

AC"(J,E)={y:J — E:ye C"(J,E) alors D"y € AC(J, E)}.

1.2.6 Espaces des fonctions mesurables

L’intégrale de Lebesgue désigne a la fois une théorie relative a 'intégration
et a la mesure, et le résultat de l'intégration d’une fonction a valeurs réelles

définie sur R (ou sur R”)muni de la mesure de Lebesgue.

12



Chapitre 1 PRELIMINAIRE

Définition 1.8 (Riemann Liouville) Soit f une fonction a valeurs réelles,
définie sur I’axe réel et supposée continue par morceaux. Alors, pour tout inter-
valle fermé [a, b], f est Riemann-intégrable et elle admet une primitive continue

sur [a, b]. Si F' désigne une primitive de f sur [a, b], alors pour tout = dans |[a, b] :
| fwau = Fa) - Fla)

Fonction mesurable

Le couple (T, F) est appelé un espace mesurable. Soit (E,Tg) et (F,Tr)
deux espaces mesurables f une application de E dans F. On dit que f est
(Tg, Tr)-mesurables si

VA e TF - f_1<A) CTg

Intégrale de Lebsgue

Soient J = [a,b], 0 < a < b un intervalle fini ou infini du réel [0, 00| et E un
réel espaces de Banach de norme | - ||. On note L!(J,R) l'espace des fonctions

intégrables de Lebesgue y sur J de norme

b
Iyl = / oL

une fonctions mesurable y : J — E est intégrable de Bochner si et seulement
|y]| est intégrable de Lebesgue. Soit L(J; E) I'espace des fonctions intégrable

de Bochner a valeurs E sur J de norme

13



Chapitre 1 PRELIMINAIRE

b
Iyl = / ly () dt,

Intégrale de Bochner

I'intégrale de Bochner, qui porte le nom de son créateur Salomon Bochner,
étend la définition de l'intégrale de Lebesgue aux fonctions a valeurs dans un

espace de Banach, comme limite d’intégrales de fonctions étagées.

Théoreme 1.3 Soit fn une suite de fonctions mesurables sur G a valeurs dans
E.Si fn — f simplement, alors f est mesurable. Comme dans le cas complexe
on définit les fonctions simple comme une combinaison linéaire de fonctions

caractéristiques d’ensembles de mesure fini, c¢’est-a-dire

Z pail aq,
i=1
oua; € Eet u(A;) < oo

Définition 1.9 (u-mesurabilité) Soient (G, M, 1) un espace mesuré et
f G — E. On dit que f est py-mesurable, s’il existe une suite de fonctions

simples qui converge p-presque partout vers f.

Théoreme 1.4 Soit fn une suite de fonctions p-mesurables sur G a valeurs

dans E. Si fn — f presque partout, alors f est u-mesurable.

Définition 1.10 Une fonction f : G — F est dite intégrable s’il existe une

suite de fonctions simples (s,) telle que

14



Chapitre 1 PRELIMINAIRE

(i) s, — p-presque partout,

i) Jo || 50— 1 || dit —> 0

On dit que s, est une suite approximante de f.

Théoréeme 1.5 ((Critéere d’intégrabilité) Une fonction f : G — E est

intégrable si et seulement si f est p-mesurable et [, || f || du < oc.

Définition 1.11 Soit f : G — E intégrable, on définit I'intégrale de f comme

/fd,uzlim/sndp
G noJa

ol s, est une suite approximante.

suit

15



Chapitre 2

Les intégrale et les dérivés fractionnaire

Dans ce chapitre nous présentons quelques définitions, résultats et théories.
propriétés principalement liées aux intégrales et aux dérivées fractionnaires au
sens de Riemann-Liouville, la mesure de nom compacité et opérateur condensée

et quelque théoreme de point fixe.

2.1 Les intégrales fractionnaires et les dérivées fraction-

naires

2.1.1 Intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 2.1 [10] Soit f : [a;b} — R (ou a valeurs vectorielles) une fonction

continue,b pouvant étre fini ou infini. Une primitive de f est donnée par :

1)) = [ s

16



Chapitre 2 Les intégrale et les dérivés fractionnelles

Pour une primitive seconde on aura :

2ne = [ ([ soa)

Le théoreme de Fubini nous ramene cette intégrale double a une intégrale simple

1)) = [ = 0f
Puis une itération donne
T —t)"t
I = [ ———dt
@ = [ =
Définition 2.2 [10] Soit f : [a;b) — R une fonction continue. On appelle

d’ordre intégrale de Riemann-Liouville de f I'intégrale suivante :

1

(129)) = [t

ou est un réel (ou méme complexe) convenablement choisi.

2.1.2 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.3 [0] Soient « un réel strictement positif,
n € Ntelle que [o)=n+1et f:[a,b] > R

une fonction définie par

2210 = = (7)) [ @t

On note

D) =t [ G L0 —ar

17
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2.1.3 Intégrale et dérivée fractionnaire par rapport une autre fonc-

tion

Définition 2.4 [3] Les définitions et certaines propriétés des intégrales frac-
tionnées et des dérivés d’'une fonction par rapport a une autre fonction v sont
présentées dans cette section. Soit (a,b)(—o0o < a < b < +00) un intervalle
fini ou infini de la droite réelle R et o > 0. Soit aussi ¢(z) une fonction mo-
notone croissante et positive sur (a, b], ayant un dérivé continu ¢'(x) en (a, b).
L’intégrale fractionnaire d’une fonction f par rapport a une autre fonction v
sur [a, b] et défini par :

1

@) = s / () — 9(0) (1) ()

ou

x> a;a >0,

Dans ce que suit en prend la notation :

(Zﬁ(l“) - ¢(t)>a - %(1‘715)

alors

@) = s [ vew s

18
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ou

x> a;a >0,

Si a = 0 et, nous utiliserons la notation suivant :

%ﬁﬂ@:ﬁbﬁUWMﬁwwmw

x> 0;a>0,
Proposition 2.1 [3] Soit a > 0 et A > 0. Alors
(I3 exp™ W) (z) = A exp™@).,
La propriété de semi-groupe est également valable.

Lemme 2.1 [8] Soit a > 0 et 5 > 0. Puis les relations

(IO f(x) = (I ()

et
I 1) f () = I57) f (w)
Soit ¥'(z) Z0(—c0o S a <z <b=00)et a=0(a#0). Aussi n = [a] + 1 ainsi
que D = % La fraction Riemann-Liouville et Liouville dérivées d’une fonction
y par rapport a ¢ d’ordre a(a) = 0; @ # 0), correspondant aux intégrales de
Riemann-Liouville et de Liouville dans, sont définis par
1

V()

19
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Chapitre 2 Les intégrale et les dérivés fractionnelles

1 1 "o )
T ( W)D) [ v aste 0100 > ),
et
(Dg:_ay)(x) = <¢’1x) D) (]gin—a)
1 1 e ,
o (5?) [ oo @t > 0,
respectivement.

Remarque 2.1 [8] Lorsque ¢(z) = x, correspond a Riemann-Liouville. Dérivés

fractionnaires et
(Daiy)(x) = (Dgy)y(w)

avec des dérivés fractionnels de Liouville et

(Doiy)(z) = (Dgy)y(z)

Lorsque a = n € N, les dérivées fractionnaires générales ci-dessus ont les

formulaires suivants :

. (1 d\"
(L)) = (DLwe) = (2 ) ol

En particulier, nous avons

(D)) = (DL ote) = 42
Les résultats qui suivent généralisent et sont comparables
Lemme 2.2 [3][4] soit (a > 0) et (8) > 0. si y,(z) = [¢(x) — ()]’ alors
. r
DYy @) = @) — v(0)
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Lemme 2.3 [8][1] o, & € R%. Nous avons

L 30 1(1,0) = i gtbuse 1(£,0).
2. 511 < a < 2, nous avons
(i) *EDF o 1(t,0) = T(a) et PEDY" b, 5(1,0) = 0,
(ia) ®EDG a1 (£,0) =15 D ipo s (t,0) = 0.

Lemme 2.4 si a > 0 alors

1.
FEDLCF () = DYE f(a) = | fl@) = Y () — (@)
2. .
DYerre = f(z) =Y Crp (¢(x) —¢(a))" ",

ol

—1
Proposition 2.2 [38] soit a = 0(a # 0)et A > 0.

(Dw,a Ap(t ))(x) — \2eM()

Semblable a la fraction de Riemann-Liouville et aux propriétés de la fraction
de Liouville dérivés, il existe les propriétés correspondantes pour les dérivées

fractionnaires générales

2.2 Mesures de non-compacité (MNC) et les opérateurs

condensés

La mesure de non compacité est un outil trais utile dans les espaces de

Banach, ils sont largement utilisé dans la théorie du point fixe, les équations
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différentielles, les équations fonctionnelles, les intégrales et équations integro-

différentielles,....etc [3]

2.2.1 Généralité sur la mesure de non-compacité

Définition 2.5 [2] Soit D un sous-ensemble borné de E. La mesure de Kura-

towski de non-compacité 9 du sous-ensemble D est définie comme :

V(D) =inf{e>0: D= U D; pour certains D; avec diam(D;) < epour 1 <1i <n < oo}.
i=1

Ici, diam(D) désigne le diametre d'un ensemble D C F, c’est-a-dire,
diam(D) := sup{d(x,y)|z,y € D}.

Une autre mesure importante de la nom-compacité est la mesure dite de Haus-

dorff(ou boule) de la nom-compacité définie comme suit :

Définition 2.6 [2] Soit D un sous-ensemble borné de E. La mesure de Haus-

dorff de non-compacité du sous-ensemble D est définie par :
X(D) =inf{e: D a un fini e-net dans in F}.

Remarque 2.2 [2] Les mesures x et 9 sont équivalentes, ¢’est-a-dire que pour

tout sous-ensemble borné D de FE, 'estimation suivante est valable,

X(D) < 9(D) < 2x(D)

Définition 2.7 [2] Une fonction p : Mp — RT est dite mesure de non-

compacité sur F si les conditions suivantes sont remplies :
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1. La famille kery = X € Mg : u(X) = 0 est non vide et kery C Ng;

2. XCY = u(X) < u(Y);

4. p(convX) = p(X);
5. pAX + (1= N)Y) < Ap(X) + (1 — \)p(Y) pour A € [0,1];
6. Si (X,,) est une séquence d’ensembles classés de Mg
telle que X1 C X,,, X,, = (n = 1,2,--+) et si lim, ,o u(X,,) = 0, puis

I’ensemble d’intersection X, = N>°; X, est nom vide et X, € kerp.

Définition 2.8 [2] La famille kerp décrite dans 'axiome 1 est appelée le noyau
de la mesure de non-compacité p. Une mesure p est dite sous-linéaire si elle

satisfait aux deux conditions suivantes :
L. u(AX) = |[A|u(X) pour A € R;

2. ju(X +Y) = p(X) + p(Y).

La Mesure de non-compacité de Kuratowskii

[9] Kuratowski fut le premier (1930) a introduire et étudier la notion de la

mesure de non-compacité

Définition 2.9 [1][7] SoitD € Sy(F). La mesure de la non-compacité de Kura-

towski 9 du sous-ensemble D est défini comme suit :

Y(D) =inf{e > 0: D}admet une couverture finie par des ensembles de diametre < e}.
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Lemme 2.5 Soit D € S,(E) et ¢ > 0. Ensuite, il y a une séquence { i, }nen C

D, de telle sorte que
(D) < 20({ptn,n € N}) + €.

Lemme 2.6 [5] Si D est un sous-ensemble equicontinue et borné de C(la, b, E),

alors ¥(D(.)) € C([a,b],RT)

9e(D) = max 9(D(r)), 0 ({ /abw(r)dr Cwe D}) < /abﬁ(D(r))dr,

r€la,b]
ou D(r) = {w(r) : w € D} et J¢ est la mesure de non-compacité sur 1'espace

C([a,b], E).

2.2.2 Opérateur condensé

Définition 2.10 Soit £ un espace de Banach.

1. Un opérateur continu f : D(f) C E — FE est dit y-condensé si pour
tout Q C D(f), x[f(2)] > x(€2) implique 2 est relativement compact. Ou
d’une maniere équivalente, Un opérateur continu f : D(f) C F — E est
dit x-condensé si pour tout Q C D(f), qui n’est relativement compact,

XLA()] < x(9).

2. Un opérateur continu f est dit (g, x)-condensé si pour tout Q C D(f) :

XL ()] < gx(92).
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Définition 2.11 Soit E; et E5 deux espaces de Banach et p; et uo des mesures
arbitraires de non compacité sur E; et Es respectivement. Un opérateur F' de
Ey a Es est est appelé opérateur (uq, p2)-condensé s’il est continu et pour tout

ensemble non compact borné D C Ej, I'inégalité suivante est vérifiée,

p2(F (D)) < (D).

Lorsque Ey = Es et p1 = po nous dirons simplement que F' est un opérateur
pu-condensé. Meir-Keeler a introduit depuis 1969 la notion de Meir-Keeler dans

un espace métrique.
Théoreme 2.1 Soient F; et Ey deux espaces de Banach, M C FE; un sous
ensemble borné et f : M — FE5 un opérateur continu. Supposons que :

(i) f admet une représentation diagonale f(x) = ¢(x,z) ou ¢ : M X Ey —>

Ey;
ii) Pour tout y € Ey, 'ensemble ®(M X y) est relativement compact ;
Yy

(iii) Pour tout x € M Tlopérateur ¢(x,.) est g-Lipschitzien. Alors I'opérateur

f est (g, x-condensé).

Théoreme de point fixe pour les opérateurs condensés de type Meir-

Keeler

Définition 2.12 Soit C' un sous-ensemble non vide d’un espace Banach E et

i un arbitraire une mesure de non-compacité sur £.On dit que 7' : C' — C
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est un opérateur condensé de type Meir-Keeler si pour € > 0, il existe 6 > 0 tel
que

e<puX)<e+d= u(T(X)) <e,

Théoreme 2.2 Soit 4 une mesure de non-compacité sur £ et G un sous-
ensemble fermé, borné et convexe de E et A est un opérateur de G en G, Si
A est un opérateur condensé de type Meir-Keeler et continu, alors I’ensemble

{w e G : A(w) = w} est non vide et compact.

2.3 Théoremes de point fixe

Définition 2.13 Soient (X, d) un espace métrique, une application f est défini

par f: X — X, on dit que x € Xest un point fixe de fsi f(z) = =.

2.3.1 Théoreme de point fixe de Banach

Vers 1922, Banach reconnu le role fondamental de la complétude métrique,

il énonce le théoreme suivant :

Théoréme 2.3 (Théoreme de Banach(1922)) Soit (E,d) un espace métrique
complet non vide et soitf : ' — FE une application a-contraction i.e il existe
0 <a<1telqued(f(x), f(y) < ad(x,y), pour tout x,y € E. Alors f possede

un unique point fixe.
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2.3.2 Théoreme de point fixe de Brouwer

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique.

Il fait partie de la grande famille des théoremes du point fixe.

Théoréme 2.4 (Théoreme de Brouwer (1910)) Soit C' un compact, convexe
non vide de R" et f : C' — C une application continue. Alors f admet au moins

un point fixe dans C.

2.3.3 Théoreme de point fixe de Schauder

Le théoreme de point fixe de Schauder est une généralisation de théoreme

de Brouwer, il s’énonce ainsi :

Théoréme 2.5 (Théoreme de Schauder(1930)) Soit C' un sous ensemble fermé
et convexe d’un espace de Banach E et f : C' — C une application continue
telle que f(C) est relativement compact. Alors f possede un point fixe. Plus
généralement, si C' est un compact convexe alors toute fonction continue de C

sur C' possede un point fixe.
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Chapitre 3

Résultats d’existence du probleme

3.1 Le cadre fonctionnelle pour opérateur

Ce chapitre étudie 'existence de solutions sur un domaine non borné du

probleme suivant

-

p

DyVy(t) = F(t.y(1)). t € (0, +00)

J5:""y(0%) = a, (3.1)

| D5 y(o0) =0,

Ou D*¥ désigne la dérivé fractionnelle y-Riemann-Liouville & gauche avec

1 < o < 2. L’opérateur J2~*% 0* désigne I'intégrale fractionnelle de Riemann-

Liouville a gauche,

FE est un espace Banach avec la norme ||.||, a,b € E,

f :(0,00) x E x E une fonction satisfaisant certains conditions spécifiées et

Y € CH{[0,00), RT)

satisfait de ¢/(t) > 0, pour tout t € [0, 00).
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Lemme 3.1 Soit 1 < a < 2,

1 00 4y (Mpa_Q(t,O)
t) = =—b—J, ¥(s)f(s,y(s)dsta1(t,0)] + ———
O = o= Vs O TEDT
+TO‘) fo @b (3>¢a—1(t7 S)f(87 y(s)ds
est une solution de problem (3.5)
Dy (1) = hit), € (0, +00),
10" y(0%) = a, (3.3)
| D5 y(o0) =1,

Démonstration Soit y est une solution de problem(3.5). Si et seulement si

On applique ’Jgf/’ au deux cotés de 1’équation du problem (3.2). On obtient

35D y(t) = T ()
D’autre part on a grasse a les propriété de la dérivé de ¥-Riemann-Liouville
D5 (35 DG — (1)) =0
En utilisant lemme (2.3), on trouve

y(t) = =101 — catba_o + IS A(L) (3.4)

En applique ’Jg: oY au deux cotés de equation (3.4)

~2— ) ~2— 5 ~2— s ~2,
J()+O”/}y(t) = _ClJo+awwa—l - C2J0+aw¢a—2 + Joﬁl}h(t) =aqa

par le lemme (2.3) on a

['(«)
['(2)

Tor et = == (£, 0)
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3(2):0%1#77%72 =I'(a—1)

En prenant ¢ tends vers 0,0n obtient
0 y(t) =~ (e —1)er=a

alors en trouve

a

S )

En applique Dg‘fl’wy(oo) =b.

au deux cotés de ’équation (3.4) et en utilise lemme (2.3),

D y(t) = =Dy W bary — 2Dy bas + Dy VTG R(E) = b

En utilisant le lemme (2.3)
Dps a1 = T(a)
Dy haa =0
DAY = 3lon(t)

Alors on a

DSy (1) = —eiT(0) + Th A1)
b= —cl'(«a) + Ty h(t)

b
o=+ TL R

[(a)
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il s’ensuit que

B a
2T a1
b -
—C1 = m + Jy+h(t)
Alors on obtient
1 awa_g(t, O)
y( F(Oé / ¢ )ds]@ba l(t O) F(Oé . 1)

1 /
+ m/{) PV($)a-1(t,s)f(s,y(s)ds.

Dans le sens contraire Soit y € B une solution de I’équation 3.2. En applique

/~2—Oé,w

au deux cotés de I'équation(3.2)
W ult) = sl - | vy 6.0+ a+ 3 s 0).
Par le lemme (2.3)
35-"" a1 (t,0) = 0
Jor sl 0) = 0

En prenant ¢ tends vers 0,

On trouve D2, “Y4(0) = a.

~2 Oé’(/J

En applique J au deux cotés de (3.2)

Dy Vy(t —b—_/ () y(e)dt + 15 f(E (L)),

Par le lemme (2.3)

DY by =T — 1)
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DSK:Lw@Da—Q =0

En prenant t — oo,

On trouve DS, "Yy(oo) = b

Ensuite, en applique Dg‘;w

au deux cotés de (3.2) et en utilisant (2.3),

nous obtenons D Yy(t) = f(¢,y(t)) les résultats sont complétement prouvés.

U

Soit I C (0,00) un intervalle compact et notons C(I, F) 'espace de Banach de

fonctions continues y : I — E avec la norme usuelle

[Ylloe = sup{lly(D)l], t € I}.

LY(J, E) Pespace des fonctions intégrable de Bochner values E sur J avec la

norme

+0o0
1l = / 1£(0)lldt.

Définition 3.1 Une fonction y € C, ([0, +00)) est dire une solution de probleme(3.5)-
(3.3) si y satisfait 'équation 2D y(t) = f(t,y(t)) et les conditions (3.2)—(3.3).

Soit

B = {y < Ca,i/J([O?OO)vE) . HyHoo < R}v
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Pour tout n > —1 et s,t € [0,00) alors ¢t > s, on pose ¥, (t,s) = (Y(t) — ¥ (s))".

Nous considérons ’espace de Banach suivant

Coas([0,50), B) = {y € C((0,50), B) s lim oo (t,0)y(0) et Jim 2200

A e 0) exists et finite}

équipé de la norme

ol = sup { 22O e (0,

3.1.1 Les hypothese sur les fonction de problem

On va présenter des hypotheses qui vent nous permettre de prouver 1'exis-
tence de I’ensemble solution :
(Hy) f:(0,00)xFE — E est une fonction permanente et pour tous z, y et (0,7 C
(0,00) :

1t 2) = f(t )l < Ava-a(t, 0)][ =y, tel que t € (0,77,
ou A € R*.
(Hs) 11 existe des fonctions non négatives a,b € C(]0,00), R™) telle que
It w)|| < a(t) + a_q(t, 0)b(t)||u]| pour tout t € (0,00) et u € E,
avec
| w6+ vl 0s)dt < T(a),
0

et
/ Y (s)a(s)dt < oo.
0
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(H3) Il existe une fonction ¢ € C([0,00),R*), Ainsi pour chaque ensemble

non vide, borné Q2 C C, 4((0,00), E)

V(f(t, Q1)) < L(t)ha_o(t,0)0(2(t)), pour tout t € (0,00) avec,

[(a)

/Ooo ’w’(s)(l + 'Q/}oz(é’, O)E(S)ds < —

(Hy) 11 existeR > 0 telle que

Il + (e = Dllall + [y~ ¢'(s)a(s)ds

2 Ta) = [ 0L+ (s, ()

Soit
B ={y € Cuy(l0,00), E) : lylly < R},

telle que R soit un réel strictement positif.

Remarque 3.1 il existe un nombre réel positif M telle que

| w65 pte) s < M, pour tout y € B
Démonstration De (H3) ,On a :
| f(t,w)|| < a(t)+ va_a(t,0)b(t)||u|| pour tous t € (0,00) and u € E,
On multiplié les deux cotés de I'inégalité 1'(t)

YONFE ) < P (Balt) + ¢ () [ha—alt, 0)b(E)][[ull,

on intégrons sur [0, co|

“+00 —+00 —+00

() f(E,u)llds < W (s)a(t)ds + W (5)[tha-als, 0)b(s)][[ul|ds,

0 0 0
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par les conditions (Hs)

/ Y (s)a(t)ds < oo

¥(5,0) < 1 alors ¥y y(s,0) < 1+ 1hy(s, 0)

Si

(1(s,0) > 1 alors 19_4(s,0)) < 1+ 1,(s,0)

donc on a

+00

W (5)[tha-a(s,0)b(s)][[uflds < /OOo Y (s)[1 4 tals, 0)]b(s)dt < T'(a)

0
3.1.2 Le theorem d’existence pour le problem fractionnaire nom
borné

On définie 'opérateur N (consistance de lemme (3.1) N : Cy ([0, 00), E) —
Ca([0,00), E') Définie par

— Cllba_g(t,())
Ny(t) ——[b—/ V(t (t)dt]pa—1(t,0) + Ta—1)
v / W (5)as(t,5) (s, y(s)ds.

Le théoreme ci-dessous est le résultat principal.

Théoréme 3.1 Supposons que les conditions (Hy) — (Hy) Ils sont valides. Puis

35



Chapitre 3 résultats d’existence

le probleme

-
Q
S N

+
L
<=
<
—
)
+
~—
I
8
/N
w
(@)
N~—r

possede au moins une solution

Démonstration Par la définition de 'opérateur N par Lemme 2.3, Nous re-
marquons que les points fixes de 'opérateur N sont des solutions aux probleme
(3.5) —(3.3). Pour cette raison, Il suffit donc de vérifier les axiomes du théoréme
2.2, il est fait en quatre étapes.
Soit

B ={y € Cay([0,00), E) : [lyll < R},
telle que R c’est un réel strictement positif.

Etape 1 : N est borné sur B.

Soit y € Coy([0,00), E), de (Hy)
| f(t,w)]| < alt)+ va_a(t,0)b(t)||u|| pour tout t € (0,00) et u € E,
avec
/OO P'(s)[1 + a(s,0)]b(s)dt < T'(« / Y (s)a(s)dt < oo.
Il est facile de déduire que Ny € C, ([0, 00), E). Utiliser (Hj)
| f(t,w)|| < alt) + Ya_a(t,0)b(t)||u|| pour tout t € (0,00) et u € E,
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avec
/ P'(s)[1 + a(s,0)]b(s)dt < T'(a / V' (s)a(s)dt < oo.
, pour tous y € B et t € (0,00) On obtient

Pa—a(t, 0)[| N (y) (1)
1 4+ 1,(t,0)
¢2—aHbH 4+ ¢2 «
T 14U (t,0)T () 14+ a(t,0)
Ya-a(t, 0)||allpa—2(t,0)
L+ ¢,(t,0)T (a —1)
L P2a(t,0) ) Jo ¥ () 1(t, 9)I1f (5, y(s)ds|
1+¢At® () '

/ ()| £t y(1)]|dt]par (,0)

+

En utilisant la remarque (3.1),

On trouve
Vo[ b]] V2_q 0] + M
e S T / VL0 02 (1.0) <
et
Ya-a(t, 0)||al|ta-a(t,0) < al
L+ (t,0)0(a—1) — 14+ u(t,0)0(a— 1)
(o —1)][all
T (= 1)1+ a(t,0)I'(a—1)
all
= Tla-1)
et

Yo a(t,0) fo ¥ ()0ar(t, s)| (5, y(s)||ds
1+¢4t® ()

1 o[>,
< [ POl < o
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Alors on obtient

Ya-a(t, 0)[|N(y) ()] < bl + M al n
1+ 4(t,0) - T(a) N(a—1)
< bl +2M + (a — 1)jal]
B ['(a) '

Donc, NB est borné.

Etape 2 : N est continue.

On réécrit N comme suit

bwail(t’o) Q'Q/Jan(t,O) _¢a—1(t,0) = /3 S s)ds
M Tla-1D [ vestvea

[,
7 | O = o (O s )

Ny(t) =

Soit {yn nen une suite Convergentes vers y in C,4([0,00), E) et € > 0,en re-
marquant que les fonctions y,,n € N et y sont bornée, Cela signifie qu’il existe

M > 0 telle que

HynHﬁ <MneN

et

lylle < M

Par Hypothese (Hy) il existe L > 0, telle que

/ Y (s dt<%,
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et

/ ) (14t 0)p(0)dE < 2
L 6

et de (Hy)

L (8 z) = f(Ey)ll < Ava-alt, 0)[lz — yll, pour tous ¢ € (0,T],

ou A € R*. il existe m € N tel que, pour tous n > m et t € (0, L],

puis que y, est continue 3m € N

Yn — Y
1ous avons
lyn —yll <&
On a
1@ yn(t) = S y(E) ] < Aha—a(t, 0)]lyn — vl
pour

['(«)
A’@bZ—a(tv 0) (3% (L7 0)

)e
dm € N si n > m alors

I'(a)
1y —yll < Athy_o(t,0)(3¢1 (L, 0))
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1F (8, 9a () = fE 9O < 31&20)

Alors, pour tous les t € (0,00) et n > m, nous avons

¢2fa (ta O)
1+ 1, (2,0)

€. (3.6)

IN () (1) — N) ()] < ﬁ / W) (5 () — Fls,u(s)) s
[,
< T / ()1 f (5, 9n(5)) — F(55())]ds

1 >,

i [ PO () = Fs () s
1 >,

< a7 [ VOIS = S ul) s

En utilisant la convergence on a :

1 [t 1ot
W/o V(S5 9n(s)) = fs,9(s))]lds < F—/o (S yn(s)) = fs,y(s))||ds

et par la remarque (3.1) on a
1 [~ o
m/L V(S f(s,ya(s)) = f(s,y(s))||ds < —/L V()] f(5,yn(s))llds
1 <
o / W(5)]1 (s, y(s)) s
<o [+ dals, 0lb(s)ds

40



Chapitre 3 résultats d’existence

Alors on obtient

wQ—a(ta O)

f:@ﬁﬁﬂN%Mﬂ—N@WNSE+ +o=c

€
3 3 3
Donc,

Ny, — Ny||Y = 0 as n — oo.

Etape 3 : NB est equicontinue sur tout compacte [, d] de ]0, c0[. Soit y € B
et t1, ty € [c,d], ou ty > t1. Puis

| Va—alts, )N (y)(t2)  Pa—alts, 0)N(y)(t1)

1+ a(t2,0) 1+ a(t1,0)
bl + M’ Pi(t2,0) (1,0 |
= "T(@) T+ da(t2,0) 1+ daltr,0)

_|_

lall 1 B 1 |
F(a) I+ wa(t% 0) 1+ wa@l; 0)

+ 1 o 2 V' (8)Ya-1(t2, 8) f (s, y(s))ds

['(a)

— W19 (s, y(s) s

6] + M‘ Ui(t2,0)  ¥i(t1,0) |
= I(a) "149a(t2,0) 1 +14(t1,0)
Il 1 B 1 |

F(Q) 1 +¢Oz(t270) 1 ‘|’¢a(t170)

4 ﬁ /0 () [ (ta, 8) — s (tr, 9)]

1/ (s, y(s))llds

1

iy ) Ol 9GS
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16/ + M‘ Ui(t2,0)  (t1,0) |
o F(oz) 1+ wa(ﬁg, 0) 1+ ¢a(t1, 0)

lall 1 3 1

F(Ot) 1+ wa(tg, 0) 14 ¢a(t1, 0)

T ﬁ / () a1 (t2, 5) — Y1 (1, 8)]a(s)ds

R [,
v V' (8)[Yha1(ta, 8) — Ya_1(t1, 5)]
(1 + a(s,0))b(s)ds

Y
+ W A V' (8)ha-1(t2, s)a(s)ds

R [
+m ) V'(8)a—1(t2, 5)(1 + ¥a(s,0))b(s)ds

bl + M, n(t2,0)  i(,0)
T D(a) T44a(t2,0) 1+ 9a(t1,0)
N S |
T(e) |14 ¢a(t2,0) 14 tha(t1,0)
at+bR ([,
e R CIT S T
- FJEO?)R ; V' (8)ha—1(ta, s)ds
* to
+ 2l < V' (8)a—1(t2, s)ta(s,0)ds
['(«) 0

- [ et s, 0)ds)

6]l + M‘ P1(t2,0)  i(f1,0) |
- F(Oé) 1+ wa(tg, 0) 1+ ¢a(t1, 0)
ST R
P(CY) 1+¢a(t2»0) 1"’1%(75170)
a*+b*R
+ P(l T Oz) (%(tmo) - wa(tlvo) - wa(t%tl))
a"+b'R 2RI (a + 1)
+ ml%(@ﬂﬁ) + F(Zoz n 1) ¢2a(t27t1>;
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oll a* = maXucqa(t) et b* = maxycqb(t). comme ¢, — t; le coté droit
de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Dans ce cas NB Il est equicontinue a
n’importe quel Compacté [c, d] de (0, c0).

Etape 4 : Nous vérifions que N satisfait les hypotheses du théoreme (2.2).
Tout d’abord, nous montrons maintenant que N est défini de B a B, En effet,

pour n’importe quel y € B, selon les conditions ci-dessus. (Hz)

/000 Y'(s)[1 + 1a(s,0)]b(s)dt < T'(c / V' (s)a(s)dt < oo,
(Ha)
HbH + (= Dllall + Jy~ ¥'(s)a(s)ds
— [ (s)(1 4 ¢a(s, 0))b(s)ds

et par un petit calcul, on obtient

R>

Yo, ONG®, _ Il llall 1 [
[Pt e < o i s [ vl o)
1 o
< a7 (10l =l + [ (s)atsyis
R [TV s 0l )
< R.

Nous mettons D = conv(N B), Il est clair que D est un fermé, sous-ensemble
borné et convexe de B. En sachant que ND C NB C D, alors N reste défini
de D a D. On désigne par ¥, y) la mesure de Kuratowski de de non-compacité

sur Cy ([0, 00), E'), nous montrerons 1'égalité suivante

Via)(NV) = sup {19 (wzioit;;i)é\fg/)(t)

) .t e (0,00)} , pour tous V C D.
(3.7)
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Montrons d’abord que pour tout € > 0, il existe un nombre réel nombre 7., > 0

telle que, pour tout t1,to > T, et y € V', nous avons

P2-all2, 0)Ny(ta)  Ya-al(t,0)Ny(t)

U T ) S ST ) R 39
nous avons
H Va—a(t2, O)N(y)(f2)  P2-a(t1,0)N(y)(t1) H
1+¢a(t27 ) 1+¢a<t170)

< HbH +M‘ wl t27 ) ¢1(t170) '

o 1+1/}0¢ t27 ) 1+¢0¢<t170)

a1 !

F(&) 1+ @Da(t% ) I+ wa tla

_|_

1 ‘ V1(t2,0) ¥1(1,0)
D(@) |1+ ta(t2,0) 1+ 1b(t1,0)

On distingue deux cas. If lim 4 (¢,0)) = oo, on obtient

H/ ¥/() 1£(5, ()] ds.

lim —AE0)
t—oo 1 + ¢a(t7 O)

et
li L 0
im ——— =
t—oo 1 4+ wa(t, O)

alors, cela montre que

_alte, 0)Ny(t _alt1, 0)Ny(t
(Lealle ONY(s)  Go-altn, ONY(h) oy 0 (59

1+wa(t270) 1+¢a(t170)

si limn(t,0)) =1 < 0o, en remarquant I'inégalité

44



Chapitre 3 résultats d’existence

H Yi(t2,0) (¢, 0) H<H Ui(t2,0)
L+ (ta,0) 14 Ua(t,0)|| = ||1 4 ¥a(t2,0) 1 +1°
+H Pi(t,0)
14+ 1,(t,0) 1410

Y

On obtient facilement l'estimation (3.9). De la méme maniére, nous vérifions
que pour tout € > 0, il existe un nombre réel 0 < T << T, telle que, pour

tout t1,t9 <1y and y € V, nous avons

Yo-a(t2, 0)Ny(t2)  a-a(t1,0)Ny(t1)
L+ 1a(t2,0) L+ 1ha(t1,0)

Nous revenons pour montrer ’égalité (3.7), Nous montrons d’abord

Y2—a(t.0)NV(2)
V(o) (NV) < sup(g o) ¥ ( T+ (£.0) ) :

Soit NV|k la restriction de NV sur U'intervalle K = [Tj, T] et soit € un nombre

I | <e. (3.10)

réel strictement positif en utilisant le lemme (2.6) La troisieme étape, on obtient

¢2—a(t7 O)NV(t)) w2—a(t7 O)NV(t))
1 +1a(t,0) 1+1a(t,0) )’

Cela signifie qu’il existe une partition finie NV; de NN donc ce NV = U;NV;

V(a,0)(NV|K) = sup v ( < sup ¢ (
K

(0,00)

et

diam(NV;|x) < sup ¢
(0,00)

(¢2—a(t7 O)NV(t)

=0,1,--- k. 11
1—|—¢a(t70> >+€7 ? 07 Y 7k (3 )

Par conséquent, en utilisant les inégalités (3.8) et (3.11), On obtient, pour tous
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Nuyi, Ny, de NV; et t > T, nous avons

|| Yo-alt,0)Nys(t)  thy_a(t,0)Nyi(t)) |
1 +1,(t,0) 1+ 9a(t,0)

< H ¢2_04(t7 O)NyQ(t) . w2—a(Too; O)Nyg(Too) H

0 144a(t,0) 1+ (T, 0)

R o(Toe, O)Nys(Thoo)  tha-a(Too, )Ny (Tio)

+ |l

1+¢Jcm) 1+ v9,(T,0) |

'@/}2—a(t70)Ny1( ) ¢2 a( )Ny2( oo)H
1+ a(t, 0) L+ wa( o, 0)
<w2—a(t7 0)NV(t)>
1+ ¢4(t,0) '

< 3¢+ sup v
(0,00)

Donc,

V2—a(t, 0) Ny () _ Ya-a(t, O N1 (1)) | <3c+ sup v

L S P T+uat0) ST AD

<¢;Q@JDNV%ﬂ)
1+ 14(t,0) '
(3.12)

En procédant de la méme maniere et en utilisant les inégalités (3.10) et (3.11),
Par la méme procédure et en utilisant des inégalités (3.12) est aussi Vrai pour

tous Nyi, Ny, de NV, et t < Tj. Ensuite, de (3.11) et (3.12), on obtient

(¢2—0¢ (t7 O)NV(t)
1+ 14(t,0)

diam(NV;) < sup v
(0,00)

¢2—a(ta O)NV(t)
D(a,p)(NV) < (%17101;))19 ( T+ 0n(t.0) ) + 3e.

Depuis ¢ Il est arbitraire, ce qui nous conduit au résultat.

)+%,i:QL~Wh

Ainsi,

Au contraire, nous montrons que supg ) v (%) < Dap)(NV). Selon

la définition de Kuratowski MNC, nous avons, pour tous € > 0 Nous pouvons

46



Chapitre 3 résultats d’existence

trouver une Division finie NV = U;NV; telle que diam(NV;) < U (q,4)(NV) +

alors pour tous les y1,10 € V et t € (0,00), on obtient

Ya—a(t, O)Nya(t)  tha—a(t, 0)Nyi(t)

[ | < INy2 — Nyn || < Do) (NV) + €

1+ 1 (t,0) L+ 1 (t,0)

- _ Yo a(LO)NV :
D’apres NV (t) = U;NV;(t), Il obtient 9 (T()) < Yau) (NV)+e, depuis
¢ est arbitraire, on a alors ¥ <%> < J(au)(NV). Donc,

Yoot O)NV(t)>
sup v ( < Fap) (NV).
(0,00) 1+ 14(t,0) @) (NV)

C’est tout ce qu’il souhaite montrer.
Il reste ensuite a prouver que N est un opérateur condensé de Meir-Keeler via

la mesure de non-compacité 9, 4, Il s’agit de démontrer I'implication

Ve > 0,3o(¢e) : € < Vi) (V) < €+ 0= V(a4 (NV) <€, pour tout V C D.
(3.13)
Soit € étre un réel strictement positif, V' C D et ¢t € (0, 00), pour tout ¢,k € R,

vérifiant 0 < ¢ <t < K, Définir l'opérateur auxiliaire NV, ,

b¢a 1(t O) a’wa—Q(t:O) . %4—1(15,0) " / s s
re) et | v

i | VOt 5) — v (O s (s}

N, y(t) = y(s)ds

En utilisant les propriétés de ¢/, On obtient

¢2—a(t7 O)Nb,mv(t) 77b2—04 (t) O)NV(t)
()~ (o

) as t—0et Kk — oo, (3.14)
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Un argument similaire a celui de la troisieme étape, nous montrons que le NV, .V
Elle est equicontinue et bornée a [i,k]. A partir des lemmes (2.3),(3.1),(2.5),
(Hs)
F(f(t, Q1)) < L(t)ha_o(t,0)9(2(t)), pour tout t € (0,00) avec,
o r
[ v+ s o < 55
0
et les étapes précédentes, nous avons, il y a une séquence {X,}°°, C V telle

que

o (LMD < o i L[ 615 Xt e )
# st { [ 0606 X odsn € )
<5t YOI X ) e N
< £+ 20 [+ v, 0e(s)ds.

De (3.14), nous savons que

19(0(,1/})(‘/)

Vo (NV) < § + Hosl] / T W)L+ bals, 0)]E(s)ds,

[NSN e

Si

19(04,1/))(‘/) > /
+ S / W()[1+ thals, 0)]E(s)ds < e,
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ce qui implique que
[(a)
2 [y ¥ (s)[1 + a(s, 0)]¢(s)ds
Cette implication (3.13) est satisfaite, nous prenons
_2f0 [1+ ¥a(s,0)]¢(s)ds .
2f0 W'(s [1+%(8 0)J¢(s)ds

Alors, N est un opérateur condensée de type Meir-Keeler via 9, ), Enfin,

Dia,p)(V) <

toutes les hypotheses de théoreme(2.2) sont remplies, ce qui nous assure que la

solution Ensemble de problemes (3.5) — (3.3) est non vide et compact.
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Application

4.1 Exemple

Comme application de nos résultats. nous considérons 1’équation différentielle
)

fractionnaire suivante :

RLDS Ay (1) = ( Yostt; Oynlt) Sm(t)) , t€(0,+00), (4.1)

1 +15(t,0) 14 e?

1
RLyzY0(0) = (1,0,...,0,...), (4.2)
RLDzYy(00) = (1,0,...,0,...). (4.3)
ou 1h(t) = —arctan(y), ce qui implique que ¢'(t) = m et ¥, (t,0) =

[W(t) + %17 Soit

E={(y1,y2, - Yn,...) : sup|yn| < oo},
n
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ou la norme ||y|| = sup,, |y.|, alors (£, ||.||) est un espace de Banach en compa-

rant avec l'espace (3.5) — (3.3), on remarque que

a=15e¢t f(t,y(t)) = (f(&, (), -, [t ya(D)), ),

Vs 0)ya(t)  sin(t)
f(t’ yn(t)) - 1+ wl.f)(t; 0) 1+ e2t’

n € N*,

On vérifiera les conditions (Hj) et (Hz). De toute évidence, f est une fonction

continue dans (0,00) x E et

Yo.5(t,0) 1
+ 15(t, 0) (Ol + 1+ et

A T’aide d’un simple calcul, nous trouvons que

OIS

dt

/O“’ G (OE)[L + 15(t, 0)]dt = /OOO e % < D(1.5) et

< o dt T
/0 Vi(ta(t)de :/0 A+t +07) =2 %

Enfin, nous vérifions la condition (Hs). Pour tout ensemble borné Q2 C C, ,((0,00), E),

Nous avons

F(E.Q(1) = V¥os(t, 0) ) +{ sin(t) }

Puis
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Puis [~ &/ (£)0(t)[1 + 115, 0)]dt < F(;b), on conclut que la condition (Hs) Il
est satisfait. Par conséquent, Le théoreme 3.1 assure que la solution niveaux de

probleme (4.1)-(4.3) est non vide et compact.
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