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RESUME

Lobjectif de ce travail est d’appliquer la méthode de Fourier pour [’étude d’une classe
d’équations opérationnelles. Donc nous faisons une étude détaillée, en commencant par les
espaces fonctionnels, tels que les espaces mormés, les espaces de Banach et en particulier les
espaces de Hilbert, qui sont considérés comme les plus pratiques dans les opérateurs et la théorie
spectrale d’opérateurs, tels que les opérateurs linéaires, auto-adjoints et symétriques.

Puis, nous mettons la méthode de Fourier de séparation des variables pour résoudre cette

classe d’équations opérationnelles homogenes.

Mots clés : Espace de Hilbert, opérateurs linéaires, spectre, Méthode de Fourier, équations

opérationnelles.



ABSTRACT

The objective of this work is to apply the Fourier’s method for studying a class of operational
equations. So we make a detailed study, starting with functional spaces, such as normed spaces,
Banach spaces and in particular Hilbert spaces, which are considered the most practical in ope-
rators and spectral theory of operators, such as linear, self-adjoint, and symmetric operators.

Then, we put Fourier’s method of separation of variables to solve this class of homogeneous

operational equations.

Keys words : Hilbert space, linear operators, spectrum, Fourier method, operational equa-

tions.
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Convergence faible

Espace des opérateurs linéaires bornés de H dans H
Sous-espace vectoriel de

L’adhérence de D(A)

Opérateur identité

{z € E;||z|]| < 1} La boule unité

Le graphe de A

Opérateur inverse de A

L’adjoint de I'opérateur T'



Notations 10
ker(T) {r € D(T),Tx = 0} Le noyau de T
Im(T) {Tz,2 € D(T)} L'image de T
o(A) Le spectre de A
p(A) L’ensemble résolvant de A
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INTRODUCTION

orsqu’il s’agit d’analyser et de résoudre des équations opérationnelles, la méthode de

Fourier est un outil incroyablement puissant, sa méthode a fait des preuves dans

divers domaines scientifiques et techniques. Cette méthode a été développée par Joseph Fourier

au début du XIXe siecle pour résoudre I’équation de la chaleur. Depuis ce temps elle a été

appliquée a de nombreux autres types d’équations différentielles, elle a permet également de

résoudre des problemes mathématiques complexes tels que les équations différentielles et les
opérateurs elliptiques.

D’autre part, la méthode de Fourier est un type spécifique de séparation des variables qui
utilise des fonctions trigonométriques pour représenter la solution. De plus, cette méthode peut
étre utilisée pour ’analyse spectrale.

Le présent mémoire traite les espaces fonctionnels, la théorie spectrale d’opérateurs et la
méthode de Fourier pour une classe d’équations opérationnelles. Il se compose de trois chapitres.

On commence tout d’abord par le premier chapitre sur un rappel de certains notions
mathématiques dont on a besoin, en particulier les espaces fonctionnels tels que les espaces
normés([1], [2], [3], [9], [13], [16], [I7]), les espaces des opérateurs linéaires bornés ([21], [23],
[24]) et les espaces de Hilbert y compris des notions essentielles telles que le produit scalaire,
orthogonalité, base Hilbertienne et sans oublier les propositions et théoremes de cet espace,
notamment le théoréme d’inégalité de Cauchy Schwartz, qui est le plus largement utilisé ([I],
151, [7], [9], [16], [17], [20]). Que nous utilisons souvent ci-dessous.

Le deuxieme chapitre est devisé en deux parties. La premiere partie est consacrée aux
opérateurs dans l’espace de Hilbert tels que les opérateurs linéaires bornés, adjoints, auto-
adjoints et symétriques, . .. etc([3], [6], [12], [16], [19], [24], [25]). La deuxiéme partie représente
la théorie spectrale, qui comprend les spectres des opérateurs et leurs propriétés que nous avons

bien détaillés.([4], [6], [8], [10], [11], [12], [14], [15], [16], [18], [19], [20], [21], [22], [24])



Le dernier chapitre concerne la série de Fourier, plus précisément 'application de la méthode
de Fourier pour une classe d’équations opérationnelles. On termine le chapitre par une illustra-

tion des résultats obtenus sur un exemple concret.



CHAPITRE 1

RAPPELS ET GENERALITES

C e chapitre comporte un rappel de quelques notions mathématiques et des compléments
pertinents a ce travail. On citera en particulier : les concepts des espaces fonctionnels

et leurs caractéristiques fondamentaux.

1.1 Espace topologique

Soit X un ensemble quelconque et P(X) I'ensemble des parties de X.
Définition 1.1.1. [1/ On appelle topologie sur X toute partie T de P(X) vérifiant les trois
Propriétés suivantes :
(T1) La réunion de toute famille d’éléments de T appartient a T .
(T3) L’intersection de toute famille finie d’éléments de T appartient a T .

(T3) L’ensemble vide () et X appartiennent a T .

(X, T) s’appelle espace topologique de support X. Les éléments de T sont appelés ouverts de
(X, T) ou de T, souvent notés O.

Exemple 1.1.1. L’ensemble des parties A de R telles que, pour tout x € A, il existe un
intervalle ouvert a,b] C A tels que x € ]a,b] C A est une topologie sur R appelée topologie

euclidienne.
T={ACR|Vx e A,3Ila,b] avec x € ]a,b] C R}.

Exemple 1.1.2. 5i X =), P(X) = {0} est la seule topologie sur X.
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Exemple 1.1.3. Si X posséde au moins deuzx éléments X = {a,b}, alors T ={0,{a}, X} est

une topologie sur X dite topologie de Sierpinskilﬂ.

1.2 Espace métrique
Définition 1.2.1. [1] Soit X un ensemble. On appelle métrique ou distance toute application :
d: X xX —R"'={zeR|z>0}.

Telle que, pour tout x,y et z € X, on ait :
(D1) d(z,y) =0 <=z =y,
(Do) d(z,y) = d(y, ) (symétrie),

(Ds3) d(x,z) <d(z,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).
(X,d) s’appelle espace métrique.

Exemple 1.2.1. Métrique discrete. Elle est définie par :

1 sixz#y,
d(x’y):{o six =1y

Exemple 1.2.2. Dans X = (R ou C), on a une métrique définie pour tous x ety € X par :
d(z,y) = |z —yl.
Ou |-| représente la valeur absolue dans R ou le module dans C.

Exemple 1.2.3. Soit X =k"(k = R ou C). Pour tous v = (2i),<;c,, €ty = (Yi)1<ic, de k",
Papplication définie par :

d(g:,y) = Sup \xl —yi|,

1<i<n
est une métrique.

Si o > 1, on a une métrique définie par :

da(,y) = {Z 21— y|}

=1
1. Wachaw Seirpinski, Mathématicien polonais, 1892-1969.

Q-
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1.3 Espace complet

Définition 1.3.1. [13] Soit (X, d) un espace métrique, on appelle suite de C’auchyﬂ de X toute

suite (Tr,),cy d'éléments de X telle que :
Ve >0, dng € N/Vn>ng, Ym >ng, d(z,,z,) <e.

Remarque 1.3.1. [13] Si (2,),cy est une suite d’éléments d’un espace métrique (X,d) qui

converge vers un élément ¢ de X, alors comme
d(xp, ) < d(zp, 0) + d(l, )

c’est une suite de Cauchy. Les espaces complets sont précisément les espaces ot la réciproque

est vrai. Plus précisément on a la définition suivante.

Définition 1.3.2. [15] Soit (X,d) un espace métrique, on dit que cet espace est complet si et

seulement si toute suite de Cauchy est convergente.

Exemple 1.3.1. R est complet. En effet, si (vy,), oy est une suite de Cauchy, alors (x,,),,cy €st

bornée et donc ses éléments sont dans un intervalle compact [a,b].
Exemple 1.3.2. R et C muni de la distance usuelle d(x,y) = |x — y|, sont complets.
Exemple 1.3.3. L’intervalle ]0,1[, sous-espace de R, n’est pas complet. 1l suffit de considérer

T, = —.
n

1.4 Espace normé

Définition 1.4.1. [77] Soit E un espace vectoriel sur le corps k = (R ou C). On appelle norme

sur E une application de E dans Rt généralement notée ||-|| vérifiant pour tout z,y € E et
tout A € k.

(Ny) ||z =0 2=0 (condition de séparation),

(N2) [[Az|| = |Al]|z]] (condition d’homogénéité),

(N3) ||z +y| < ||zl + |yl (inégalité du triangle).

Un espace vectoriel normé est un couple (E, ||-||), ou E est un k-espace vectoriel et ||-|| est une

norme sur E.

2. Augustin Louis Cauchy (1789-1857), Mathématicien frangais.
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Proposition 1.4.1. [17] Si (E,||-||) est un espace vectoriel normé alors d(z,y) = ||y — z||
définit une distance sur E. De plus la topologie ainsi définie est compatible avec la structure
d’espace vectoriel, c’est-a-dire, les applications :

ExXE — FE et kxE — FE
(x,y) — z+y (A z) — Az

sont continues.

Démonstration. La continuité des deux applications ci-dessus vient des inégalités :

I +y) = @+l <l —all+ |y — ol
et VT =X < = A+ e = ]l

Exemple 1.4.1. La valeur absolue est une norme sur R. Le module est une norme sur C.

Exemple 1.4.2. Sur k™ les normes :

1
n P
A 3 I e
Sont toutes équivalentes.

Exemple 1.4.3. Soit E =C ([a,b] k), l'ensemble des fonctions continues de [a,b] — k et

1fllz = Sup]lf(ﬂf)l,

z€la,b
est une norme.

Il en est de méme pour a > 1, avec,

Hﬂu={Lﬂﬂ@Pw}{

qui est une norme.

1.5 Espace de Banach

Définition 1.5.1. [16] Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. On dit que (x,), oy est une
suite de Cauchy si :

Ve>0 In.:n,m>n. = ||lx, — x| <e.

Un espace de Banachlﬂ est un espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire, si toute suite de

Cauchy dans (E, ||-||) est convergente.

3. Stefan Banach, Mathématicien polonais. 1892-1945.
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Exemple 1.5.1. (R, |:]),(C,|-|) et (C([a,b] ,R),||-||.) sont des espaces de Banach.

Exemple 1.5.2. (C([a,b],R), ||-||y) n’est pas un espace de Banach.

1.6 Espace des opérateurs linéaires bornés

Soient E et F' deux espaces de Banach sur le corps k = (R ou C).

Définition 1.6.1. [253] Soit A: E — F un opérateur linéaire borné on définit :
[A[]:= inf {C || Az|| < Clal},

= sup [|Az],
r€BE

(1.6.1)

sup [| Az,
Jall=1

L]
= p .
o [l

On note par L(E, F) ’espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de E dans F qu’est un

espace de Banach surk = (R ou C) muni de la norme définie par (1.6.1]).

On considere la fonction suivante[24] :

Il £(E, F) — RT
A
A 4] = sup 11
weBa0 ||7]]
on montre que (L(E, F),||-]|) est un espace normé. C’est-a-dire, on montre que ||-|| est une

norme sur L(E, F).

Proposition 1.6.1. [2]] Soient E, F et A € L(E,F). L’espace L(E, F) est un espace vectoriel

normeé.

Démonstration. 1l est clair que L(F, F') est un espace vectoriel.

All = 0 o sup 1271 _ g

ver Izl
< A=0,

IIA:vII

A A
(5 + Al < aplSell | 114z

leAlly = lalsup Zrmm

15+ Al =

wee |2l ek |zl wer |2l

Donc [|-||, est une norme sur L(E, F). O
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1.7 Dual topologique

Définition 1.7.1. [16] Le dual topologique d’un espace vectoriel normé E sur le corps k est
par définition, l'ensemble des formes linéaires continues dans E, c’est-a-dire des applications

linéaires continues de E dans k. On note cet ensemble E*. Ainsi, E* = L(E,K) et par ce qui

précéde, E* muni de la norme ||-|| définie par :
flz
= sw [f@I= swp @)= s D
zEE||z||=1 zeE,||z||<1 r€E,x#0 HxH

est un espace de Banach puisque k est complet.

1.8 Espace séparable

Définition 1.8.1. [7] On dit qu’un espace métrique X est séparable s’il existe un sous-ensemble

D C X dénombrable et dense.

Proposition 1.8.1. [7] Soit X un espace métrique séparable et soit A un sous-ensemble de X.

Alors A est séparable.

Démonstration. Soit (u,), .y une suite dénombrable dense dans X. Soit (7y,),,y une suite
de réels positifs avec r,, — 0. On choisit (arbitrairement) a,,, € B(uy, ) N A lorsque cet

ensemble est non vide. Il est clair que la suite (am,y),, oy cODstitue un ensemble dénombrable

m,ne

dense dans A. N

Théoréme 1.8.1. [7] Soit E un espace de Banach tel que E* soit séparable. Alors E est

séparable.

Remarque 1.8.1. [7] La réciproque n’est pas vraie. Il existe des espaces de Banach E séparables

tels que E* ne soit pas séparable ; Par exemple : E = L'(Q) et E* = L=(Q).

1.9 Espace de Hilbert

1.9.1 Notion de produit scalaire

Soit E un espace vectoriel sur k = (R ou C).

Définition 1.9.1. [1] On appelle produit scalaire sur E, toute application f : E x E — k

telle que, pour tout x,y € E, on ait :
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1. L’application x — f(x,y) est linéaire,

2. flyw) = f(x,y),
3. flxr,x) > 0  (positivité),

4. flrzz) = 0= z = 0.
Notation. f(z,y) se note (x,y) ou encore xy et s’appelle produit scalaire de x et de y.

Exemple 1.9.1. Dans E = k",
<33', y> = Z xi@v
i=1

définit un produit scalaire.

Exemple 1.9.2. Dans E = C(]a, b[; k),

)= [ i@
définit un produit scalaire.
1.9.2 Espace pré-Hilbertien
Soit E un espace vectoriel sur k = (R ou C).

Proposition 1.9.1. [1] L’application x — ||z||, = \/(x,x) est une norme sur E, dite norme

associée au produit scalaire.

Définition 1.9.2 (Espace pré-Hilbertien). [9/ Un espace pré-hilbertien est un couple (E, (-,-)),

ou E est un k-espace vectoriel et (-,-) est un produit scalaire sur E.

Définition 1.9.3 (Espace Hilbertien). [9] Un espace hilbertien ou (espace de Hilbert[l) est un

espace pré-hilbertien complet qui est aussi de Banach pour la norme associe au produit scalaire.

Exemple 1.9.3. Tout pré-hilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert (c’est le cas

de k™ avec le produit scalaire usuel).

Théoréme 1.9.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). [J] Quels que soient les vecteurs z et y

appartenant a un espace pré-hilbertien E, on a :

[{z, )| <l - llyl] (1.9.1)
4. David Hilbert, Mathématicien allemand, 1862-1943
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1.9.3 Orthogonalité

Soit E un espace pré-hilbertien sur k = (R ou C).

Définition 1.9.4 (Vecteurs orthogonaux). [2/[9] On dit que deux vecteurs x ety de E sont

orthogonauz si l'on a :

(x,y) = 0.
On note alors x1y.

Définition 1.9.5 (Orthogonal d’une partie). [Z/[9]
1. On dit que deux parties non vides A et B de E sont orthogonales si pour tout x € A et

pour tout y € B, on a :
(x,y) = 0.
Donc on note ALB.

2. Si A est une partie non vide de E, on appelle orthogonale de A et l’on note A+ I’ensemble

des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de A, c’est-a-dire :
At ={z € E;{x,a) =0, Vac A}.

Définition 1.9.6 (Systémes orthogonaux et systémes orthonormés). [2/[9] Soient E un

espace pré-hilbertien et {z;;i € I C N} une famille des vecteurs de E.

1. On dit que {z;;i € I C N} est une famille orthogonale ou systéme orthogonal si les x;

sont deuz a deux orthogonaux. Autrement dit, Vi,j € I C N, on ait :
<$i,$]’> = 07 i 7& j

2. On dit que {x;;i € I C N} est une famille orthonormale ou systéme orthonormé si

{z;;i € I C N} est une famille orthogonale et si de plus, Vi € I CN, on a :

Autrement dit, Vi,j € I CN on a :

1 sii=j,

(2 :57,:
(i, ) 7 {0 sii .
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Remarque 1.9.1. [l est immédiat que si {x;;1 € I C N} est une famille orthogonale, alors la

famille {HQC_Z”} est orthonormale.
Lill ) ieren

Exemple 1.9.4. Dans l’espace {? la suite (en)pens telle que (e,),, oy s0it la suite (0,0, ...,0,1,0,...

constituée uniquement de 0 sauf le n-éme terme qui est égale a 1, est un systeme orthonormé.

Théoréme 1.9.2 (Représentation de Riesz). [J] Soient H un espace de Hilbert et u une
forme linéaire continue sur H. Il existe un vecteur a de H et un seul, tel que, quel que soit x

appartenant a H, on ait :

u(z) = {(a,z) .

Ce théoreme, qui permet de déterminer 'espace dual H* d’un espace de Hilbert H, montre
que toute forme linéaire continue sur un espace de Hilbert est un produit scalaire. Avant d’en

aborder la démonstration nous allons établir le lemme suivant :

Lemme 1.9.1. [J] Soient E un espace pré-hilbertien et a un vecteur appartenant a E, Uappli-

cation x +— {(a,x) est une forme linéaire continue sur E de norme ||al|.

Démonstration. Ce lemme est un résultat de 'inégalité de Cauchy-Schwartz . En effet,
on a :
(@, )| < llal| - ||=]],
ce qui implique que l'application z — (a, x) est continue et que sa norme est inférieur ou égale
a ||a]|. D’autre part si a # (). On peut considérer le vecteur zg = ﬁ , (a,z0) = ||al.
On peut maintenant démontrer le théoreme de Représentation de Riesz :
1. Siu =0, il existe évidemment a = 0.

2. Si u # 0 le noyau de u est un hyperplan fermé dans H et son supplémentaire orthogonal
est de dimension égale a 1. Soit b un élément de ce dernier espace, alors pour tout x € ker u
on a (b,z) = 0. Les formes linéaires continues = +— u(x) et z +— (b,x) ont donc méme

noyau, ce qui implique 'existence d’un scalaire \ tel que :

u(z) = A (b, [L’)H et a = \b.

5. Sia=0,{a,z) =0 et le résultat est dans ce cas évident.
6. u(x) = 0 et (b,z) = 0 sont deux équations du méme hyperplan keru; donc u(z) et (b,z) doit étre
proportionnels.
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L’unicité de a découle du fait que si (a, z) = (d¢’, ), pour tout x € H, alors (a — da’, x) =0,

c’est-a-dire, a = d'.

]

Théoréme 1.9.3. [J] Soient x et y deux éléments quelconques d’un espace pré-hilbertien E ;

on a les relations suivantes :
2 2 2
(D) llz +yll” = llzll” + lylI” + 2R (z, y).

2 2 2
(2) lle+yll”™ = 2[l«]” + 2 ]lyl"
1
2

r+y

(3) lll® +llyll* = 2|| =

2
lz = ylI™

2

Démonstration. Pour établir la premiére relation il suffit de développer ||z 4+ y||* = (x +y, 2 + y).
Les deux autres relations sont des conséquences immédiates de la premiere.

Ces relations sont les analogues des relations bien connues en géométrie euclidienne élémentaire.

Si x et y sont orthogonaux, (x,y) = 0, (1) est le théoreme de Pythagore, (2) et (3) sont respec-

tivement l'identité parallélogramme et le théoreme de la médiane. n

Remarque 1.9.2. [J] Si deux vecteurs x ety dans l'espace de pré-hilbertien satisfont la relation
Iz +yl|> = ||z||* + ||yl|®, ils ne sont pas nécessairement orthogonauz. La relation de Pythagore

n’est caractéristique de ’orthogonalité que dans le cas des espaces pré-hilbertiens réels.

Remarque 1.9.3. [5] L’inégalité R (x,y) < |(x,y)| entraine, en vertu de l'inégalité de Cauchy-
Schwartz(1.9.1)),

2 2 2
lz +yll™ < ll=lI” + [lyl]” + 2[l [y,

c’est-a-dire :

[z +yll < =]l + [yl
C’est linégalité de Minkowsk:.
1.9.4 Base Hilbertienne

Définition 1.9.7. [7] On appelle base Hilbertienne (ou simplement base s’il n’y a pas de confu-

sion possible[[) une suite (ey,), oy d'éléments de H tels que :

7. Surtout ne pas confondre avec une base algébrique i.e. Une famille {e;;i € I C N} de H telle que tout
élément de H s’écrive de maniere unique comme combinaison linéaire finie des {e;;¢ € I C N}.
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len] =1 Vn e N,
(em,en) =0 ¥Ym,n € N;m #n.

2. L’espace vectoriel engendré par les (ey), oy est dense dans H.

Corollaire 1.9.1. [7] Si (en),cy est une base Hilbertienne alors pour tout u € H s’écrit

oo oo
u = Z(u,en> en avee |ul’ = Z\(u,en>]2.
n=1

n=1
(e.)
Inversement étant donnée une suite (Oén)neN € 2, alors la série g (p€n CONVETGE VETS UN
n=1

élément noté u, on a :

o0
U, Ep) = Oy €1 ul? = a?.
(u, €n) |u| n
n=1

Théoréme 1.9.4. [7] Tout espace de Hilbert sépambleﬁ admet une base Hilbertienne.

Démonstration. Soit {(v,),n € N} un sous-ensemble dénombrable dense de H. Soit Fj

'espace vectoriel engendré par [vy,vs,...,vx]. Les (F)) forment une suite croissante de sous-
%

espaces de dimension finie telle que U F}, est dense dans H. On choisit une base orthonormale

de Fi, que 'on complete orthonormkaflie de F5, ... etc. On obtient alors une base Hilbertienne

de H. O]

1.10 Espace dual d’un e.v.n

Définition 1.10.1. [2])] L’espace L(E,Kk) est appelé le dual de E. On le note par E*. Ainsi,

f € E* veut dire que f : E — k linéaire bornée.
Définition 1.10.2. [Z]] Si f € E* alors f est appelée une fonctionnelle linéaire bornée.
Notation. Si f € E* alors l'image de x € E par la fonctionnelle f est notée par (f,z).

Exemple 1.10.1. Soient E et F deuz k-espaces vectoriels normés. Soient A € L(E,F) et

f € F* donc (f : F — k, linéaire et bornée). Considérons lopérateur B : E — k défini par :

(B,z) = (f, Az) pour tout x € E.

8. Un espace de Hilbert H est dit séparable s’il existe une suite dense dans H.
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1.11 Topologie faible ¢(F, E¥)
Soit E/ un espace de Banach et soit f € E*. On désigne par :

(prE — R

x — (f,z).
Lorsque f décrit E* on obtient une famille {¢; f € E*} d’applications de E dans R.

Définition 1.11.1. [7] La topologie faible o(E, E*) sur E est la topologie la moins fine sur E

rendant continues toutes les applications {yy; f € E*}.

1.12 Espace réflexif

Soit E un espace de Banach, soit £* son dual (muni de lanorme duale || f|| = sup [{f,z)])
z€E, =<1

et soit E** son bidual, c’est-a-dire, le dual de E*, muni de la norme [7] :

[l = sup (s, f)].

feEEX|IfI<1

On a une injection canonique J définie par :

J: E— E*
r— J,: B — R

fr—=Af),

est une forme linéaire continue. On a donc,

<Jx7f>E**,E* = <fa x>E*,E V‘T S E,Vf € E*.

Il est clair que J est linéaire et que J est une isométrie, c’est-a-dire, ||J, || z.. = ||z]| 5 pour tout

x € F, en effet :

I Joll = sup — [(Jo, /)l = sup  [(f,2)] = [|]].
feBlflst reBlfl<t

Définition 1.12.1. [7] Soit E un espace de Banach et soit J l'injection canonique de E dans
E*. On dit que E est réflexif si J(E) = E*. Lorsque E est réflexif on identifie implicitement
E et E*.
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1.13 Différents types de convergences

Soient E et F' deux k-espaces vectoriels normés. Soit la suite d’opérateurs

(An)pen CL(E,F) et Ac L(E,F) [3][21] -
La convergence uniforme :
On dit que la suite d’opérateurs (A,), .y converge uniformément vers A, si on a :
lim |4, — Al — 0.
n—+00
Dans ce cas, on écrit :
A, — A ou A, = A
La convergence forte :
On dit que la suite d’opérateurs (Ay),, .y converge fortement vers A, si on a :
Vee B, lim |A,(z)— A(z)||, — 0.
n—--+00

Dans ce cas, on écrit :

A~ A.

Le symbole s vient du mot anglais “strongly “qui signifie fortement.

La convergence faible :

On dit que la suite d’opérateurs (Ay,),, oy converge faiblement vers A, si on a :
VfeF*, f(Ax)— f(Ax), Vo e E.

= [f(Anz) — f(Az)] 0, Vf e F* Ve E.

n—-4o00
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mentionné les notions de certains espaces fonctionnels, leurs
structures et les relations entre eux.

L’espace de Hilbert est parmi les espaces qu’on a traité dans cette partie. Il ya des raisons
profondes qui expliquent 'importance du choix des espaces de Hilbert dans les mathématiques,

ils apparaissent comme généralisation naturelle des espaces euclidiens de dimension finie (R?, R3, R"™).



CHAPITRE 2

OPERATEURS ET SPECTRE

C e chapitre est composé de deux parties. La premiere partie est consacrée aux opérateurs
dans l'espace de Hilbert, la deuxieme partie introduit la théorie spectrale, y compris

les spectres et leurs différentes propriétés.

2.1 Opérateur linéaire continu

Soient F et F' deux k-espaces normés.

Définition 2.1.1. [12] L’opérateur linéaire A est continu en xg € E si :
Ve>0,d0 >0, Vo € E, |z —2¢llp <o = [Az — Ax||p <e.

Puis que la continuité de A peut étre caractérisée par les suites, A est continu en xqg si pour

toute suite (), oy de E, telle que :
Tim [z, — ol = 0.
On a :
lim ||Az, — Azl =0,
n— o0
en effet,

[Azn — Azoll p < [l2n — ol

= lim [|Az, — Azl =0.
n—o0
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2.2 Opérateur linéaire borné

Définition 2.2.1. [6/ On considére deuz espaces de Hilbert Hy et Ho dont les normes et produits
scalaires sont notés : ||HH1 Sy >H17 ||||7_[2 ey >H2'
Soit D(A) un sous-espace vectoriel de Hy et A une application (un opérateur) linéaire de D(A)

dans Hs. On dit que A est un opérateur borné de Hy dans Hy si D(A) = H; et sil existe C' tel

que :
[Aully, < Cllully,, Yu € H. (2.2.1)

On pose alors :
[ Aully,

u€H1,u#0 ||u||H1 '
Si D(A) # H, et s’il existe une constante C' telle que :

A} =

Aull,,, < C llully, . Yu € D(A). (2.2.2)

Alors lopérateur A se prolonge en un opérateur borné de D(A) dans Ha, ot D(A) désigne

Uadhérence de D(A) dans H,;.
Remarque 2.2.1. [6/ Tout opérateur borné est fermé.

Définition 2.2.2. [12] L opérateur linéaire A € L(E, F) est borné s’il existe un nombre M > 0,
tel que :

|Az| » < M ||z|| 5, pour tout z € E. (2.2.3)
Remarque 2.2.2. [12]

1. L’opérateur identité I est défini par [x = x pour tout x € E.

2. L’opérateur zéro 0 est défini par 0x = 0 pour tout x € E.

Exemple 2.2.1.

1. une application linéaire entre espaces vectoriels normés de dimension finie est toujours

un opérateur borné.

2. Lopérateur de multiplication A défini sur l’espace C([1,2]), alors :
|AfIl = sup [Af(z)],
z€[1,2]

= sup |- f(z)],
z€(1,2]

<2[fll, (M =2) vfec((1,2]).
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Théoreme 2.2.1. [12/[16] Soient E, F deuz espaces linéaires normés, A un opérateur linéaire.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) L’opérateur A est continu sur E.
(2) L’opérateur A est continu en xy.
(3) Il existe une constante C > 0 telle que ||Az||, < C||z|| 5 pour tout x € E.
(4) A est Lipschitzienne.
(5) A est borné sur la boule unité B(0,1) de E.
Démonstration. (2) < (1) :
A est continu en g < A est continu sur E.
A est continu en zy < {nh_{go |zn — x0]|p =0= nh_{go | Az, — Azl = O}. Soit x € E quel-

conque, il suffit de montrer que :

lim ||2], — x|, = 0= lim ||Axz], — Az|, = 0.
n—00 n—00

lim ||z], — x|, =0« lim ||(z, —  + xo) — xo||z = 0.

On pose : y, = (x], — x4+ xp) on a A est continu en zo = lim || Ay, — Azgl/ =0,
n—oo
c’est-a-dire :
lim HA (.CE;L — T+ 270) — A.TQHF = 0,
n—oo

= lim ||Ax], — Az + Axg — Axgl|, = 0,
n—oo

. Vi -
:>nh_>r£1O |Az), — Az||, = 0.

Donc A est continu sur F.

(1) = (3):
A est continu sur F < A est borné.

a) Soit A un opérateur linéaire borné et soit xy € E quelconque. La relation (2.2.3)) appliquée

a(x—u1zp). Ona:
[A(z) = A(zo)|l p = |A(z = 2o)llp < C'llz — 2ol -

Montre que A est continu en zy et donc sur E.
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b) Montrons que (1) entraine (3) en vérifiant que non (3) entraine non (1). Supposons donc

qu'il existe des vecteurs x, € E, ||z,| =1 tels que :
|4zl > nllzally = .

T
La suite {yn =-“:n¢c N*} converge vers 0.

N4
[Agall = | A (Z2)|| = == [ Azal Z0soes 0 = A(0)
n|| = — = = Tl Z2n—ooo™ U= .
= A n’est pas continu

A0)=0, y, —0, Ay, = A(0)=0.

(5) & (3) :

Sixz=0:(3) est vérifié.

Siz#0: —— e B(0,1) donc :
2]
l1(mr )], = @
lzllg/ [ g
= [Az| < C,
2] "
= |Az|, < Cllallp, VoeE—{0g}.
(2) & (5) :

Ve > 0, 3\ > 0 tel que :

lally < A = [[Az]l, <.

Pour e =1,0on a:
A\ >0, ||z)|p <M = [|Az|| < L.

Soit x € B(0,1) = ||z]|; <lona:

I5e] =5l < 3 <
), =
2 F
= Al < 1,
S Ael, < 2=, VeeBO,1)
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(5) & (4) :

Si A est borné sur la boule unité par le réel C' > 0. Alors, pour tout x € E '\ {0}.

A =lell 4 (5).

Et donc, puisque le vecteur Tl appartient a la boule unité, ||A(z)|| < C|z||. Si z = 0, cette
T

inégalité est bien sur toujours vraie. Si y,2 € E, on a :
[A(y) — AQ)| = |Aly — 2) I < Cllz =yl
et A est Lipschitzienne[[] Réciproquement, si A est Lipschitzienne de rapport C, alors, pour
tout z € B(0,1),
[A(2)[| = [|A(z) = A(O)]] < Clz = 0]
<C,
donc A est borné sur la boule unité.
Puisque toute application Lipschitzienne est continue. La seule chose restant a démontrer est

que si A est continu en 0, alors il est borné sur la boule unité de F. Or, si A est continu en 0,

il existe § > 0 tel que, pour tout = € B(0, ),
[A(z) = AQO)[| = [|A(z)]] < 1.
Par conséquent, si z € B(0, 1), alors,

4@ = 5 IAGD)] <

ST

1
Donc A est borné par — sur la boule unité. O

J

2.3 Opérateur linéaire non borné

Définition 2.3.1. [6] On dit que A est un opérateur non borné s’il n’existe pas de constante
C telle que (2.2.2)) soit satisfait. En d’autres termes, A est non borné si et seulement s’il existe

une suite (uy), oy € D(A) telle que :

ltallye, =1 et T || Auyly,, = +oo.

1. Soit k un réel positif, on appelle application Lipschitzienne de rapport k, tous opérateurs A : £ — F
vérifiant :
Az = Ay|lp < kllz = ylp-

Et on note : k-Lipschitzienne.
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Exemple 2.3.1. Soit H = L*(R). Alors, l'opérateur A défini par :
Au(x) = zu(z),
de domaine
D(A) ={u e L*(R) tel que xu € L*(R)},

de D(A) donnée

est non borné. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la suite (up), oy

par :

{0 stx<nouxr>n+l,
un () =

1 sinon.

[3n% +3n +1
En effet : |[unllpomy = 1 et |Aunll p2my = —

Définition 2.3.2. [2]] Le graphe d’un opérateur A : D(A) — H est un sous-espace vectoriel
dans H x H défini par :

(A ={(u, f) e HxH:ue DA), f=Au}.
Lopérateur A est dit fermé si I'(A) est fermé dans l'espace H X H muni du produit scalaire :

((u1,ug), (vi,v2)) = (u1,v1) + (ug, va),

et de la norme correspondante. St Ay est un autre opérateur dans H tel que I'(A) C I'(A),
alors Ay est appelé extension de A. Dans ce cas, on écrit A C Ay. Il est claire que A est une
extension de A si et seulement si D(A) C D(A;) et Au= Aju, pour u € D(A). L'opérateur A

est dit fermablef] s’il existe une extension fermée de A.

2.4 Opérateur inverse

Définition 2.4.1. [2]|] On dit que A : E — F' est inversible s’il existe B : F — E tel que

— L’opérateur B s’appelle opérateur inverse de A et on le note par A~'.

— Rappelons que AB veut dire Ao B et BA veut dire B o A.
2. Un opérateur (A4, D(A)) est fermable si la fermeture de T'(A) est un graphe.
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2.5 Opérateur adjoint

Définition 2.5.1. [12/[18] Soit T € L(H,H*). Alors il existe un unique opérateur

T € L(H*,H) tel que :
VeeH, YyeH*, (Tx,y)y. = (x,T7y)y
L’opérateur T s’appelle ’adjoint de T.
Exemple 2.5.1. L’opérateur de l'identité I, soient x,y € H, c’est clair que :
(Iz,y) = (x,y) = (z,I"'y),
douw I" =1.

Proposition 2.5.1. [16] L’application de L(H) dans lui-méme définie par T — T* est une ap-
plication linéaire st k = R, antilinéaire si k = C. Cette application est une isométrie involutive

(c’est-a-dire, pour tout T € L(H), T** =T). De plus,
I'=1, VT,S € L(H), (TS)" =S"T".
Proposition 2.5.2. [16] Pour tout T € L(H), on a :
|ITT*|| = |T*T|| = | TII"-
Démonstration. Bien sir, |[T*T|| < ||T||*. Par ailleurs
|T2||* = (T2, Tz) = (2, T*Tx) < ||l=|* | T*T,
ce qui montre que ||T)|* < ||[T*T||. On a donc | T*T|| = ||T||* et, en appliquant ce résultat a T*,

on obtient | T*T|| = || T*|* = ||T||>. O

2.6 Opérateur auto-adjoint

Définition 2.6.1. [21] Un opérateur T d’un espace de Hilbert dans lui méme est dit auto-

adjoint si et seulement s’il coincide avec son adjoint. C’est-a-dire, T* =T

Exemple 2.6.1. Soient H = L*(R) et a une fonction bornée sur R a valeurs complezes. Soit

T Dopérateur de multiplication par «, définie par :

Tf=af, feLiR).
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On vérifie immédiatement que T™ est l'opérateur de multiplication par a. L’opérateur T est

auto-adjoint si et seulement si o est presque partout a valeurs réelles.

Théoreme 2.6.1. [16] Les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. Soient T, S deux opérateurs continus sur H. Alors,
(T+8)" =T"+5* (ToS) =5*oT*

2. Si T est inversible, T* lest aussi et on a (T~ = (T*)"";
3. Si T est auto-adjoint, (Tx,x) € R, pour tout x € H ;

4. SiT est auto-adjoint, pour tout x,y € H,
ATz, y) = T(x+y)z+y)—(T(x—y),z—y)—i(T(z+1iy),z+iy)+i(T(z —iy),z — iy).

Proposition 2.6.1. [16] On suppose que H un espace de Hilbert tel que H # 0. Pour tout

opérateur auto-adjoint T € L(H),
\T|| = sup{|(Tz,z)| :x € H et |z|=1}.

Théoréme 2.6.2. [2]] Si T est auto-adjoint, alors |T|| = sup |(Tx,z)].

llzll<1
Démonstration. Posons ar = sup |(Tx,x)|, alors d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz
ll=lI<1
(1.9.1), on a:

[(T, 2)| < |T[[[]«]] < T
(2.6.1)
— ar < ||T.

Pour tout x tel que ||z|| < 1on a:

(Tx,z)| < sup (Tz,z)| = ar.
[l <1

‘<Ti, i>' < an
=] Tl]]

Par ailleurs, pour tout x,y € H, on a :

Sixz#0,o0na:

(T(x+vy),x+y) = (Te,z) + 2R (Tx,y) + (Ty,y)

(T(x —y),z —y) = (Tz,z) = 2R(Tz,y) + (Ty,y) .
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Alors
AR (T, y) < ar (o +yl* + o =yl
ar 2 2
— a8 (7)< O (o + o).
On prend x d’une fagon que Tz # 0 et posons y = ”H;H”Tx, alors ||z]| = ||y]|-
x
De plus on obtient :
2
R (T, y)| < ar (||l2]])
— [# (7o b)) = e 1) < ar (lol?)
el )| ] 2.6
— [|Tz| < ag|]]
= ||IT|| < ar.

De (2.6.1)) et (2.6.2), on arrive a ||T|| = ar. O

2.7 Opérateur symétrique

Les opérateurs symétriques sont des opérateurs bornés qui ont un comportement particulier

par rapport au produit scalaire.

Définition 2.7.1. [19] Soit T un opérateur borné sur un espace de Hilbert H. D’aprés la

définition de 'opérateur auto-adjoint, nous disons que T est symétrique.

Un opérateur symétrique signifie un opérateur borné et symétrique sur un espace de Hilbert H.

Observons que, si T est un opérateur symétrique, alors (Tx,x) € R pour tout x € H. En effet :

(Tz,z) = (x,Tz) = (T*z,z) = (Tx, z).

Définition 2.7.2. [25] Un opérateur T' dans un espace de Hilbert est dit symétrique si'T C T*,

c’est-a-dire :
D(T)c D(T*), Tu=T"u pour ue D(T).
1l est clair que T est symétrique si et seulement si :

(Tu,v) = (u, Tv) pour w e D(T).

Remarque 2.7.1. [79] Soient S un opérateur symétrique et B un opérateur borné, si SB =

BS, alors SB* = B*S. En effet pour tout x € H,

|B*Sz — SB*z|* = (B*Sz, B*Sz) + (SB*, SB*z) — (B*Sx, SB*z) — (SB*z, B*Sx)

= (SBB*Sz,x) + (S*?BB*x,z) — (SBB*Sx,z) — (S?’BB*z, x)

=0.
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Propriété 2.7.1. [25]

1. Si T est symétrique, alors T fermable et T' C T C T*.

2. SiT est fermé et symétrique, alors T =T** C T*.

3. 81T est auto-adjoint, alors T =T** =T™.
Théoréme 2.7.1. [25] Soit T un opérateur symétrique dans H. Alors les propriétés sont
équivalentes :

1. T est auto-adjoint.

2. T est fermé et ker (T* £+ i) = {0}.

3. Im (T +il)=H.

Définition 2.7.3. [25] Soit T un opérateur symétrique. On dit que T est essentiellement auto-

adjoint si sa fermeture est auto-adjoint.
Corollaire 2.7.1. Soit T un opérateur symétrique dans H. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. T est essentiellement auto-adjoint.

2. ker (T* +il) = {0}.

3. Im (T £ il) est dense dans H.

2.8 Opérateur régulier

Définition 2.8.1 (Domaine de régularité). [§/ Un nombre A est appelé point de type régulier

de Uopérateur T' s’il existe k = k(\) > 0 tel que :
Ve e D(T): (T = A)al > kal,

autrement dit (T — )\I)_l existe et borné mais pas nécessairement défini sur tout H.
L’ensemble des points de type réqulier de l'opérateur T est appelé “domaine de réqularité”.

1l s’en suit que,

1. X est un point régulier de T' = X\ est un point de type régulier de T'. En effet, si A est un

point régulier, alors (T — X))~ existe et borné dans tout H.
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2. Les valeurs propres de T ne peuvent pas étre des points de type régulier (car (T — \)

n'est pas injectif et donc (T — N)™" ne peut pas étre défini ).
Définition 2.8.2. [§] Un opérateur symétrique T est dit “réqulier”, si chaque point réel est un

point de type réqulier.

2.9 Opérateurs particuliers

Définition 2.9.1. [12] Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert. Lorsque Hy = Ha alors,
L(H1,Hs2) = L(H4).
a) Un élément I € L(H1,Ha) est appelé isométrique si |[1(z)||,, = |7y, , pour tout x € H,.
b) Un élément U € L(H1,Ha) est appelé unitaire si U*U = Idy, et UU* = Idy,.
c) Un élément N € L(H1) est appelé normal si NN* = N*N.
d) Un élément S € L(Hy) est appelé hermitien ou auto-adjoint si S = S*.

e) Un élément P € L(H1) est appelé positif (notation : P > 0) si P est auto-adjoint et si

pour tout x € Hy, (P(z),z) > 0.

2.10 Théorie spectrale

2.10.1 Spectre d’un opérateur

Soit E' un espace vectoriel normé sur le corps k = (R ou C).

Définition 2.10.1. [2]|] Le spectre d’un opérateur A défini sur E est :
o(A) ={\ ek, Lopérateur A — \I n’est pas inversible }.

Définition 2.10.2. [2]|] Soient A: E — E et A € k. Si A — A n’est pas injectif alors on dit

que A est une valeur propre de A.

2.10.2 Spectre des opérateurs linéaires bornés

Soit H un espace de Hilbert et A € L(H).

Définition 2.10.3 (Ensemble résolvant). [10/[12]

Soit A € L(H), on dit que X € C appartient a l'ensemble résolvant de A si A — Al est une
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bijection de H dans H, et que (A—N)~" € L(H) Uensemble résolvant de A est noté p(A),

c’est-a-dire :
p(A) ={\ € C, A — A\ inversible }.

Définition 2.10.4 (Spectre d’un opérateur). [12] Soient A € L(H) et A € C, on appelle

spectre de l'opérateur A le sous ensemble défini par :
o(A) i= €\ p(4)
o(A):={A € C: (A— \) nlest pas inversible }.
Un élément o(A) est une valeur spectrale de A.

Définition 2.10.5 (Valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur ). [12/[1§/
Soit A € L(H), le nombre complexe X est dit valeur propre de A s’il existe un vecteur x dans

H — {0y} (s’appelle vecteur propre associé a \), tel que :
(A= X)x =0, Az = Az.

Définition 2.10.6 (La résolvante). [1]] Soit A € L(H), pour tout X\ € p(A), on définit la

résolvante de A au point \ par :
Ra(A) = (M — A)~".
La résolvante Ry(A) est simplement notée Ry s’il n’y a pas d’ambiguité sur A.

Remarque 2.10.1. [72]

1. o(A)Up(A) =C.

2. o(A)Np(A) = 0.

Définition 2.10.7 (Spectre ponctuel). [12] On appelle spectre ponctuel de A ’ensemble des

valeurs propres de A, noté o,(A) tel que :
op,(A) ={A€a(A),A— X non injectif }.

Définition 2.10.8 (Spectre continu). [1Z] On appelle spectre continu de A et on note par

o.(A), l'ensemble

0.(A) ={N € a(A),A— N injectif et Im(A—N)#Im(A—N)="H}.
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Définition 2.10.9 (Spectre résiduel). [12] On appelle spectre résiduel de A et on note par
o.(A), l'ensemble

o-(A) ={X € a(A),A— M injectif et Im(A— \) # H}.

Définition 2.10.10 (Le spectre). [12] Le spectre o(A) est la réunion disjointe de trois en-

sembles

og(A) =o0,(A) Uo(A)Ua,(A).

Définition 2.10.11 (Le rayon spectral). [21] Soit A € L(H), on appelle rayon spectral le

nombre défini par :

r(A) = sup |\ = lim A" .
Ao (A) n—0o0

Théoréme 2.10.1. [21] Soit A € L(H). Si ||A|| < |A|, alors A € p(A).

Démonstration. On a :

AA:(A—/\I):—A<I—%A>

. 1 A\ 1 Ak
k=1

La série est convergente si et seulement si | A|| < |A|. Dans ce cas, A, existe et X\ € p(A4). [

2.10.3 Spectre d’un opérateur inverse

Théoréeme 2.10.2. Soit A € L(H). Si A est inversible, alors :

(A7) = {; e U(A)}.

Démonstration. Soit A € 0 (A™!). Comme A~ est inversible, nécessairement \ # 0.

1
Comme (A~! — AI) est non inversible et comme — M) = At (XI — A), l'opérateur
1
AAT! (XI - A> est non inversible, c’est-a-dire, { }
1
On a donc montré que o (A™") C o (A)™" = X (A)}, en échangeant le role de A et
A~! on obtient I'inclusion réciproque o (A~!) C (A™1), ce qui acheve la preuve. O

2.10.4 Spectre d’un opérateur adjoint

Définition 2.10.12 (Algebre). [27] Soit k un corps commutatif.
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1) Une algébre sur k est un k-espace vectoriel, A muni d’une application k-bilinéaire

AxA— A

(z,y) = zy,
appelée la multiplication dans A, qui est associative. La multiplication dans A satisfait

donce :
Azy) =(Az)y = z(Ay)
(x+y)z=z2+yz

z(y+2) =xy + a2

x(yz) = (zy)z,
pour tout x,y,z € A et A € k.

2) Lorsque la multiplication dans A admet un élément neutre u, c’est-a-dire que :
ur = U = T,

pour tout x € A, on dit que u est ['unité de A et que A est une algébre unifere.

3) Soit A une algebre munie d’une unité u. Un élément x € A est inversible sil existe y € A
tel que :
TY = Yr = u.
On note alors y = x~ 1. L’ensemble des éléments inversibles est noté AL,

4) L’orque la multiplication dans A est commutative, c’est-a-dire que :

Y =Yy,

pour tout z,y € A. On dit que A est commutative.

5) Etant données deus k-algebres A et B. On appelle morphisme d’algébres de A dans B

une application linéaire p : A — B telle que ¢ soit multiplicative :

p (zy) = p(z)e(y),
pour tout x,y € A. Si A et B sont uniféres et ¢ transforme l'unité de A en ['unité de B,
on dit que @ est un morphisme d’algébres uniféres.

6) Un sous-espace vectoriel B de ['algebre A est une sous-algébre si vy € B pour tout

x,y € B.
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7) Un sous-espace vectoriel B de 'algébre A est un idéal si xy,yr € B pour tout x € A et

tout y € B.

Définition 2.10.13 (Algebre involutive). [22] Soit k un corps commutatif muni d’un mor-

phisme de corps involutif X\ — X qu’on appellera conjugaison :

A+ p=A+T M=, A=A

Soit A une k-algebre. Une involution de A est une application semi-linéaire, anti-multiplicative

et involutive x — x* de A dans A :
(x+y)" =" +y", (7)) =X, (ay)" =y'2", (@) =2
L’élément x* est l'adjoint de x. Une algebre involutive est une algebre munie d’une involution.

Exemple 2.10.1. St k est muni d’un morphisme de corps involutif, alors la k-algebre k peut

étre munie de linvolution définie par x* = T.

Définition 2.10.14. [T]] Une involution sur une algébre U est une application ¢ : U — U

telle que :
a) ©* = Idy.
b) p(AT) = Xp(T).

c) p(T'S) = o(S)e(T).

Définition 2.10.15. [T Une algébre de Banach U munie d’une involution T — T* vérifiant
VI eU |TT*|| = |77,

est appelée une C*-algebre.

L(H) muni de lopération “adjoint “est une C*-algébre.

Proposition 2.10.1. [15] Soit T € L(H). Alors, on a :
1. ker(T) = (Im (T*))™*.

2. Im(T) = ker (T*)".

Démonstration.
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1. Ona:
ker(T)={z e H |Tx=0}={x e H|YVyeH, (Tz,y)=0},

={zeH|YyeH, (x,T"y) =0},
= (Im (T*))*.

2. D’apres 1., on a :
(ker (T*))* = (Jm (T)L>l — Tm(T),

d’ou le résultat.

Proposition 2.10.2. [15] Soit T € L(H). Alors :
1L p(IT)={ ek|XepT)} e oT)={ ek|reo(T)}.

2. Pour tout X\ € p(T*), R\(T*) = (Rx (T))".

Démonstration.
1. On a I’équivalence \I — T™* est inversible, si et seulement si (A\] — T*)" est inversible.
Or (M —T*)" = X — T donc
p(T*) = {\ €k | \] — T* est inversible } = {\ € k | \I — T est inversible }
={Xek|xepD)}.
De plus, o(T*) =k \ p(T*), ce qui donne le résultat.

2. Si A € p(T™) alors :

qui est ’égalité attendue.

2.10.5 Spectre d’un opérateur auto-adjoint
Théoréme 2.10.3. [T]J/[15] Soit T € L(H) est un opérateur auto-adjoint, on suppose que
H # {0} avec

m = Hiﬂlf1<Tx’m> et M := sup (T'z,z).
zi= flz(l=1

Alors :



2.10 Théorie spectrale 43

Lom, M € [=|T|,[IT[] < R.

2. m,M e o(T).

3. o(T) C [m, M].
Corollaire 2.10.1. [T])/[1]]

1. SiT € L(H) est un opérateur auto-adjoint, alors ||T'|| = )\mz%¥)|)\|.
€o

2. Un opérateur auto-adjoint T sur H est positif si et seulement si son spectre o(T)est

contenu dans RT.

2.10.6 Spectre essentiel et spectre discret

Nous allons maintenant introduire une notion nouvelle, celle de spectre essentiel. Nous n’en
donnons pas la définition la plus générale car nous ne considererons dans la suite que le spectre

essentiel d’opérateurs autoadjoints.

Définition 2.10.16 (Spectre essentiel). [6] Soit T : D(T) C H — H un opérateur auto-
adjoint, on appelle spectre essentiel de T' et on note o.ss(T). Le sous-ensemble du spectre défini

amnsi : N € 0egs(T') si et seulement s’il existe une suite (un), oy € D(T) telle que :
tnllyy =1, [[Tun — Aup|ly; = 0, et u, — 0 dans H faiblement.

La suite (uy), oy est appelée une suite singuliére.

Lemme 2.10.1. Soit T : D(T) C H — H un opérateur auto-adjoint. Si A € o(T) et

A & 0.55(T), alors X est une valeur propre de T
Démonstration. Voir [0]. O

Lemme 2.10.2. Soit T : D(T) C H — H un opérateur auto-adjoint. Si A est une valeur

propre de T de multiplicité infinie, alors X\ € oess(T).
Démonstration. Voir [0]. O

Lemme 2.10.3. Soit T : D(T) C H — H un opérateur auto-adjoint. Soit A, € o(T') une suite

de points du spectre tels que lim A\, = X et A, # X pour tout n. Alors X € 0ess(T).
n—oo

Démonstration. Voir [0]. O
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On déduit du lemme précédent le corollaire suivant.

Corollaire 2.10.2. [6/ Soit T : D(T) C H — H un opérateur auto-adjoint. Alors le spectre
essentiel 0ess(T) est fermé.

En résumé :

A€ a(T) et X ¢ 0ess(T) = X est une valeur propre de multiplicité finie et isolée dans
le spectre.

Définition 2.10.17 (Spectre discret). [6] On appelle spectre discret de T et on note og;sc(T)
I’ensemble des valeurs propres de T' de multiplicité finie et isolées dans le spectre. D’apres ce

qui précede, on a :
Oess(T) U 0gise(T) = 0(T) et 0ess(T) Nogise(T) = 0.
2.10.7 Spectre d’un opérateur symétrique
Définition 2.10.18. [8/ Soit T' un opérateur symétrique et A € C: ImX # 0. On note
R(T — ) = R,

et
R(T —N) = Ry
R et Ry sont deuz sous-espaces de H.

On note par Xy = H O Ry, Ny = H & Ry les compléments orthogonaur de Ry et Ry, ces

derniers sont appelés les espaces de défaut de 'opérateur T

Proposition 2.10.3. [8/ Les espaces de défaut R, et Ny sont les espaces de solutions de

lopérateur T™ associés aux valeurs propres \ et \ respectivement.

Démonstration. Si x € R, alors pour chaque vecteur y € D(T), on a :
(Ty — Ay, x) =0,

donc :
(Ty,z) = (y, T"x),
alors,

(y, T x) = <y,Xm>.
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Et par la définition de 'opérateur 7™,
v € D(T*) et TFx = \r.
Si, inversement, 1’équation 7%z = Az est vérifie, alors pour un y € D(T) arbitraire on a :
(y, T"z) = (y, Az),

alors,
(Ty,x) = (y,\z),

donc :

(Ty — A\y,x) =0 ie. z €Ny,

2.10.8 Propriétés spectrales des opérateurs linéaires bornés

Théoréme 2.10.4 (Neumann Series). [20] Si A € L(H) et ||A|| < 1, alors l'opérateur
(I — A) est inversible en L(H), avec

ey
n=0
et avec ||(I — A)~ H < (I —||A|)"". La série converge vers la norme uniforme de L(H).
Notation. On a utilisé lidentité A° = I.
Proposition 2.10.4. [11] Soit A € L(H), alors p(A) est un ouvert de C, plus précisément :
p(A) A e C: Al > A}

Démonstration.
1) Sip(A) =0, alors p(A) est un ouvert.
2) Si p(A) # 0, I\ € p(A), soit A € C. Alors :

(AT —A) =Nl —A) [T — (Mo —N) (Mol —A)7'].

On a:
(Mol = X) (Mol —A) 7| = ho = Al [|(Mol = A4)71|.
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On doit choisir A telle que :

Ce qui équivaut a :

SiAeB (/\0,

Ao — Al <

1

Ao — Al [[(AI —A) 71| < L.

1 1
s Ae B A,
[l —A)7"] ( (Aol —A)” H)

, alors,
W)

Ao — Al [Nl —A) 7| < 1,

selon le théoreme 2.10.4) (A — A) est inversible par conséquent A € p(A).

On a pu trouvé une boule qui contient A :

A63(“’n v H>

Ainsi p(A) est un ouvert de C.

3) Montrons maintenant que : p(A) ={A € C: |\ > ||A]|}. On a :

d’apres le théoreme

2.10.4] :

A
IAl < |\ < %<1

A
—l <1
= [5]<2

A
(I — X) est inversible, il en est de méme pour (A — A), ainsi

A € p(A), ceci montre que : {A € C: |\ > ||A]|} C p(A). O

Corollaire 2.10.3. [11] 0(A) est un fermé dans C, plus précisément :

p(A) ={A € C: Al < [[A]]}.

Démonstration. Puisque p(A) est un ouvert alors son complémentaire (qui est o(A)) est un

fermé.

]

2.10.9 Propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints

Proposition 2.10.5. [j/

1. Les valeurs propres d’un opérateur linéaire borné auto-adjoint sont réelles.
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2. Les vecteurs propres associés aux différentes valeurs propres sont orthogonaux.

3. Le spectre résiduel d’un opérateur auto-adjoint borné T est vide.

Démonstration.

1. Si T : H — H est auto-adjoint, et Tx = Az avec = # 0, alors :
Mz, z) = (Ao, z) = (T, x) = (x,Tz) = (x,\z) = \(z, 1)
D’ou :
A=X=\cR.

2. Soient A et p deux valeurs propres de T', T étant auto-adjoint, A et p sont réelles et

soient x et y deux vecteurs propres associés respectivement a A et u. On a :

Mz, y) = (v, y) = (Tr,y) = (2, Ty) = (z,py) = p (v, y) Va,y,

et comme \ # p = (z,y) =0, ainsi : z L y.

3. Supposons que A appartient au spectre résiduel de T'. On sait déja que dans ce cas,
A¢o,(T) et \€o,(T*) =o,(T).

On peut déja affirmer d’apres le point 1 que A est une valeur réelle, ce qui conduit a la

contradiction suivante :

ANgo,(T) et Aeo,(T).

2.10.10 Propriétés spectrales des opérateurs symétriques

Définition 2.10.19. [19] Une famille spectrale sur H est une fonction E : R — L(H), que

nous notons {Ex\} . vérifiant les propriétés suivantes :
1. E\ est une projection pour tout A € R ;
2. Si A<, alors Ex < E,;
8. La famille {Ex} g est fortement continue a gauche, c’est-a-dire. Pour tout p € R et

pour tout x € H :

lim Eye = E,;
Al}‘r;lL AT s
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4. 1l existe m, M € R tels que Ey = 0 pour tout A < m et B\ = I pour tout A > M.

Si pour une famille spectrale {E\}, g, deux réels m, M € R satisfont la propriété 3., nous

disons que m et M sont des bornes pour {Ex} \cp-

Théoréme 2.10.5. [19] Soit S un opérateur borné et symétrique. Il existe une unique famille

spectrale {E\}, g vérifiant les propriétés suivantes :
1. La borne inférieure m et la borne supérieure M de S sont des bornes pour {Ex},cp ;
2. Tout opérateur borné qui commute avec S commute avec Ey pour tout A € R ;

3. POU? tout x € H la llmzte suwivante existe :
p+0 AN A

4. L’opérateur S est donné par :

M+-e
S :/ AE.

m

La famille {E\} g est appelée la famille spectrale de S.
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Conclusion

Dans cette section, nous avons introduit les concepts d’opérateurs, énoncé et prouvé les

résultats nécessaires pour le spectre d’opérateurs dans ’espace de Hilbert.



CHAPITRE 3

METHODE DE FOURIER DE SEPARATION DES VARIABLES

Dans ce chapitre, on applique la méthode de Fourier pour résoudre les équations de la
forme :

Bju = A u. (3.0.1)
Ou A, B; sont des opérateurs différentiels linéaires respectivement dans les espaces de Hilbert,
L£?(G,) (G, C R™) et L2(Gy) (Gy € R™).

Pour appliquer la méthode de Fourier on suppose que le spectre de A, est discret {\},
k=1,2,...et B; est un opérateur symétrique régulier avec les indices de défautE] (p,p)(p < ).
Dans ce cas 'opérateur B; adjoint de B; a comme valeur propre VA € C, la fonction propre Uy
associée a A qui est un élément du sous-espace de défaut Ry de By, ¥y € Ry. On pose ¥y, = 1y, ,

la solution de I’équation homogene (3.0.1)) est présentée par une série de termes

ug(t, ) = apr(t) ().

Ou ¢y est la fonction propre de A, associée a \y.

3.1 Série de Fourier

Définition 3.1.1. Soit f : R — R une fonction T-périodique continue par morceaux. Soient

an(f) et by(f) ses coefficients de Fourier.

1. On pose : p=dim¥;, ¢ = dim X_;, p,q sont appelés les indices de défaut de 'opérateur.
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La sérier de Fourier de f est la série de fonctions :

= ag+ Z a,(f) cos(nwz) + by, (f) sin(nwx)) ,

n>1
N
=ag+ ngfoo 2; (an(f) cos(nwzx) + b, (f) sin(nwz)) .
Exemple 3.1.1.
aU(f) = 07
an(f)=0, Yn>1
2 (_1)n+l
bo(f) =
(===
La série de Fourier de f est :
2(—1 n+1
Z (=1) sin nx
n
n>1
Exemple 3.1.2.
T
Clo(f) - 57
an() = (1) 1) -
n - 7”L27T’
bu(f) =0
La série de Fourier de f est :
T n 2
5t 2 (=1D)" —=1) 3 COSn,

3.1.1 Coefficients de Fourier

Définition 3.1.2. On a deux types des coefficients :

2w
Coefficients réels de f : a,(f) = / f(t)cos(nt)dt, n>0, b,(f)= / f(t)sin(nt)dt, n > 0.
0
Coefficients complezes de [ : c,(f) = 2— f( Ye Mt
T Jo
Remarque 3.1.1. — Comme les fonctions sont 2m-périodiques, on peut calculer les intégrales

sur n'importe quel intervalle de longueur 27.

— On écrit souwvent a, et b, au lieuw de a,(f) et b,(f) s’il n’y a pas de confusion entre

plusieurs fonctions.

— On utilise plutot a,, et b, si f a des valeurs réelles et ¢, pour f a des valeurs complexes.



3.1 Série de Fourier 52

Définition 3.1.3 (Coefficients de Fourier trigonométriques). Soit f : R — R une fonc-

tion T-périodique et continue par morceaux. Les coefficients de Fourier trigonométrique de f

sont :
T
wlf) = 7 [ fa
a,(f) = %/Tf(x) cos(nwz)dx, Vn > 1,
0
bo(f) = %/Tf(x) sin(nwz)dx, VYn > 1.
0
Avec w = 2%

Remarque 3.1.2.
1) Si f est pair alors, /a f(z)dx = 2/a f(z)dz, Va € R.
—a 0
2) Si f est impair alors, /a f(z)dz =0, Ya € R.
Proposition 3.1.1. Soit f: R — R une fonction T-périodique continue par morceau.

i) Si f est pair alors ses coefficients b, (f) sont tous nuls.

ii) Si f est impair alors ses coefficients an(f) sont tous nuls.

Exemple 3.1.3. Soit f : R — R une fonction 2mw-périodique définie par :
f(z) ==z, Yo € [—m, 7.

wlf) = 5 | " @),

2
T
= — x)dx
21 ). ’
1 2
= — xrdr,
2m Jo

1[1,]"
= ﬂﬂ;o-
Vn > 1,

a,(f) = %/o 7Tf(yc)cos(n:z:)dac,
= %/ f(x) cos(nz)dz,
_ ! /W x cos(nz)dz = 0.

™
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Vn > 1,

Intégration par partie :

bn(f) =

N = Y= =

9 2w )
— %/0 f(x)sin(nz)dz,
%/ f(z) sin(nz)dz,
= l/Tra:sin(m:)alx.

™ -7

B

111

(nz) + —~ Cos(—nm)) += [— sin(n:p)} _) ,

n

Exemple 3.1.4. Soit f : R — R une fonction 2m-périodique définie par :
—x st x € |—m0],
() = { el

Vn > 1,

ao(f) =

ao(f) =

an(f)

x si x€l0,m|.

1 ™
1 s
%/;ﬂ— f(l')dl‘,

% /0 " () cos(na)d,
- @) costua)
| @) costuayd.
/0 " 2 cos(na)dz.

2
™
2
™
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Intégration par partie :

2 1 o1
a,(f) = — ({—xsinmc] - —/ sinnxdx) :
T\ |n o nJo

9 0 st n est pair,

n*m —= st n est impair.
n*m

Vn > 1,

bo(f) = —/Oﬂf(x)sinm:da:,
= —/7r f(z) sin nxdx,

3.2 Opérateur différentiel

Définition 3.2.1. Une EDP est dite homogéne si chaque terme de [’équation contient la fonc-
tion inconnue et ses dérivées partielles.
A toute EDP on peut associée un opérateur différentiel que l’on notera par L, et [’équation

ou Ou
F ( . ) = 0 sera écrit sous forme équivalente :

Uy 3= 7 "
oz’ dy
1. L(u) =0, ou L est l'opérateur différentiel,
ou Ou , ‘ L . ,
2.L:u— Lu) =F u,a—,a—,--- et ’équation sera linéaire si l'opérateur L est
T oy

linéaire.

Exemple 3.2.1. Soit I’équation :

0?u  O%u
———=—=0 3.2.1
L’opérateur L défini par :
2 2
L:u— L(u) Ou _Ou
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Soient o, B € R et u,v € R", alors :

0% (au + Bv) B 0% (au + Bv)

L(au+ pv) = 522 07 ;
_ (P (aw) | 0% (Bv) 0% (au) 0% (Bv)
- ( o o )_( o oy )

R A
— Yoz a@yQ Ox? oy? )’

= aL(u)+ BL(v).

Donc équation (3.2.1)) est linéaire.

3.3 Généralités sur la méthode de séparation

des variables

On considere un terme source nul et des conditions aux limites ( Neumann ou Dirichlet )

nulles. On suppose que I'inconnu u dépend de deux variables ¢ et x avec t € [0,T] et x € Q

(Q un ouvert de R™).

Les étapes suivantes sont nécessaires :

1.

On pose u(t,z) = T(t)X(x) et on porte cela dans I’équation. On doit obtenir deux

équations a variables séparées en opérant une division formelle de ’équation par
u(t,z) =T ()X (x).

Il apparait de plus un parametre réel que I’on note .

On résout I'équation en X (x) avec les conditions aux limites correspondantes. Il faut
alors obtenir une suite infinie de couples de solutions A,, X, (x) dites valeurs et fonctions

propres de probleme.
Il faut trouver un produit scalaire qui orthogonalise la suite des X,,(z).

On résout ’équation en T'(t) pour les valeurs de A, trouvées. Ce qui donne une suite de
solution T,,(t), chaque T,,(t) étant défini & un certain nombre de constante prés

(qui dépend de l'ordre de I’équation en T,,(t)).

On écrit la solution générale de I’équation sous la forme

u(t,z) =Y To(t) Xn(x),

et on applique les conditions initiales pour déterminer les coefficients présents dans T,,(t).
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3.4 Méthode de Fourier de séparation des variables

* _ *
Biu = Al u.

Soient Gy C R™ et G, C R™ deux domaines des variables ¢ et x respectivement,
G = Gy x G,. By, A, deux opérateurs linéaires en général non bornés dans les espaces L2 (Gy)
et L% (G,), définis respectivement sur D (B;) C L2 (Gy) et D (A,) C L2 (G,), u = u(t,x) une
fonction définie sur G. Si pour tout ¢ fixé u(t, ) € D (A;), et pour tout = fixé u(-,x) € D(By)
alors A u et Byu désignent les images de u par les opérateurs A, et B; respectivement.

Soit g une fonctionnelle linéaire continue dans les espaces C (@) des fonctions continues sur
le domaine G; y compris sa frontiere, on désigne par (g, ), 'image de p € C (@) par g.

Si g a un sens en u(t,z) pour presque tout = € G, alors (g, u), est I'image de u par g.

Exemple 3.4.1. Siu(t,z) est continue ent = (0,...,0) quelque soit x € G, et d est la fonction
de Dirac, alors :

(0,u), = u(0, ).
3.4.1 Position de probleme

Soient A, € M,, B, € M. gi,9,...,gr des fonctionnelles linéaires qui ont un sens sur
des fonctions de D (B;), hy, ha, ..., h, des fonctionnelles linéaires continues sur D (A*), AY

I'extension auto-adjointe de A,. On suppose de plus que S, (A%) C p (B;). Posons le probleme :

trouver une solution u(t, z) de I'équation :

Bju = Au. (3.4.1)

Satisfaisant les conditions suivantes :
u(-,x) € D(B}), wu(t,") € D(AY). (3.4.2)
(gi,u)yp = ®i(x), 1=1,2,... k. (hj,u), =0a;(t), j=12,...,p. (3.4.3)

Les fonctions ®;(z) € L2 (G,) et a;(t) € L? (G;) sont données. Les conditions ([3.4.2) et (3.4.3)

sont données pour chaque probleme et assurent dans la plupart des cas, I'unicité de la solution

du probleme posé.



3.4 Meéthode de Fourier de séparation des variables 57

3.4.2 Schéma de solution

On cherche la solution du probleme (3.4.1)) sous la forme u(t,z) = T(t)X(z). On a :

T, X,

Comme A, est symétrique et régulier, son extension auto-adjointe A2 possédé un spectre discret.
On désigne par : Xj(z) = pi(x), k = 1,2,.... Les fonctions propres de AY et )\ ses valeurs

propres :
Adpr = ispr, 00 € D (AY).
En tenant compte que S, (A%) C p(B;) et (3.4.1)), on a quelque soit A € p (By),
BiW,\(t) = AU,(t), ou W,(f) € xaB(1).
En particulier,

BiUi(t) = M Wi(t), ot Wi(t) =Un (1), k=1,2,...,

les fonctions ug(t, x) = Vi (t)pr(x) satisfont (3.4.2) et (3.4.3). Posons :

u(t,x) = agtby(t)pi(). (3.4.4)

La suite (ax),cy est telle que les conditions (3.4.2)) et (3.4.3)) soient satisfaites. Pour que

u(t,-) € D (A%) pour presque tout t € Gy, il faut et il suffit que la série :

o0

> larvn(t)],

k=1

soit convergente pour presque tout t € Gy.
Pour que u(-,z) € D (Bf) pour presque tout = € G,, la condition analogue n’a pas lieu car

la suite (W, (1)), D'est pas en général orthonormée. La suite (ax), o peut-étre définie par la

ke

condition (3.4.3). Par exemple on donne :
<gau>t = @(l’), g€ L2 (Ga:) :

Alors,
(. = (.0) = 3 (g, ) oule) = B(z).
D’ou :

(@, ) = ar(g, Vr)-
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Exemple 3.4.2. Dans l’espace de Hilbert £2(]0,1[) on considére l'opérateur A, défini pour tout
f e £%]0,1]) par :

Aude) = =i [ o=l F)
L’opérateur A, est de Hilbert-SchmithL il a un systeme complet {pi} oy des fonctions propres

correspondantes auzx valeurs propres {\y}, k=1,2,...:

Az pr = Mk

1
Dans lespace L2(R) on considére 'opérateur différentiel By, tel que Bif = Q—f/ défini sur
)
Uensemble des fonctions f € L2(]0,1[) absolument continues sur R telle que f' € L*(R) et
f(a) =0, ou a <0 est un point quelconque fixé. L’opérateur By est symétrique avec les indices

de défaut (1,1), un élément ¢, appartenant a son sous-espace de défaut Ny est

Uat) = ey (t — a)e®™ =9 ImA # 0.

Loy (t) = Lio,0)(t) = L1 (2),
est la fonction indicatrice de l'ensemble (0,00) si ImA > 0, et 1.5 (t) = 1_(t) si ImA < 0.
Lopérateur B} conjugué de By est défini sur l’ensemble D(B}) des fonctions f absolument

continues sur R\ {a} et telle que f € L*(R).

On pose le probleme : Trouver une solution u de l’équation :

Bfu = A,u. (3.4.5)
Satisfaisant les conditions :
u(-,z) € D(B)), wu(t,-) € L30,1). (3.4.6)
Et encore :
(g.u)y=p(t), ©€L2(0,1), g(t)=t, (3.4.7)
(0,u), = u(0,z) = ¢(z). (3.4.8)

2. En mathématiques, un opérateur de Hilbert—Schmidt, nommé d’apres David Hilbert et Erhard Schmidt,
est un opérateur borné A : H — H qui agit sur un espace de Hilbert H et a une norme de Hilbert—Schmidt

finie.
2 2
[ All5es = I Aeill3, -
iel

Ou {e;;i € I} est une base orthonormée.
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Le probléme précédent a une solution unique u € £2 (R, [0,1]) définie par la série :

= —a S (¢, k) ex —M coS — Vrmx
) = 10 S P p (o) eos(2k = ). (349

Si la série de termes (¢, px) converge absolument, alors le probleme (3.4.5)), (3.4.6) et (3.4.8)

posséde une solution unique u € £2 (R x [0,1]) donnée par :

= 2) cos((2k — 1)mx). (3.4.10)

u(t,z) =1,(t —a) Z (¢, or) exp (_m

1

Les séries (3.4.9)), (3.4.10) convergent uniformément sur R x [0, 1].

Remarque 3.4.1. 1. Si l'opérateur By = B le probleme (3.4.5)),(3.4.6) n’a pas de solution

car les valeurs de A, sont non réelles.

2. On considere le (3.4.5)), (3.4.6) et (3.4.7) dans lequel l'opérateur B, est défini sur l’en-

semble D(By) des fonctions f € L2(R) telles que f' est absolument continue et f(0) =0,
f" € L2(R) par égalité :

Bif = — (2mi) 2 f.
L’opérateur By est symétrique avec les indices de défaut (1,1), son sous-espace de défaut

Ny est engendré par la fonction :
Wy (t) = exp (27Ti\/X|t|> . ImA > 0,Imv) > 0.

On pose :

La solution de (3.4.5)) est :

- 2 2 2
u(t,x) = Zak exp (_Qk — |t|> (COS T 1t + isin 5% 1 |t|) sinw(2k — 1)z.

k=1
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité la série de Fourier, ses coefficients et sa méthode de
séparation des variables en utilisons les opérateurs différentiels, pour la résolution des équations

de la forme :

* _ *
Biu = Alu.



CONCLUSION

u terme de ce mémoire, nous avons abordé l'importance de la méthode de Fourier

de séparation des variables pour 1’étude et la résolution des équations de la forme :

* _ *
Biu = Alu.

Nous avons présenté certains espaces fonctionnels, avec leurs différentes structures et pro-
priétés, dont la plus importante I'espace de Banach, ’espace des opérateurs linéaires bornés et
I’espace de Hilbert.

On a traité les caractérisations fondamentales des opérateurs sur l'espace de Hilbert et
nous avons soumis les propriétés spectrales des opérateurs linéaires bornés, auto-adjoints et
symétriques.

Nous concluons en rappelant notre application de la méthode de Fourier aux équations

opérationnelles.
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