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IV 

Résumé 

Le calcul des poutres dans le domaine de génie civil nécessite d’appliquer certaines méthodes de 

résolution. Mais des fois on peut rencontrer certains systèmes hyperstatiques possédant des 

difficultés de résolution. Dans ce cadre nous sommes intéressés d’utiliser une méthode numérique 

celle des éléments finis qui facilite la tâche de calcul. 

Notre travail est consacré au calcul des poutres uniformément chargées avec diverses conditions 

aux bords, pour cela nous développons un code de calcul par cette présente méthode qui contient 

principalement des expressions de déplacements et des moments.         

Un programme de calcul a été effectué et de vérifier la validité du modèle numérique proposé, en 

faisant la comparaison avec la solution de la résistance des matériaux.  

Dans le but de savoir l’utilité de cette méthode approchée pour la résolution des problèmes des 

poutres hyperstatiques qu’on peut les rencontrer dans la pratique, des exemples concrets ont été 

exposés dans le dernier chapitre de ce mémoire. 

Mots clés : poutres, élément fini, la résistance des matériaux, hyperstatique, condition aux bords, 

charge uniforme, déplacement, moment.  
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Abstract:  

The calculation of beams in the field of civil engineering requires the application of certain 

resolution methods. However, sometimes we may encounter certain statically indeterminate 

systems that pose difficulties in resolution. In this context, we are interested in using a numerical 

method called the finite element method, which facilitates the calculation task. 

Our work is dedicated to the calculation of uniformly loaded beams with various boundary 

conditions. For this purpose, we are developing a calculation code using this method, which 

primarily involves expressions for displacements and moments. 

A calculation program has been implemented to verify the validity of the proposed numerical 

model by comparing it with the solution obtained from the mechanics of materials.  

In order to understand the usefulness of this approximate method for solving problems related to 

statically indeterminate beams that are encountered in practice, concrete examples have been 

presented in the final chapter of this thesis. 

Keywords: beams, finite element, mechanics of materials, statically indeterminate, boundary 

conditions, uniform load, displacement, moment. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

VI 

 ملخص

تطبيق بعض أساليب الحل. ولكن في بعض الأحيان يمكن أن نواجه حساب العوارض في مجال الهندسة المدنية يتطلب 
بعض الأنظمة الفائضةةة الت تواجه وةةعو ا في الحل. في الا السةةيامه من  باتمون  سةةتقداع ديي ة عدفية ت عي  بة 

 ."ديي ة العناوي المحدوفة" والت ت سبّال  بامة الحساب

صةةةةةةة  عملنا لحسةةةةةةةاب العوارض المحمّلة بتو ي   ت  انس وبشةةةةةةةيوة  تنوعة عل. الحدوف. للل ه ن وع بتطويي بي    يُ 
 .حساب  ستقداع اله الطيي ة اللي يتضمن بشكل أساسي تعابير الانزياح واللحظاا

 .تم تنفيل بي    الحساب والتح ق  ن وحة النموذج العدفي الم ترحه  ن خلال   ارنته بحل   او ة المواف

الت ييبية في حل  شةةةةةةةةةةةةةةكلاا الأنظمة الفائضةةةةةةةةةةةةةةةة للعوارض الت يمكن أن نواجباباا في وذل  لمعيفة فائدة اله الطيي ة 
 .الممارسةه تم عيض أ ثلة واقعية في الفصل الأخير  ن الا البحث

 .: عوارضه عنصي محدوفه   او ة الموافه فائضه شيوة الحدوفه تو ي   ت انسه انزياحه لحظةالكلمات الرئيسية
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INTRODUCTION GENERALE 

1 
 

Le génie civil représente l’ensemble des techniques concernent les constructions civiles, le 

maitre ingénieur en génie civil s’occupe de conception, de la réalisation de l’exploitation et de la 

réhabilitation d’ouvrages d’art et d’infrastructure. Dont ils assurent la gestion afin de rependre en 

besoin de la société, tout en assure la sécurité du public. Très variés, leur réalisation se répartissent 

principalement dans Cinque grands domaines d’intervention: structure, géotechnique, 

hydraulique, transport, et management.       

Dans le domaine de structure on applique une méthode de calcul numérique s’appelle la méthode 

des éléments finis (M.E.F). 

D’une manière pratique la méthode est en grande majorité des cas mise en œuvre le calcul 

informatiques ces outils de calcul sont aujourd’hui largement utilisés industriellement.   

Le présent mémoire comporte trois chapitres:  

Dans le premier nous présentons une étude bibliographique sur la méthode des éléments finis 

Dans le deuxième, nous avons exposé des généralités sur les poutres.                                 

Le dernier chapitre est consacré à la modélisation des poutres uniformément chargées avec 

diverses conditions d’appuis par la méthode des éléments finis qui se suit par exposition des 

exemples d’application.  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre I : Etude bibliographique sur 

la méthode des éléments finis
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I.1. Introduction  

Dans ce chapitre nous présentons d’une manière générale le concept de base de la méthode   

Des é l é m e n t s  finis pour l’analyse des structures. Le comportement Mécanique d’une 

structure métallique formée de poutres sous les charges qui lui sont appliquées est correctement 

décrit par la théorie des poutres [1], [3]. Cette dernière est entièrement définie par les 

caractéristiques géométriques de la section courante (aire, inertie, module d’inertie, etc.) et la 

géométrie de la fibre moyenne (Figure. I.01). 

Les efforts appliqués à la poutre sont schématisés comme charges ponctuelles ou charges 

réparties le long de la fibre moyenne. Les sollicitations résultantes sont obtenues sous la forme 

de torseurs d’efforts (trois forces et trois moments) en chaque point de la fibre moyenne. Des 

relations simples reliant les torseurs d’efforts aux caractéristiques géométriques de la section 

permettent de déduire les contraintes dans la section. 

L’application de la théorie des poutres à des structures simples comme les poutres continues, 

les portiques et les treillis simples, conduit à des solutions analytiques complètes. En revanche, 

pour les structures plus complexes, le recours à une méthode numérique est nécessaire telle que 

la méthode aux éléments finis qui est systématiquement et aisément programmable avec les 

références nécessaires pour l’analyse statique et modale des structures de types tel que les systèmes 

à treillis (figure. I.02) et les pratiques (figure. I.03). 

 

 

 

                                            

 

 

 

 

 

                                      

             Figure I.1 : Schématisation d’une poutre 

     Figure I.2 : Discrétisation en éléments finis d'un treillis plan 
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I.2. Historique de la M.E.F  

 Depuis une cinquantaine d’années la mécanique des structures permet l’analyse des assemblages 

des barres et poutres. Le comportement de chaque élément de barre ou de poutre est représenté par 

une matrice de rigidité élémentaire construite grâce aux hypothèses de la résistance des matériaux. 

A partir des matrices élémentaires nous construisons un système d’équation algébrique en utilisant 

des conditions de continuité des déplacements et d’équilibre des forces aux points de jonction des 

éléments nœuds. La résolution du système équation correspondant à des sollicitations données 

conduit aux déplacements de tous les nœuds de la structure. L’apparition des ordinateurs et les 

besoins de l’industrie aéronautique ont provoqué un développement rapide de la mécanique des 

structures en 1950et 1960. Turner, Clough, Martin et Topp introduisent en 1956 le concept 

d’élément fini : ils représentent un milieu élastique à deux dimensions par un assemblage de 

panneaux triangulaires sur lesquels les déplacements sont supposés varier linéairement. Le 

comportement de chaque panneau est caractérisé par une matrice de rigidité élémentaire. A partir 

de ces matrices, la technique classique de la mécanique des structures conduites à la solution, c’est-

à-dire aux déplacements en tout point de milieu continu. 

Soulignons également de travail d’Argyries et Kelsey qui systématise l’utilisation de la mention 

d’énergie dans l’analyse des structures. En fait les idées de base de la méthode des éléments finis 

apparaissent déjà dans courant, Hrennikoff et McHenry. 

Dès 1960 la méthode des éléments finis subit un développement rapide dans plusieurs directions : 

la méthode est reformulée à partir des considérations énergétiques et variationnelles, sous la forme 

générale résidus pondérés De nombreux auteur créent des éléments de haute précision et des 

éléments à coté curvilignes ou iso paramétrique. 

La méthode des éléments finis est reconnue comme un outil général de résolution d’équations aux 

dérivées partielles. Elles est donc utilisé pour résoudre de problèmes non linéaire et non 

Figure I.3 : Discrétisation en éléments finis d’un portique plan 
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stationnaire dans le domaine des structures ainsi que dans d’autres domaines : mécanique des sols 

et des roches mécanique des fluides, thermique, etc. 

Une base mathématique de la méthode des éléments finis est construite à partir de l’analyse 

fonctionnelle. [3] 

I.3. Principe général  

 La méthode des éléments finis permet donc de résoudre de manière discrète une EDP dont on 

cherche une solution approchée «suffisamment» faible. De manière générale, cette EDP port sur 

une fonction de (u), définie sur un domaine. Elle comporte des conditions aux bords permettant 

d’assurer existence et unicité d’une solution. 

 Sauf cas particuliers, la discrétisation passe par une redéfinition et une approximation de la 

géométrie, on considère donc le problème posé sur la géométrie approchée par un domaine 

polygonal ou polyédrique par morceaux. Une fois la géométrie approchée, il faut choisir un espace 

d’approximation de la solution du problème, dans la MEF, cet espace est défini à l’aide du maillage 

du domaine (ce qui explique aussi pourquoi il est nécessaire d’approcher la géométrie). Le 

maillage de domaine permet d’en définir un pavage dont les pavés sont les éléments finis. Un 

élément fini est la donnée d’une cellule élémentaire et de fonction de base de l’espace 

d’approximation dont le support est l’élément, et définies de manière à être interpolant. 

Bien qu’il existe de nombreux logiciels exploitant cette méthode et permettant de résoudre des 

problèmes dans divers domaines, il est important que l’utilisateur ait une bonne idée de ce qu’il 

fait, notamment quant au choix du maillage et type d’éléments qui doivent être adaptés au 

problème posé : aucun logiciel ne fera tout pour l’utilisateur, et il faut toujours garder un œil 

critique vis-à-vis de solutions approchées. Pour cela il existe des indicateurs d’erreur et des 

estimateurs d’erreur qui permettent d’ajouter les différents paramètres. 

La solution trouvée, il reste cependant à déterminer les caractéristiques de la méthode ainsi 

développée, notamment l’unicité de l’éventuelle solution ou encore la stabilité numérique du 

schéma de résolution. Il est essentiel de trouver une estimation juste de l’erreur liée à la 

discrétisation et montrer que la méthode ainsi écrite converge, c’est-à-dire que l’erreur tend vers 0 

si la finesse du maillage tend elle aussi vers 0. 

Dans le cas d’une EDP linéaire avec opérateur symétrique, il s’agit finalement de résoudre une 

équation algébrique linéaire, inversible dans le meilleur des cas. 

I.4 Technique des éléments finis appliquée à l’analyse structurale  

      La M.E.F dans l’analyse structurale est une technique qui se base primordialement sur l’idée 

de décomposer la structure en un ensemble (ou en sous-ensemble) de différents composants, ayant 

chacun un modèle géométrique avec des propriétés physiques particulières. [7] Notant que la 

structure peut être continue telle que les plaques, ou ayant par sa nature une forme discrète telle 
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que les treillis. Chaque modèle de composants de la structure est connu comme un type spécifique 

d’élément finis. Chaque élément fini a une forme structurale bien déterminée et il est interconnecté 

avec les éléments qui lui sont adjacents par des nœuds ou « Points nodaux ». Les forces agissantes 

en chaque nœud sont dites « Forces nodales ». L’élément est sujet de déplacements ou rotations 

aux nœuds, appelés « Degrés de liberté ». [5] 

                                                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                      

     

 

 

 La figure I-04 représente un seul élément limité par deux nœuds à ses extrémités (noeud1 et 

noeud2), Fx, Fy et Fz sont les forces qui agissent aux nœuds ainsi que les moments Mx, My et Mz 

; u, v et w sont les déplacements nodaux dans les directions X, Y et Z respectivement ; θ, α et β 

sont les rotations nodales autour des axes X, Y et Z respectivement. Ainsi, pour chaque élément 

fini, un ensemble standard d’équations peut être formulé pour mettre en relation les quantités 

physiques : Forces et Déplacements. Pour former la structure totale, il faut rassembler tous ces 

éléments, en qui est, mathématiquement, équivalent à superposer toutes les équations simultanées, 

qu’il est convenable de résoudre par ordinateur. 

I.5 Types d'éléments plus performants  

   On a vu que le triangle à 3 nœuds conduit à une approximation linéaire pour le champ des 

déplacements et uniforme pour le tenseur des contraintes.  

Des éléments plus performants sont utilisés lorsque l'on veut une approximation plus précise. 

 

Figure I.4 : Elément fini typique pour les structures en treillis 
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Figure I.5 : Différents éléments utilisés en 3D 

I.6 Concept de base de la méthode des éléments finis : 

     La méthode des éléments finis (M.E.F.) est un des outils les plus efficaces et les plus généraux  

pour  l’analyse  des  structures  dans  de  nombreux  secteurs   de  l’industrie  : aérospatial, 

automobile, nucléaire, génie civil, construction navale,  mécanique, constructions off-shore, 

etc. Dans le domaine du calcul des structures, la M.E.F. est une technique à caractère 

pluridisciplinaire qui met en œuvre des connaissances relevant de plusieurs disciplines de base 

telles que la mécanique des structures, l’analyse numérique et l’informatique appliquée. Les 

bases  théoriques de la  M.E.F. reposent d’une  part sur les méthodes  énergétiques  de  la  

mécanique  des  structures  et  d’autre   part   sur  les méthodes d’approximation spatiale 

des fonctions Ritz, Galerkin .La M.E.F. est basée sur une décomposition du domaine dans lequel  on 

désire  effectuer la simulation en sous-domaines de forme   géométrique  simple   appelés   ‘éléments  

finis’   pour   lesquels    on   procède    à   des approximations nodales  des  champs  de  déplacements 

ou  de  contraintes qui  prennent en général la forme de fonctions polynomiales. L’ensemble de 

ces éléments constitue ce que l’on appelle le maillage du domaine. Ces éléments sont liés par un 

nombre fini de conditions de continuité, exprimées en certains points communs à plusieurs éléments 

appelés ‘n nœuds’. 

Ce sont les méthodes classiques du calcul des structures, méthode des déplacements et méthode 

des forces, q u i  sont à la base de la M.E.F. [ 4 ] .  Selon que l’on approxime le champ des  

contraintes ou le champ des  déplacements on crée le modèle contrainte ou le modèle 

déplacement . Le modèle déplacement  semble plus  commode à mettre en œuvre car il 
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s’adapte généralement mieux aux problèmes de calcul des structures et sera adopté dans ce qui 

suit. Dans la méthode des déplacements, la formulation du problème est faite en fonction des 

déplacements aux nœuds qui sont les inconnues cinématiques. La structure est 

préalablement discrétisée en éléments finis. Le calcul est conduit suivant deux niveaux de 

formulation : élémentaire au niveau de l’élément fini et globale au niveau de la structure 

complète. [5] 

La formulation élémentaire au niveau de l’élément fini  

        Pour chaque élément et dans un repère local, on choisit une fonction d’interpolation qui 

représente la variation des d é p l a c e m e n t s  à l’intérieur de ce t  é l émen t    en t e rmes    de 

déplacements   nodaux. Puis, on calcule pour chaque élément ses matrices de rigidité et de masse  

Ainsi que son vecteur d e s  forces.  Ces caractéristiques élémentaires sont transformées par la 

suite dans le repère global de la structure. 

La formulation globale au niveau de la structure complète  

    Elle consiste à rechercher pour la structure complète l’expression matricielle de l’énergie 

potentielle en fonction des déplacements inconnus en tous les nœuds de la structure. Cette étape 

nécessite l’assemblage des matrices de rigidité et de masse et les vecteurs forces  et déplacements 

de la structure à partir des caractéristiques élémentaires (matrices de rigidité et de masse et vecteurs 

forces et déplacements de chaque élément). 

 

 

                                    

 

 

 

 

 

 

Figure I.6 : Exemples de modélisation par la M.E.F 

 

 I.7 Démarche de formulation éléments finis  

       L’analyse des structures de type treillis ou portique  peut s’effectuer en considérant d’abord  

le comportement de chaque  partie (élément barre ou poutre)  indépendamment puis en 
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assemblant ces  parties  de telle  façon  que  l’équilibre des  forces  et la compatibilité des 

déplacements soient satisfaits en chaque nœud. 

Dans l a  suite, t o u t e s  l e s  grandeurs vectorielles et matricielles relatives à la base locale  d e  

l'élément sont surlignées d'une barre. [8] 

   I.7.1 Discrétisation de la structure en éléments finis 

      C’est l’ensemble des opérations à effectuer pour établir le modèle mathématique de calculs 

représentant au mieux la structure réelle.  Pratiquement cette idéalisation consiste du point de vue 

topologique, à ramener la structure à une géométrie simple ; c’est ainsi qu’on réduit les éléments 

unidimensionnels à leur axe et on définit les conditions d’appuis et les charges.  Au point 

de vue rhéologique, elle consiste à  choisir l a  loi constitutive du matériau et à déterminer les 

constantes qui définissent cette loi. [4] 

 I.7.2 Construction de l'approximation nodale par sous domaine  

       Pour  chaque   élément,  on  choisit   une  fonction   d’interpolation  qui  représente  la variation  

des   déplacements  𝑢𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑧)   à  l’intérieur  de   cet   élément   en   termes   de déplacements 

nodaux 

 𝑈𝑒 Ce modèle peut être représenté de façon commode par une expression polynomiale contenant 

un coefficient inconnu pour chaque degré de liberté soit : 

  𝒖𝒆(𝒙, 𝒚, 𝒁) = 𝑵𝒕𝑼𝒆               (I.1)                                                                                                                                        

 Ou N est la matrice d’interpolation reliant les déplacements d’un point intérieur de l’élément aux   

déplacements nodaux. 

 I.7.3 Etablissement de la relation entre déformations et déplacements  

          Il s’agit ici de trouver la matrice B reliant les déformations de l’élément à ses déplacements 

nodaux     𝑼𝒆 cette relation est exprimée par  

 {𝜺} = 𝑩𝑼𝒆             (I.2)                                                                                                                                     

 I.7.4 Etablissement de la relation entre contraintes et déformations  

       Pour un matériau élastique linéaire, les contraintes 𝝈  sont des fonctions linéaires des 

déformations𝜺. Elles sont exprimées par l’expression :  

 {𝝈} = 𝑫{𝜺}              (I.3)                                                                                                                                 

Ou D est la matrice d’élasticité. 

I.7.5 Calcul des matrices élémentaires  

   Cette étape constitue la partie la plus importante du problème.  Le déplacement 𝑈𝑒   aux nœuds 

sont déterminés de telle façon que les contraintes 
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Engendrées dans l’élément équilibrent le chargement extérieur 𝐹𝑒,c’est-à-dire que : 

  𝑲𝒆𝑼𝒆 = 𝑭𝒆             (I.4)                                                                                                                                

  Est la matrice d e  rigidité de  l’élément exprimée dans le repère local .  Elle est déduite de 

l’énergie de déformation de l’élément (Rocky, 1979) et exprimée par : 

𝑲𝒆 = ∫ 𝑩𝑻𝑫𝑩 𝒅𝒗
𝒗

             (I.5)                                                                                                                     

Il faut aussi calculer la matrice de masse 𝑴𝒆 de chaque élément. Cette matrice est déduite de l’énergie 

cinétique de l’élément (Rocky, 1979). Dans le repère local de l’élément, cette matrice est donnée par 

l’expression : 

𝑴𝒆 = ∫ 𝝆𝑵𝑻𝑵𝒅𝒗
𝒗

                 (I.6)                                                                                                                      

Où 𝝆 est la masse volumique du matériau constituant l’élément. 

Finalement, on exprime les matrices 𝑲𝒆,𝑴𝒆, 𝑼𝒆 et 𝑭𝒆 dans le repère global défini pour toute la 

structure. [2] 

 I.8 Elément fini barre  

 I.8.1 Définition 

      Géométriquement une barre correspond à un solide orienté dans la direction x (repère local). 

Les dimensions dans le plan (y-z) normal à x sont relativement petites par rapport à la dimension 

longitudinale (figure I.07). Un élément fini barre (figure I.09) schématise un composant d’une 

structure qui travaille uniquement en traction ou compression. C’est généralement un élément à 

2 nœuds, qui comporte 3 inconnues ou degrés de liberté (d.d.l.) par nœud représentant les 

composantes de son déplacement dans l’espace. 

 

 

 

 

 

 

 

                                             

                                          

Figure I.7 : Géométrie d'un élément fini barre 
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Figure I.8 : Modélisation d'un élément fini barre 

 

Les principales hypothèses pour un élément barre rectiligne qui ne travaille qu’en traction ou 

compression [3] sont :   

  

   - Petites déplacements : 

              𝑢⃗ (𝑀, 𝑡)= 𝑢(𝑥, 𝑡)𝑋              (I.7)     

    -déformations en petits déplacement :     

    𝜺 =
𝝏𝒖

𝝏𝒙
              (I.8) 

-loi de Hooke dans un milieu isotrope homogène élastique : 

            𝝈 = 𝑬𝜺              (I.9) 

  Avec 𝜎   est la contrainte dans la barre et E est le module de Young du matériau. 

En intégrant les contraintes sur la section A nous obtenons la loi de comportement intégrée des 

barres : 

   =EA𝜺             (I.10)                                                                                                                               

 Où n(x) est l’effort normal dans la barre dû à la force nodale F. 

I.8.2 Formulation de l’élément barre dans le plan  

Identification du problème  

Considérons un élément barre dans le plan défini par deux nœuds i et j, de longueur L et de section 

uniforme A (figure I.09) 
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Dans le repère local on note par    et  les déplacements aux nœuds i et j et par 

𝑓𝑥𝑖  et 𝑓𝑥𝑗  les forces aux nœuds i et j.  

Le vecteur force relatif à l’élément e est donné par : 

𝑭̅𝒆 = [𝒇̅𝒙𝒊. 𝒇̅𝒙𝒋. 𝒇̅𝒚𝒊. 𝒇̅𝒚𝒋]
𝒕              (I.11)                                                                                                 

Le vecteur déplacement est donné par : 

                                    

 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe 𝑓𝑦̅𝑖 , 𝑓 ̅𝑦𝑗, 𝑢̅𝑦𝑖,  𝑢̅𝑦𝑗 sont  nuls  puisque  l’élément barre  ne travaille 

qu’en traction ou compression. [7]   

 

Fonction d’interpolation 

 Pour un problème statique, lorsque l’élément est chargé au niveau de ses nœuds, l’effort normal 

est uniforme. Compte   tenu des relations (I.8) e t  (I.10) l a  solution   u(x) sera  linéaire.   Pour   

chercher cette   solution, nous   allons   utiliser   une   approximation polynomiale linéaire 

de la forme (Krishnamoorthy, 1987) : 

𝒖(𝒙) = 𝑵𝟏𝒖̅𝒙𝒊 +𝑵𝟐𝒖̅𝒚𝒋             (I.13)                                                                                                                

Où N1 et N2 sont les coordonnées naturelles. 

Nous identifions aux nœuds i (x=0) et j (x=L) la valeur de l’approximation des déplacements 

axiaux. Nous en déduisons : 

𝑵𝟏 = 𝟏 −
𝒙

𝑳
  𝒆𝒕  𝑵𝟐 =

𝒙

𝑳
             (I.14)                                                                                                                  

Sous forme matricielle nous écrivons : 

𝒖(𝒙) = 𝑵𝒕𝑼̅𝒆 = 𝟏 −
𝒙

𝑳

𝒙

𝑳
 
   𝑼̅𝒙𝒊
   𝑼̅𝒙𝒋

               (I.15)                                                                                                     

La matrice N d’interpolation reliant les déplacements d’un point intérieur de l’élément aux  

Déplacements nodaux est donc : 

Figure I.9 : Elément fini barre dans le repère local 

             (I.12)                                                                                                                                                                        
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N=[1-x/Lx/L]𝒕               (I.16)                                                                                                                            

 Relation entre déformation et déplacement  

  La déformation est déduite des expressions (I.8) et (I.15) soit : 

{𝜺} =
𝝏𝒖

𝝏𝒙
=

𝟏

𝑳
[−𝟏  𝟏] 

𝑼̅𝒙𝒊
𝑼̅𝒙𝒋

= 𝑩𝑼̅𝒆              (I.17)                                                                                                  

La matrice B reliant les déformations de l’élément à ses déplacements nodaux est alors 

𝑩 =
𝟏

𝑳
[−𝟏  𝟏]                (I.18)                                                                                                                            

Matrice de rigidité d’une barre dans le plan  

La forme de la matrice de rigidité K de l’élément dans le  repère local est donnée par l’expression 

(I.5). La matrice d’élasticité D se réduit au scalaire E (module de Young du matériau). Soit, après 

intégration : 

𝑲̅𝒆 =
𝑬.𝑨

𝑳
[
𝟏 −𝟏
−𝟏 𝟏

]               (I.19)                                                                                                                  

e. matrice de masse d’une barre dans le plan  

La matrice de masse 𝑀𝑒 dans le repère local est déterminée à partir de l’expression (I.6) soit, après 

intégration : 

𝑴̅𝒆 =
𝝆𝑨𝑳

𝟔
[
𝟐 𝟏
𝟏 𝟐

]             (I.20)                                                                                                                          

Transformation dans le repère global  

    Soit    les déplacements aux nœuds i et j exprimés dans le repère global 

(figure I.06). La relation entre les déplacements exprimés dans le repère local et ceux 

exprimés dans le repère global est donnée par : 

𝒖̅𝒙𝒊 = 𝒖𝒙𝒊𝒄𝒙 + 𝒖𝒚𝒊𝒄𝒚             (I.21)                                                                                                                                                      

𝒖̅𝒙𝒋 = 𝒖𝒙𝒋𝒄𝒙 + 𝒖𝒚𝒋𝒄𝒚  

Ou 𝑐𝑥𝑒𝑡𝑐𝑦 sont les cosinus directeurs définis par : 

𝒄𝒙 =
𝟏

𝑳
(𝒙𝒋 − 𝒙𝒊) 𝒆𝒕 𝒄𝒚 =

𝟏

𝑳
(𝒚𝒋 − 𝒚𝒊)              (I.22)                                                                                           

 Avec L est la longueur de l’élément calculée à partir des coordonnées des nœuds 

Soit : 

𝑳 = √(𝑿𝒋 − 𝑿𝒊)𝟐 + (𝒀𝒋 − 𝒀𝒊)𝟐                   (I.22)                                                                               

Sous forme matricielle, on écrit : 

                                       
𝑢𝑥𝑖
𝑢𝑦𝑖

 

𝒖̅𝒙𝒊
𝒖̅𝒙𝒋

=
𝒄𝒙 𝒄𝒚
𝟎 𝟎

   
𝟎 𝟎
𝒄𝒙 𝒄𝒚

  
𝒖𝒙𝒋
𝒖𝒚𝒋

                 (I.24)                                                                                                            
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La matrice transformation du repère local au repère global est : 

 

𝑻 =  
𝒄𝒙 𝒄𝒚
𝟎 𝟎

    
𝟎 𝟎
𝒄𝒙 𝒄𝒚

                    (I.25)    

 

 

                                                             

                                                                                    

 

 

 

 

 

Figure I.10 : Elément fini dans le repère global 

   

La matrice de rigidité exprimée dans le repère global sera déduite de la matrice de rigidité 

Exprimée dans le repère local par la relation : 

𝑲𝒆 = 𝑻𝒕𝑲̅𝒆𝑻               (I.26)                                                                                                                               

De même, la matrice de masse de l’élément barre dans le plan exprimée dans le repère global est : 

𝑴𝒆 = 𝑻𝒕𝑴̅𝒆𝑻                     (I.27)                                                                                                        

I.9 Interpolation par l’approximation nodale   

La méthode des éléments finis est basée sur la construction systématique d’une approximation 

d’une fonction inconnue V par fonction approchée U construite sur la base de fonctions 

polynomiales linéairement indépendantes [4] 

𝑼(𝒙) = 𝜶𝟏 + 𝜶𝟐𝒙 + 𝜶𝟑𝒙
𝟐……………………………+ 𝜶𝒏𝒙

𝒏−𝟏                  (I.28)                                                   

Que nous pouvant écrire sous forme matricielle comme suit : 

𝑼(𝒙) =< 1 + 𝑥 + 𝒙𝟐 + ………… . . +𝒙𝒏−𝟏 > {

𝛼1
𝛼2
𝛼3
𝛼4

                   (I.29)                                                                   

                                                     

Les coefficients 𝛼𝑖 sont les paramètres de l’approximation et n’ont pas en général de sens physique 

cependant, nous pouvant leurs en donner un. Pour cela, faisant en sorte que la fonction approchée 

U, coïncide avec la fonction exacte V, aux n points 𝑥𝑖appelés nœuds. Nous pouvant écrire alors : 
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𝑼(𝒙𝟏) = 𝜶𝟏 + 𝜶𝟐𝒙𝟏 + 𝜶𝟑𝒙𝟏
𝟐 +⋯………………+ 𝜶𝒏𝒙𝟏

𝒏−𝟏 = 𝑽(𝒙𝟏) = 𝑼𝟏  

 

𝑼(𝒙𝟐) = 𝜶𝟏 + 𝜶𝟐𝒙𝟐 + 𝜶𝟑𝒙𝟐
𝟐 + ………………… . . +𝜶𝒏𝒙𝟐

𝒏−𝟏 = 𝑽(𝒙𝟐) = 𝑼𝟐                    (I.30)                           

 

𝑼(𝒙𝒏) = 𝜶𝟏 + 𝜶𝟐𝒙𝒏 + 𝜶𝟑𝒙𝒏
𝟐 + ……………………+ 𝜶𝒏𝒙𝒏

𝒏−𝟏 = 𝑽(𝒙𝒏) = 𝑼𝒏  

 

Que nous pouvant réécrire sous forme matricielle de la manière suivante : 

 

[
𝟏

   𝟏     
𝟏

 

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝒏
   

𝒙𝟏
𝟐

𝒙𝟐
𝟐

𝒙𝒏
𝟐

    

𝒙𝟏
𝒏−𝟏

𝒙𝟐
𝒏−𝟏

𝒙𝒏
𝒏−𝟏

 ]   {

𝜶𝟏
𝜶𝟐
𝜶𝒏
}  =  {

𝑼(𝒙𝟏)
𝑼(𝒙𝟐)
𝑼(𝒙𝒏)

} 

Ou d’une manière plus compacte : 

[𝑨] ∗ {𝜶} = {𝑼𝒊}              (I.31)                                                                                                                            

Si la matrice n’est pas singulière, nous pouvant écrire : 

{𝜶} = [𝑨]−𝟏 ∗ {𝑼𝒊}                 (I.32)                                                                                                                     

En remplacent{𝛼} par sa valeur dans l’équation, nous avons : 

𝑼(𝒙) =< 1, 𝒙 , 𝒙𝟐, …………… . , 𝒙𝒏−𝟏 > [𝑨]−𝟏 ∗ {𝑼𝒊}            (I.33)                                                                

Que nous pouvant écrire comme suit : 

𝑼(𝒙) =< 𝑵𝟏(𝒙),𝑵𝟐(𝒙)……………… .𝑵𝒏(𝒙) > {𝑼𝒊}              I.33)                                                                     

Ou tout simplement : 

𝑼(𝒙) =< 𝑵𝒊(𝒙) > {𝑼𝒊}  

𝑼(𝒙) = ∑𝑵𝒊(𝒙) ∗ 𝑼𝒊                 (I.35)                                                                                                                       

On appelle ce type d’approximation : approximation nodale 

Les paramètres  𝑉𝑖 , 𝑈𝑖  sont les variables nodales et les fonctions 𝑁𝑖(𝑥)  sont les fonctions 

d’interpolation nodales ou fonctions de forme. 

I.10 Formulation des problèmes d’élasticité par l’approche d’éléments finis  

Pour obtenir une solution approchée d’un problème d’élasticité, nous allons proposer une approche 

de déplacement à l’aide d’un champ de déplacement inconnu. 

Notre objectif dans cette partie est d’exprimer l’équation fondamentale par éléments finis en 

fonction des déplacements inconnus. [6] 
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I.10.1 Principe des travaux virtuels  

Le principe de l’énergie potentielle minimale d’une structure ou d’un solide peut s’énoncer comme 

suit : 

Considérons un corps solide du volume (V) lié à un repère en état d’équilibre statique sous l’action 

des forces volumiques 𝐹 𝑖 et les forces de surfaces  𝑋 𝑖 . 

Nous admettons qu’un point matériel du corps a suivi des déplacements virtuels (𝛿𝑈, 𝛿𝑉, 𝛿𝑊) 

selon les directions (X, Y, Z) respectivement. 

Ce principe se traduit par égalité de travail des farces extérieures et le travail des forces intérieures 

selon : 

∫ 𝜹{𝜺}𝑻
𝒗𝒆

. {𝝈}𝒅𝒗𝒆 −  ∫ {𝜹𝑼}𝑻. 𝒙𝒊. 𝒅𝒔
𝒆 + ∫ 𝜹{𝑼}𝑻. {𝒇}

𝒗𝒆
𝒅𝒗𝒆

𝒔𝒆
  =0  

 

Cette relation représente l’expression du théorème des travaux virtuels qui traduit que la variation 

de l’énergie totale (énergie de déformation due aux forces internes plus l’énergie potentielle due 

aux forces externes égale à zéro) c’est-à-dire le principe de conservation d’énergie.  

I.10.2 Formulation élémentaire des problèmes d’élasticité  

Considérons un seul élément (𝐷)𝑒 du domaine (D) qui comporte n nœuds et de volume (𝑉)𝑒 et de 

surface (𝑆)𝑒  

Afin d’exprimer l’équation de résolution par l’approche d’élément finis pour cet élément, on 

désigne un champ de déplacements soit : 

𝜹{𝑼}𝒆 = 〈𝑼, 𝑽,𝑾〉𝑻              (I.36)                                                                                                                       

(U, V, W) sont les variables du champ de déplacement. 

En appliquant le principe des travaux virtuels sur cet élément (𝑉)𝑒 : 

∫ 𝜹{𝜺}𝑻
𝒗𝒆

. {𝝈}𝒅𝒗𝒆 −  ∫ {𝜹𝑼}𝑻. 𝒙𝒊. 𝒅𝒔
𝒆 + ∫ 𝜹{𝑼}𝑻. {𝒇}

𝒗𝒆
𝒅𝒗𝒆

𝒔𝒆
=0             (I.37)                                              

L’approximation nodale par interpolation sur les déplacements. 

𝑼
𝑽
𝑾
 =  {

∑ 𝑵𝒊𝑼𝒊 = 𝑵𝟏𝑼𝟏 +𝑵𝟐𝑼𝟐 + ………… . . +𝑵𝒏𝑼𝒏
𝒏
𝒊=𝟏

∑ 𝑵𝒊𝑽𝒊 = 𝑵𝟏𝑽𝟏 +𝑵𝟐𝑽𝟐 + …………… . . +𝑵𝒏𝑽𝒏
𝒏
𝒊=𝟏

∑ 𝑵𝒊𝑾𝒊 = 𝑵𝟏𝑾𝟏 +𝑵𝟐𝑾𝟐 + ………… .+𝑵𝒏𝑾𝒏
𝒏
𝒊=𝟏

             (I.38)                                                       
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Comme on peut l’écrire sous une forme matricielle : 

                                                                                                      

𝑈 
𝑉 
𝑊 

= [
𝑁1 0 0
0 𝑁1 0
0 0 𝑁1

    
𝑁2 0 0
0 𝑁2 0
0 0 𝑁2

 ………… .

𝑁𝑛 0 0
0 𝑁𝑛 0
0 0 𝑁𝑛

]

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑢1
𝑣1
𝑤1
𝑢2
𝑣2
𝑤2.
..
𝑢𝑛
𝑣𝑛
𝑤𝑛

                 (I.39)                                                                                                                                         

                                                                                                

{𝑼}𝒆 = [𝑵]. {𝒒}𝒆             (I.40)                                                                                                                             

Avec :  

[N] : matrice des fonctions d’interpolations 

{𝑞}𝑒 : Vecteur de déplacements aux nœuds  

A partir des relations déformation-déplacement on obtient : 

    

{𝜺} =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝝏𝒖

𝝏𝒙
𝝏𝒗

𝝏𝒚

          

𝝏𝒘

𝝏𝒛
         

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+
𝝏𝒗

𝝏𝒙

𝝏𝒗

𝝏𝒙
+
𝝏𝒘

𝝏𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒛
+
𝝏𝒘

𝝏𝒙

=   

𝝏

𝝏𝒙

𝟎

𝟎
𝝏

𝝏𝒚

𝟎
𝟎

𝟎
𝝏

𝝏𝒚

𝟎
𝝏

𝝏𝒙

𝝏

𝝏𝒛

𝟎

𝟎
𝝏

𝝏𝒛

𝝏

𝝏𝒛

𝟎

𝝏

𝝏𝒚

𝝏

𝝏𝒙

  {
𝑼
𝑽
𝑾

                 (I.41)                                                                                       

                                     

{𝜺} = [𝑳]. {𝑼}𝒆               (I.42)                                                               

Avec : [L] : la matrice opérateur. 

A partir de la loi de Hooke : 

{𝝈} = [𝑫]. {𝜺}              (I.43)                                                                          

Avec : [D] : est la matrice des propriétés élastiques des matériaux. 

{𝝈} = [𝑫]. [𝑳]{𝑼}𝒆               (I.44)                                                                              

{𝑼}𝒆 = [𝑵]. {𝒒}𝒆             I.45)                                            

{𝜺}𝒆 = [𝑳][𝑵]. {𝒒}𝒆 = [𝑩]{𝒒}𝒆               I.46)                                                        

  

[B]=[L][N]              I.47)                                                                                                                                    
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Avec [B] : la matrice de déformation  

Donc :        

{𝝈} = [𝑫]. [𝑩]. {𝒒}𝒆                (I.48) 

On arrive à :  

∫ [𝑩]𝑻[𝑫]. [𝑩]. {𝒒}𝒆. 𝜹{𝒒}𝒆
𝑻
𝒅𝒗𝒆 = ∫ [𝑵]𝑻𝜹{𝒒}𝒆

𝑻{𝒙𝒊}𝒅𝒔
𝒆 + ∫ [𝑵]𝑻𝜹{𝒒}𝒆

𝑻{𝒇}
𝒗𝒆

𝒅𝒗𝒆 
𝒔𝒆𝒗𝒆

       (I.49) 

𝜹{𝒒}𝒆
𝑻
∫ [𝑩]𝑻. [𝑫]. [𝑩]. {𝒒}𝒆𝒅𝒗𝒆 = 𝜹{𝒒}𝒆

𝑻
∫ [𝑵]𝑻{𝒙𝒊}𝒅𝒔

𝒆 + 𝜹{𝒒}𝒆
𝑻
∫ [𝑵]𝑻{𝒇}
𝒗𝒆

𝒅𝒗𝒆
𝒔𝒆

 
𝒗𝒆

    (I.50) 

 

Ou d’une manière encore plus compacte : 

       [𝑲]𝒆. {𝒒}𝒆 = {𝑭}              (I.51)                                                                                                                   

 Ou [𝐾]𝑒 : la matrice de rigidité de l’élément : 

[𝑲]𝒆 = ∫ [𝑩]𝑻. [𝑫]. [𝑩 ]𝒅𝒗𝒆
𝒗𝒆

             I.52)                                                                                                        

 I.10.2.1 Equation fondamentale pour éléments finis en termes de déplacements : 

La MEF est basée sur la méthode matricielle des déplacements en mécanique des solides et des 

structures. L’équation fondamentale est : 

[𝑲]𝒆. {𝒒}𝒆 = {𝑭}𝒆               (I.53)                                                                                                                     

Avec : 

[𝐾]𝑒: Est la matrice de rigidité élémentaire  

{𝑞}𝑒 : Le vecteur de déplacement aux nœuds (inconnu) 

{𝐹}𝑒 : Le vecteur des forces nodales  

I.10.3 Vecteur des forces nodales 

Le vecteur des sollicitations externes, communément appelé vecteur des forces, pour un élément 

est composé de trois parties : 

{𝑭}𝒆 = ∫ [𝑵]𝑻
𝒗𝒆

. {𝒇𝒊}𝒅𝒗
𝒆 + ∫ [𝑵]𝑻{𝒙𝒊}𝒅𝒔

𝒆 + ∑ 𝑷𝒊
𝒏
𝒊=𝟏𝒔𝒆

             (I.54)                                                                

Avec (𝑃𝑖) : est une charge concentrée aux i eme nœuds. 
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II-1 Généralités sur les poutres 

II-1-1  Introduction  

La poutre (ou barre) est une solide allonge, caractérise par sa ligne moyenne et sa section droite. 

Plus précisément, on appelle poutre le volume qui est engendre par la surface s de centre de gravité 

g lorsque celui-ci décrit l’arc de courbe Go Gi, S restant normale a cet arc 

 

Figure II-01 : Géométrie d’une poutre 

 

Le terme de « poutre » désigne un objet dont la longueur est grande par rapport aux dimensions 

transverses (section fine). 

Une poutre est un élément de structure utilise pour la construction dans les bâtiments, les navires, 

et dans la fabrication de machines. Cependant, le modèle des poutres peut être utilise pour des 

pièces très diverses à condition qu'elles respectent certaines conditions. 

Une poutre est une pièce longue horizontale servant a reprendre des charges au- dessus du vide, 

les poids de la construction et du mobilier, et les transmettre sur le cote aux piliers, colonnes ou 

aux murs sur lesquels elle s'appuie. 

La poutre continue est une poutre sur plusieurs appuis ; elle a une section plus faible que les poutres 

sur deux appuis pour une même portée. 

II-2 Les types des poutres  

II-2-1 Selon la géométrie  

Poutre rectangulaire  

C’est une poutre avec section transversale rectangulaire, elle est en béton précontraint ou en 

béton armé. Leurs dimensions sont optimisées en fonction des critères techniques de chaque 

chantier (charges, portées, retombées de poutres, etc.) 
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Figure II-02 : Poutre rectangulaire 

 

Poutre courbe (Arc)  

Dans le domaine du bâtiment, on opère une distinction entre les poutres et les arcs. 

L’arc est une poutre hyperstatique à axe courbe 
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Figure II-03 : Poutre en courbe 

Poutre en I 

Les poutres en I sont des poutres composites en section en I réalisées avec des membrures en 

bois ou dérivés, soit avec une âme en panneau dérivé du bois assemblée par collage ou soit avec 

une âme métallique assemblée par connections mécaniques 
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Les poutres en I permettent de construire des planchers d’une grande stabilité. 

 

Figure II-04 : Poutre en I 

 

Poutre en treillis  

Une poutre réticulé (ou à treillis) est un système composé de barres droites articulées entre elles à 

leurs extrémités. 

Ces poutres sont constituées généralement de 2 membrures reliées par diagonales (barres inclinées) 
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et parfois des montants (barres verticales). 

La terminologie utilisée est variable et spécifique du matériau utilisé (acier, bois,... ). Pourquoi 

l’utilisation de poutres de ce type ? 

Ces poutres sont légères, économiques, leur inertie flexionnelle peut être adaptée par variation de 

hauteur de la poutre, disons que la matière de part sa distribution est bien utilisée. Cependant elles 

exigent des temps de main-d’œuvre importants pour le découpage des éléments ainsi que la 

réalisation de nombreux assemblages qui ne les rendent plus compétitives que pour : 

Les grandes portées, 

Les bâtiments légers standardisés, produits en grande série en usine. 

 

 

 

 

Figure II-05 : Poutre en treillis 

 

Poutre-caisson  

Des poutres creuses à section fermée et parois minces, dites poutres-caissons, sont fréquemment 

employées dans le domaine des structures. 

Une des raisons les plus importantes est qu’elles présentent une rigidité a la torsion 

relativement grande 
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Figure II-06 : Poutre-caisson 

 

II-2-2 Selon l’inertie  

Poutre a inertie constante  

C’est la poutre qui garde la même section transversale dans tous les points 
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Figure II-07 : poutre a inertie constante 

 

Poutre a inertie variante  

C’est la poutre qui varie sa section transversale au long de la poutre 
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Figure II-08 : poutre a inertie variante 

 

II-2-3 Selon le matériau  

Poutre en béton armé  poutre mixte  

Le béton armé est un matériau composite constitué de béton et d’acier qui allie la résistance à la 

compression du béton à la résistance à la traction de l’acier. Il est utilisé comme matériau de 

construction, notamment pour le génie civil. 
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Dans un ferraillage, il existe plusieurs types d’armatures : 

 

 Les aciers principaux qui reprennent les efforts dans les parties tendues du béton; 

 Les aciers transversaux pour reprendre les effets de l’effort tranchant et de la torsion; 

 Les aciers de comportement (pourcentage minimum d’armatures 

principalement pour limiter la fissuration) ; 

Les aciers de montage pour fixer les aciers et les maintenir au bon emplacement. 

 

 

 

Figure II-09 : poutre en béton armé 

 

Poutre en bois  

C’est une poutre réaliser en bois, elle est utilisée généralement pour les fermes et les toitures. 
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Figure II-10: poutre en bois 

Poutre en acier  

C’est une poutre réalisée en acier ; elle est utilisée généralement pour le montage des toitures et 

les fermes. 
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Figure II-11 : différents profils en acier 

 

Le profil de la poutre métallique industrielle à section constante est normalisé (IPE, IPN, HEA, 

UPA etc., la première lettre donne la forme de la section), elle a un sens de pose impératif 

II-2-4 Selon la fonction  

Longrine   

Une longrine est un élément de structure ayant la forme d’une poutre et orientée 

horizontalement, supportant des forces mécaniques importantes. 
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Une longrine peut être en béton, en bois, en métal ou en une matière capable de supporter 

les efforts mécaniques liés à la structure dans laquelle elle est contenue. 

Pour un bâtiment, la longrine se situe à la base de la construction, au niveau des fondations 

 

Figure II-12 : Longrine 

Poutrelle  

La poutrelle est élément de construction préfabriqué en béton armé ou précontraint. Ce composant 

industrialisé de faible section est utilisé pour constituer la structure d’un plancher, et on peut voir 

aussi des poutrelles en bois et en métal. 
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Figure II-13: Poutrelle 
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d’appuis 
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III.1. Introduction  

En rendant la complicité des calculs une chose de passé, l’avènement de 

l’ordinateur solutionné les sciences de l’ingénieur. Des problèmes, autrefois considérés 

insolubles avec les méthodes classiques, sont maintenant facilement accessible avec les 

méthodes numériques, et conduit à l’apparition d’une nouvelle méthode qui convient par 

une nouvelle méthode dite méthode des éléments finis (M.E.F). 

La résolution d’un problème par la méthode des éléments finis entraine le calcul 

des matrices de rigidité et des forces nodales de tous les éléments de la structure 

discrétisée puis l’assemblage des matrices de rigidité [K] et des forces nodales {F} de 

toute la structure. 

 Le vecteur de charge {F} est relié au vecteur des déplacements nodaux {q} donc :  

                                                   [K]. {q} = {F}                   (III.1) 

 

III.2. Etapes de calcul par la méthode des éléments finis  

 Les principes étapes de construction d’un modèle éléments finis sont les suivantes : 

 Entrée des données :  

- Les caractéristiques géométriques (longueur, largeur), 

- Les caractéristiques physiques (E, ν… ) 

 Discrétisation :  

- Maillage du domaine en éléments finis (type d’élément souhaité).  

- Numérotation des nœuds et des éléments).  

 Formulation élémentaire : 

- Evaluation de la matrice de rigidité élémentaire[K]e. 

- Evaluation du vecteur des forces nodales{𝐅}𝐞. 

 Formulation globale : 

- Assemblage des matrices de rigidité et vecteurs des forces nodales. 

                               [𝐊]𝐆 = ∑ [𝐊]𝐞  ,    {𝐅}𝐆 = ∑ {𝐅}𝐞𝐧𝐞
𝐞=𝟏

𝐧𝐞
𝐞=𝟏                           (III.2) 

D’où : (ne : nombre d’élément constituant une structure) .  

 Introduction des conditions d’appuis ou les déplacements imposés. 

- Résolution du système global :   

Sachant que : 

                        [𝐊]. {𝐪}𝐞 = {𝐅}                                                     (III.3) 
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Détermination des déplacements aux nœuds. 

 Calcul des contraintes et des déformations dans chaque élément 

 

III. 3 Formulation en élément finis : 

 

Figure III.1 : Degré de liberté d’un élément en flexion simple 

On considère un élément de barre à deux (02) nœuds, chaque nœud possède deux 

degrés de liberté, un déplacement vertical (V) et une rotation (9) autour de l'axe(y). 

Le nombre total de degrés de liberté est égal à quatre (04) ainsi que le vecteur de 

déplacement nodal {q} et le vecteur de charges (forces) nodales {F}. 

III .3  1  Equation fondamentale pour éléments finis  

 

                             [𝐾]𝑒 × {q} = {𝐹}                                       (III.4)                                                                                            

                   [K]e: est la matrice de rigidité élémentaire. 

 

III.3.1. 1 Fonction de déplacement  

On choisit le polynôme suivant qui définit (V) sur le domaine de la poutre. 

                          V  (𝑥) = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑥2 + 𝑎4𝑥3                                       (III.5) 

La rotation (Ѳ) étant la dérivée de déplacement (V) par rapport à (x) 
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                          Ѳ(x) = 
dv(x)

dx
 = a2+2a3x+3a4x

2                                (III.6) 

Sous une forme matricielle V(x) et Ѳ (x) deviennent :  

                   {
v(x)
θ(x)

} = [
1 x x² x³
0 1 2x 3x²

 ] x    

a1
a2
a3
a4

    

  

{
v(x)
θ(x)

} = F(x)    a          (III.8) 

On veut relier les coefficients de déplacements aux déplacements nodaux 

Nœud 01: 

𝑉(0) = 𝑎 1 = 𝑉1 

Pour 𝑥 = 0 ⇒    
𝜃(0) = 𝑎

 

Nœud 02: 

=𝜃1 

 

𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑥 = 𝐿 ⇒       𝑎1 + 𝑎2𝐿 + 𝑎3𝐿2 + 𝑎4𝐿3 = 𝑉2  

  𝑎2 + 2𝑎3𝐿 + 3𝑎4𝐿2 = 𝜃2 

 

Sous une forme matricielle 

    {q} = [

1 0 0 0
0
1
0

1
L
1

0
L2

2L2

0
L3

3L2

 ]x    

a1
a2
a3
a4

 

{q} = [𝐴] × {𝑎} ⇒ {𝑎} = {q} × [𝐴]−1                  (III.9) 

                                         𝑉1                                            
          

                                    𝜃1
                          

Avec:               {q} =     𝑉2 

                                         𝜃2 

 

 

2 

                     (III.7) 
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Calculons [A]-1: 

Après la résolution du système (4), on a trouvé les résultats suivants : 

𝑎1 = 𝑉1 

                     𝑎2 = 𝜃1 

                                            𝑎1 + 𝑎2𝐿 + 𝑎3𝐿
2 + 𝑎4𝐿

3 = 𝑉2 
                (III.10) 

                                         𝑎2 + 2𝑎3𝐿 + 3𝑎4𝐿2 = 𝜃2 

On obtient : 

a3= 
3

l2
(v2-v1)- 

1

l
 = (2θ1+θ2) 

a4= 
2

l2
(v1-v2)- 

1

l2
 = (2θ1+θ2) 

    

[𝑨]−𝟏 = 

[
 
 
 
 
𝟏 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎 𝟎
−𝟑

𝒍𝟐

𝟐

𝒍𝟑

−𝟐

𝒍
𝟏

𝒍𝟐

𝟑

𝒍𝟐

−𝟐

𝒍𝟑

𝟏

𝒍
𝟏

𝒍𝟐]
 
 
 
 

                             (III.11) 

En remplaçant {a} dans l'expression (3) on aura : 

 

{ƒ(𝑥)}= [∅(𝑥) ×[A]-1×{𝑞}]                          (III.12) 

 

111.3.1.2 Relation déplacement - déformation : 

 

La fonction s(x) des déformations est obtenue par la dérivation de la fonction 

de déplacement f(x) ; 

Soit : s(x) = f ƒ’(x) 

D'après l'expression (4) la fonction s(x) devient : 

𝜀(𝑥)= [𝐵(𝑥) ×[A]-1×{𝑞}]                                                  (III.13) 

Avec: [B(x)] = dérive de [ø(x)]  

D'après l’équation de la ligne élastique de flexion des poutres on a : 
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𝑀(𝑥) = -EI
𝑑2𝑉

𝑑𝑥2
                             (III.14) 

𝜀(𝑥) = -
𝑑2𝑉

𝑑𝑥2
   

D’autre part on a : 

−
𝑑2𝑉

𝑑𝑥2
  = [0  0 -2  -6x] x {

𝑎1
𝑎2
𝑎3
𝑎4

} 

                                              𝜀 (𝑥) = [ 0  0   −2  −6𝑥 ] × {𝑎} 

Avec : {𝑎} = {q} × [𝐴]−1 

   𝜀 (𝑥) = [ 0  0  −2  −6𝑥] × [𝐴]−1 × {q} 

𝜀 (𝑥) = [ 0  0  −2  −6𝑥] × 

[
 
 
 
 
1 0 0 0
0 1 0 0
−3

𝑙2

2

𝑙3

−2

𝑙
1

𝑙2

3

𝑙2

−2

𝑙3

1

𝑙
1

𝑙2]
 
 
 
 

 x {

𝑉1
𝜃1
𝑉2
𝜃2

}            (III. 15) 

                   𝜀(𝑥) =  [(
6

𝐿2
−
12𝑥

𝐿3
) (

4

𝐿
−
6𝑥

𝐿2
) (

6

𝐿2
−
12𝑥

𝐿3
) (

2

𝐿
−
6𝑥

𝐿2
)] x{𝑞}       (III. 16) 

III.3.1.3  Relation déformation -contrainte : 

En général :{(𝑥)} = [𝐷] × {(𝑥)}                           (III. 17) 

Où [D]: représente la matrice des propriétés 

élastiques d’élément. D'après la théorie des 

poutres on a : 

{𝝈(𝑥)} = 𝐸 × (𝑥);(pour notre cas [D] est égal au module d'élasticité E) 

{𝝈(𝑥)} = [𝐷] × [(𝑥) × [𝐴]−1] × {q}                        (III.18) 

Appliquons le principe des travaux virtuels: 

∑ 𝐹q = ∫ 𝝈 × 𝜺 × 𝑑𝑣                  (III. 19) 

Le premier terme représente le travail externe des forces 

nodales dues à un déplacement virtuel. 

𝑸𝑒 = 𝑑q1𝑝1 + 𝑑q2𝑝2 + …………… + 𝑑q𝑛𝑝𝑛        (III.20) 

𝑸𝑒 = [𝑑q]−1 × {𝑝} 

Le deuxième membre représente le travail interne Qi, par unité de volume : 

    𝑸𝑖 = ∫[𝑑𝜺(𝑥)]𝑇 × 𝝈𝑥  dv                         (III. 21) 
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En utilisant les équations précédentes (6) et (7) on obtient : 

𝑸𝑖 = ∫ 𝑦2{[𝐵(𝑥)][𝐴]−1{𝑑q}}𝑇[𝐷][𝐵(𝑥)][𝐴]−1{q}𝑑𝑉 

𝑸𝑖 = 𝑦2{[𝐵(𝑥)][𝐴]−1{𝑑q}}𝑇[𝐷][𝐵(𝑥)][𝐴]−1{q}𝑑𝑆 × 𝑑𝑥  (III. 22) 

Avec :∬ 𝑦2𝑑𝑆 = 𝐼 

I: étant le moment d'inertie. D’où: 

                   𝑸𝑖 = ∫ I{[B(x)][A] − 1{dq}}T[D][B(x)][A] − 1{q}dx
𝐿

0
         (III.23) 

En égalisant le premier et le second terme ; on obtient : 

                 {𝑑q}{𝑃} = ∫ I{[B(x)][A] − 1{dq}}T[D][B(x)][A] − 1{q}dx
𝐿

0
        (III.24) 

 

On sait que :{P} = [K]{q} D’où: 

                    [𝐾] = ∫ I{[B(x)][A] − 1}T[D][B(x)][A] − 1dx
𝐿

0
                     (III.25) 

Avec :[D] = E 

             [K] =∫

𝐸

𝐸𝐼

[
 
 
 
 
 
 (

6

𝐿2
−
12𝑥

𝐿3 )

(
4

𝐿
−
6𝑥

𝐿2)

(
6

𝐿2
−
12𝑥

𝐿3 )

(
2

𝐿
−
6𝑥

𝐿2) ]
 
 
 
 
 
 

𝐿

0
X[(

6

𝐿2
−
12𝑥

𝐿3 ) (
4

𝐿
−
6𝑥

𝐿2) (
6

𝐿2
−
12𝑥

𝐿3 ) (
2

𝐿
−
6𝑥

𝐿2)] 𝑑𝑥      (III. 26) 

Si  "I" est constant , la matrice de rigidité élémentaire d’un élément de barre a deux 

nœuds soumis a la sollicitation de la flexion s’écrit comme suit : 

[𝐾]𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑜𝑛
𝑒  = 

𝐸𝐼

𝐿
×

[
 
 
 
 
 
 

5
12

𝐿2
6

𝐿

−12

𝐿2
6

𝐿
6

𝐿
4

−6

𝐿
2

−12

𝐿2

6

𝐿

−3

𝐿

4

12

𝐿2

6

𝐿

−6

𝐿

4

 

]
 
 
 
 
 
 

                                        (III. 27) 

 

III 3 1 4  Les efforts internes (moment de flexion): 

L'expression du moment s'exprime comme suit : 

{𝑀}𝑒 = (𝐵⟩𝐹 × {q}                      (III. 28) 
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Avec :  

(B) f  = [(
6

𝐿2
−
12𝑥

𝐿3 ) (
4

𝐿
−
6𝑥

𝐿2) (−
6

𝐿2
+
12𝑥

𝐿3 ) (
2

𝐿
−
6𝑥

𝐿2)] x {

𝑉1
𝜃1
𝑉2
𝜃2

}  

Et encore : 

 

         {𝑀}
𝑒
(x)= [(

6

𝐿2
−
12𝑥

𝐿3 ) (
4

𝐿
−
6𝑥

𝐿2) (−
6

𝐿2
+
12𝑥

𝐿3 ) (
2

𝐿
−
6𝑥

𝐿2)] x {

𝑉1
𝜃1
𝑉2
𝜃2

}          (III. 29) 

III.3.1.5 Formulation globale : 

Afin d’établir cette formulation ; on doit déterminer la matrice de 

rigidité globale et le vecteur des forces nodales globales, pour une 

structure composée des plusieurs éléments. 

On appelle une matrice globale est la matrice correspondante à la 

somme des matrices élémentaires aussi de rigidité et des forces 

appliquées. 

[𝐾]𝐺 = ∑ [𝑛𝑒 
𝑒=1 𝑘] ; {𝐹} = ∑ [𝑛𝑒 

𝑒=1 {𝐹}            (III. 30) 

D’où: (n: nombre d’élément constituant une structure) 

 

Prenons un exemple simple d’une structure composée de deux éléments 

de barre unidimensionnels, ayant deux degrés de liberté en chaque nœud. 
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𝑖 

Figure III.2 : Assemblage de deux éléments 

                           [𝐾]𝑒= [
𝐾𝑖𝑖
𝑒 𝐾𝑖𝑗

𝑒

𝐾𝑗𝑖
𝑒 𝐾𝑗𝑗

𝑒 ] 

   [𝐾]𝑒+1= [
𝐾𝑗𝑗
𝑒+1 𝐾𝑗𝑘

𝑒+1

𝐾𝑗𝑘
𝑒+1 𝐾𝑘𝑘

𝑒+1] 

                             [𝐹]𝑒= 

{
 
 

 
 𝑓𝑦𝑖

𝑒

𝑀𝑖
𝑒

𝑓𝑦𝑗
𝑒

𝑀𝑗
𝑒
}
 
 

 
 

 

                              [𝐹]𝑒+1= 

{
 
 

 
 
𝑓𝑦𝑗

𝑒+1

𝑀𝑗
𝑒+1

𝑓𝑦𝑘
𝑒+1

𝑀𝑘
𝑒+1}

 
 

 
 

           (III. 31) 

 

La matrice de rigidité globale (par assemblage): 

 [𝐾] = ∑ [𝑛𝑒 
𝑒=1  [𝑘] = [𝐾] + [𝐾]+15              (III. 32) 

𝐹𝑒: Force élastique intérieure au nœud i 

La condition d’équilibre statique aux différents nœuds 

Nœud(i) :𝐹𝑥𝑖 - 𝐹𝑖
𝑒 = 0 

Nœud(j) :𝐹𝑥𝑖 - 𝐹𝑖
𝑒  - 𝐹𝑖

𝑒+1  = 0 

Nœud(k) :𝐹𝑥𝑘 - 𝐹𝑘
𝑒+1 = 0 

                    Ou encore : 

𝐹𝑖
𝑒= 𝐹𝑥𝑖 

1
⇔ 𝑘𝑖𝑖

𝑒  x 𝑞𝑖 + 𝑘𝑖𝑗
𝑒  x 𝑞𝑖 = 𝐹𝑥𝑖 

𝐹𝑘
𝑒+1= 𝐹𝑥𝑘 

1
⇔ 𝑘𝑗𝑘

𝑒+1 x 𝑞𝑗 + 𝑘𝑗𝑗
𝑒+1 x 𝑞𝑘 = 𝐹𝑥𝑘 

Sous forme matricielle : 

 

[

𝑘𝑖𝑖
𝑒 𝑘𝑖𝑗

𝑒 0

𝑘𝑖𝑗
𝑒

0

𝑘𝑗𝑗+
𝑒 𝑘𝑗𝑗

𝑒+1

𝑘𝑗𝑘
𝑒+1

𝑘𝑗𝑘
𝑒+1

𝑘𝑘𝑘
𝑒+1

]x{

𝑞𝑖
𝑞𝑗
𝑞𝑘
} = {

𝐹𝑖
𝐹𝑗
𝐹𝑘

}
1
⇔ [𝑘] X {𝑞} = {𝐹}                (III. 33) 
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[K] : Matrice de rigidité globale 

{q} : vecteur des déplacements nodaux 

{F} : vecteur des forces nodales globales 

 D'après l'expression matricielle ci-dessus on peut constater que la règle d’assemblage des matrices  

de rigidités élémentaires consiste pour un nœud donné à additionner les sous matrices de rigidité  

affectées aux nœuds des éléments ayant ce nœud en commun 

 

III.4 Calcul numerique 

Le calcul des poutres hyperstatique nécessite d’appliquer des méthodes analytiques 

basées sur des conditions complémentaires pour résoudre ce problème. A cet effet nous 

appliquons la présente méthode numérique pour prédire les déplacements ainsi que les 

moments de flexion.   

Au premier lieu, nous commençons par une étude comparative pour valider notre modèle 

ensuite on doit traiter quelques exemples de poutres continues.   

III 4.1 Etude comparative :  

Cette étude est effectué par la representation des déplacements ainsi les moments reduits dans 

des tableaux de comparaison pour des poutres avec diverses conditions aux bords à savoir S-

S,  C-S, C-C et  C-F et uniformement chargées. Les resultats obtenu numeriquement sont 

comparé avec ceux de la theorie élémentaire d’ RDM  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cas 1 : Poutre simplement appuyé (S-S) et  

                    Uniformément chargée.  

 

 

 

 

 

Cas 2 : Poutre encastré-encastré (C-C) et  

                     Uniformément chargée. 

 

Cas 3: Poutre encastré- simplement appuyé 

(C-S) et uniformément  chargée. 

 

Cas 4: Poutre encastré- libre (C-F) et 

uniformément  chargée.  
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III.4 .1 Discrétisation de la poutre 

                                  1                                  2 

 

                    1                                2                                  3 

Figure III.3 : Discrétisation de la poutre. 

III .4.2 Développement d’ un programme de calcul par éléments finis  

> restart; 

>  

 entrée des données: 

> L:=1;ne:=2;nn:=ne+1;q:=1;eiz:=1; 

>  

 appliquer les conditions d'appuis: 

      S - S 

> ifix:=2; 

> nfix:=Matrix([1,2*nn-1,2*((ne/2)+1)-1]); 

> nfix:=Matrix([1,2*nn-1]); 

>  

> nfix:=Matrix([1,2*nn-1,(2/3)*(ne+3)-1,(2/3)*(2*ne+3)-1]); 

       C - C 

> ifix:=4; 

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1,2*nn,2*((ne/2)+1)-1]); 

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1,2*nn]); 

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1,2*nn,(2/3)*(ne+3)-1,(2/3)*(2*ne+3)-1]); 

      C - S 

>  

> ifix:=3; 

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1,2*((ne/2)+1)-1]); 

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1]); 

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1,(2/3)*(ne+3)-1,(2/3)*(2*ne+3)-1]); 

     C - F 

> ifix:=2; 

> nfix:=Matrix([1,2,2*((ne/2)+1)-1]); 

> nfix:=Matrix([1,2]);  
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> nfix:=Matrix([1,2,(2/3)*(ne+3)-1,(2/3)*(2*ne+3)-1]); 

> le:=L/ne; 

    Discrétisation 

> for i to ne do; 

> N[i,1]:=i; 

> N[i,2]:=i+1; 

> end; 

  Matrices de rigidité élémentaires 

> for i to ne do; 

> k(i):=Matrix(2*nn,2*nn); 

> end; 

>  

> for i to ne do; 

> k(i)[3*N[i,1]-1,2*N[i,1]-1]:=12*eiz/(le**3); 

> k(i)[3*N[i,1]-2,2*N[i,1]]:=6*eiz/(le**2); 

> k(i)[3*N[i,1]-1,2*N[i,2]-1]:=-12*eiz/(le**3); 

> k(i)[3*N[i,1]-2,2*N[i,2]]:=6*eiz/(le**2); 

> k(i)[3*N[i,1],2*N[i,1]-1]:=6*eiz/(le**2); 

> k(i)[3*N[i,1],2*N[i,1]]:=4*eiz/(le); 

> k(i)[3*N[i,1],2*N[i,2]-1]:=-6*eiz/(le**2); 

> k(i)[3*N[i,1],2*N[i,2]]:=2*eiz/(le); 

> k(i)[3*N[i,2]-1,2*N[i,1]-2]:=-12*eiz/(le**3); 

> k(i)[3*N[i,2]-2,2*N[i,1]]:=-6*eiz/(le**2); 

> k(i)[3*N[i,2]-1,2*N[i,2]-1]:=12*eiz/(le**3); 

> k(i)[3*N[i,2]-1,2*N[i,2]]:=-6*eiz/(le**2); 

> k(i)[3*N[i,2],2*N[i,1]-1]:=6*eiz/(le**2); 

> k(i)[3*N[i,2],2*N[i,1]]:=2*eiz/(le); 

> k(i)[3*N[i,2],2*N[i,2]-2]:=-6*eiz/(le**2); 

> k(i)[3*N[i,2],2*N[i,2]]:=4*eiz/(le);print(k(i)); 

> end; 

     Matrice globale 

> K:=sum(k(j),j=1..ne); 

> for i to ifix do K[nfix[1,i],nfix[1,i]]:=K[nfix[1,i],nfix[1,i]]*10**8 end do; 

>  
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    Vecteurs de forces élémentaires  

> F:=Matrix(2*nn,1); 

> F[ne+1,1]:=-p;print(F); 

> for i to ne do f(i):=Matrix(2*nn,1)end do; 

>  

> for i to ne do f(i)[2*N[i,1]-1,1]:=q*le/2 end do; 

> for i to ne do f(i)[2*N[i,2]-1,1]:=q*le/2 end do; 

> F:=sum(f(m),m=1..ne); 

> KK:=evalm(K**(-1)); 

    Résolution du système 

> Q:=evalf(evalm(KK&*F)); 

    Déplacements 

> for i to nn do v(i):=Q[2*i-1,1]end do; 

    Rotations 

> for i to nn do teta(i):=Q[2*i,1]end do; 

  Moments 

> for i to ne do Mg(i):=eiz*((6/le**3)*Q[3*N[i,1]-1,1]+(4/le)*Q[3*N[i,1],1]-

(6/le**3)*#[3*N[i,2]-1,1]+(2/le)*Q[3*N[i,2],1]) end do; 

> for i to ne do Md(i):=eiz*((-6/le**3)*Q[3*N[i,1]-1,1]+(-

2/le)*Q[3*N[i,1],1]+(6/le**2)*Q[3*N[i,2]-1,1]+(-4/le)*Q[3*N[i,2],1]) end do; 

>  

>  

 

Tableaux III.1 : Comparaison des résultats des déplacements et moments réduits pour une 

poutre uniformément chargée avec diverses conditions aux bords 

Type 

d'appuis 
Ne 

Solution M.E.F Solution RDM 

V:EI/ql|4 M/ql|2 V:EI/ql|4 M/ql|2 

 4 0,01237 0,1249   

 8 0,01285 0,1249   

S -S 16 0,01298 0,12499 0.01302 0.1250 

 32 0,01301 0,125   

 64 0,01301 0,125   

 4 0.00260 -0.0781   
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C-C 

 

 

8 0.00260 -0.08203 0.00260 

 

 

 

0.0833 

 

 

 

16 0.00260 -0.08300 

32 0.00260 -0.08325 

64 0.00260 -0.0833 

 

C-S 

 

 

 

4 0.005000 -0.1171 0.00543 

 

 

 

 

0.125 

 

 

 

 

8 0.005100 -0.1230 

16 0.00539 -0.1245 

32 0.00539 -0.1248 

64 0.00539 -0.1250 

 

C-F 

 

 

4 0.127 0.500 
 

0.125 

 

 

 

0.500 

 

 

8 0.125 0.4999 

16 0.125 0.5 

32 0.125 0.5 

64 0.125 0.5 

 

 

Figure III.4 : digrammes des moments réduites dans une poutre uniformément chargée 

avec diverses conditions aux bords par la méthode des éléments finis    

Le tableau III.1  montre la comparaison des résultats par la MEF pour des poutres avec divers 

d’appuis aux extrémités et uniformément chargées avec ceux donné par la RDM . On remarque 

bien plus qu’on augmente le nombre des éléments les résultats correspondants sont satisfaisants 

c’est-à-dire que ces résultats s’approchent des solutions existantes. Ce qui implique que notre 

modèle est validé. 
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III. 4. 3 Exemples d’application : 

Après avoir validé notre modèle, nous avons traité quelques cas de calcul des poutres continues 

comme il est representé en exemples 1 et 2. 

III.4.3.1 Exemple (01) 

Cas d’une poutre continue à deux travées et uniformément chargée 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     S-S-S 

 

 

  

 

 

 

Figure III.5 : Diagramme des moments réduites dans une poutre à deux travées (S-S-S) et 

Uniformément chargée.   

 

 

 Cas 8 : Poutre encastré-simplement Appuyé 

      Libre (C-S-F) et uniformément chargée. 

 

 

Cas 7 : Poutre encastré-encastré-simplement 

 Appuyé (C-S-C) et uniformément chargée. 

   

               

 

Cas 5 : Poutre simplement appuyé (S-S-S) et  

                    Uniformément chargée.  

 

Cas 6 : Poutre encastré-deux appuyé (C-S-S) et   

                     Uniformément chargée. 
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Figure III.6 : Diagramme des moments réduites dans une poutre à deux travées (C-S-S) et 

Uniformément chargée.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.7 : Diagramme des moments réduites dans une poutre à deux travées (C-S-C) 

et Uniformément chargée.   

 

 

 

C-S-S 

C-S-C 
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Figure III.8 : Diagramme des moments réduites dans une poutre à deux travées (C-S-F) et 

Uniformément chargée.   

III.4.3.2 Exemple (02) 

 

Cas d’une poutre continue à trois travées et uniformément chargée. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cas 11 : Poutre encastré-trois appuyé (C-S-S) et   

                     Uniformément chargée. 

 

 

Cas 9 : Poutre encastré-deux appuyé - libre    

         (C-S-S-F) et uniformément chargée. 

 

Cas 10 : Poutre simplement appuyé (S-S-S-S) et  

                  Uniformément chargée.  

 

Cas 12 : Poutre encastré-encastré-deux Appuyé 

         (C-S-S-C) et uniformément chargée. 

 

C-S-L 
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Figure III.9 : Diagramme des moments réduites dans une poutre à trois travées (C-S-S-C) 

et Uniformément chargée.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.10 : Diagramme des moments réduites dans une poutre à trois travées (C-S-S-

F) et Uniformément chargée.   

 

 

 

 

C-S-S-C 

sssSSS-

S 

C-S-S-L 



Chapitre III :                             Modélisation des poutres avec diverses conditions d’appuis 

48 

 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

-0,01

0,00

0,01

X

M
 m

a
x

 M max

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

-0,01

0,00

0,01

X

M
m

a
x

 Mmax

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.11 : Diagramme des moments réduites dans une poutre à trois travées (C-S-S-

S) et Uniformément chargée.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.12 : Diagramme des moments réduites dans une poutre à trois travées (S-S-S-S) 

et Uniformément chargée.   

 

III. 5 Conclusion  

Dans ce chapitre on a exposé la formulation des problemes des poutres en flexion par la méthode 

des éléments finis ensuite on a tiré que ce present modele est validé par l’execution d’un 

programme en maple par rapport aux solutions d’RDM et à la fin des exemples sont présenté 

pour le calcul des poutres hyperstatiques ( continues).     
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Un problème de mécanique est généralement représenté par un modèle mathématique des 

équations aux dérivées partielles sur un domaine géométrique avec des conditions aux limites sur 

les frontières de ce domaine. De plus étant un problème continu, il possède une infinité de degrés 

de libertés. La méthode des éléments finis consiste donc à remplacer un problème continu par un 

problème discret équivalent, à cet effet cette méthode est rapide et simple que les autres méthodes 

et parfois est utilisée pour le calcul des systèmes hyperstatiques ou de formes irrégulière.  

Dans notre travail un programme en Maple est élaboré pour modéliser et analyser les poutres en 

flexion avec diverses conditions aux bords en éléments finis après avoir vérifié les résultats 

numériques avec ceux de la méthode de résistance des matériaux et effectivement sont 

satisfaisants. 

L’utilité de cette présente méthode est de réduire le temps de calcul et facilite la tâche surtout pour 

les systèmes hyperstatiques et cela à été montré en chapitre trois.  

 Cette recherche peut être étendue dans le futur pour effectuer : 

 Une étude du comportement des poutres courbes avec diverses conditions aux bords. 

 Une application de la méthode actuelle au calcul dynamique des poutres. 
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Poutres simplement appuyée S-S uniformément chargées 

NE = 32  

Déplacements et rotations réduits  
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Poutres Bi-encastrées C-C uniformément chargées 

NE = 32  

Déplacements et rotations réduits  
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Poutres à deux travées S-S-S uniformément chargées 

NE = 32  

Déplacements et rotations réduits  
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Poutres à deux travées  C-S-C uniformément chargées 

NE = 32  

Déplacements et rotations réduits  
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