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Résume

Le calcul des poutres dans le domaine de génie civil nécessite d’appliquer certaines méthodes de
résolution. Mais des fois on peut rencontrer certains systemes hyperstatiques possédant des
difficultés de résolution. Dans ce cadre nous sommes intéressés d’utiliser une méthode numérique

celle des éléments finis qui facilite la tache de calcul.

Notre travail est consacré au calcul des poutres uniformément chargées avec diverses conditions
aux bords, pour cela nous développons un code de calcul par cette présente méthode qui contient
principalement des expressions de déplacements et des moments.

Un programme de calcul a été effectué et de vérifier la validité du modéle numérique proposé, en

faisant la comparaison avec la solution de la résistance des matériaux.

Dans le but de savoir I'utilité¢ de cette méthode approchée pour la résolution des problémes des
poutres hyperstatiques qu’on peut les rencontrer dans la pratique, des exemples concrets ont été

exposés dans le dernier chapitre de ce mémoire.

Mots clés : poutres, élément fini, la résistance des matériaux, hyperstatique, condition aux bords,

charge uniforme, déplacement, moment.



Abstract:

The calculation of beams in the field of civil engineering requires the application of certain
resolution methods. However, sometimes we may encounter certain statically indeterminate
systems that pose difficulties in resolution. In this context, we are interested in using a numerical

method called the finite element method, which facilitates the calculation task.

Our work is dedicated to the calculation of uniformly loaded beams with various boundary
conditions. For this purpose, we are developing a calculation code using this method, which

primarily involves expressions for displacements and moments.

A calculation program has been implemented to verify the validity of the proposed numerical

model by comparing it with the solution obtained from the mechanics of materials.

In order to understand the usefulness of this approximate method for solving problems related to
statically indeterminate beams that are encountered in practice, concrete examples have been
presented in the final chapter of this thesis.

Keywords: beams, finite element, mechanics of materials, statically indeterminate, boundary

conditions, uniform load, displacement, moment.
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INTRODUCTION GENERALE

Le génie civil représente 1’ensemble des techniques concernent les constructions civiles, le

maitre ingénieur en génie civil s’occupe de conception, de la réalisation de I’exploitation et de la
réhabilitation d’ouvrages d’art et d’infrastructure. Dont ils assurent la gestion afin de rependre en
besoin de la société, tout en assure la sécurité du public. Tres variés, leur réalisation se répartissent
principalement dans Cinque grands domaines d’intervention: structure, géotechnique,

hydraulique, transport, et management.

Dans le domaine de structure on applique une méthode de calcul numérique s’appelle la méthode

des éléments finis (M.E.F).

D’une maniére pratique la méthode est en grande majorité des cas mise en ceuvre le calcul

informatiques ces outils de calcul sont aujourd’hui largement utilisés industriellement.

Le présent mémoire comporte trois chapitres:

Dans le premier nous présentons une étude bibliographique sur la méthode des éléments finis
Dans le deuxieme, nous avons exposé des généralités sur les poutres.

Le dernier chapitre est consacré a la modélisation des poutres uniformément chargées avec
diverses conditions d’appuis par la méthode des éléments finis qui se suit par exposition des

exemples d’application.



Chapitre | : Etude bibliographique sur

la méthode des élements finis




Chapitre I : Etude bibliographique sur la méthode des élements finis

I.1. Introduction

Dans ce chapitre nous présentons d’une maniere générale le concept de base de la méthode
Des éléments finis pour I’analyse des structures. Le comportement Mécanique d’une
structure métallique formée de poutres sous les charges qui lui sont appliquées est correctement
décrit par la théorie des poutres [1], [3]. Cette derniere est entierement définie par les
caractéristiqgues géométriques de la section courante (aire, inertie, module d’inertie, etc.) et la

géométrie de la fibre moyenne (Figure. 1.01).

Les efforts appliqués a la poutre sont schématisés comme charges ponctuelles ou charges
réparties le long de la fibre moyenne. Les sollicitations résultantes sont obtenues sous la forme
de torseurs d’efforts (trois forces et trois moments) en chaque point de la fibre moyenne. Des
relations simples reliant les torseurs d’efforts aux caractéristiques géométriques de la section

permettent de déduire les contraintes dans la section.

L application de la théorie des poutres a des structures simples comme les poutres continues,
les portiques et les treillis simples, conduit & des solutions analytiques completes. En revanche,
pour les structures plus complexes, le recours a une méthode numérique est nécessaire telle que
la méthode aux éléments finis qui est systématiqguement et aisement programmable avec les
références nécessaires pour I’analyse statique et modale des structures de types tel que les systémes
a treillis (figure. 1.02) et les pratiques (figure. 1.03).

Fibre moyenne

Section droite

Figure 1.1 : Schématisation d’une poutre

Charge

Elément fini barre Noeund,

Figure 1.2 : Discrétisation en élements finis d'un treillis plan
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Figure 1.3 : Discrétisation en éléments finis d’un portique plan

1.2. Historique de la M.E.F

Depuis une cinquantaine d’années la mécanique des structures permet I’analyse des assemblages
des barres et poutres. Le comportement de chaque élément de barre ou de poutre est représenté par
une matrice de rigidité élémentaire construite grace aux hypotheses de la résistance des matériaux.
A partir des matrices élémentaires nous construisons un systeme d’équation algébrique en utilisant
des conditions de continuité des déplacements et d’équilibre des forces aux points de jonction des
¢éléments neeuds. La résolution du systeme équation correspondant a des sollicitations données
conduit aux déplacements de tous les nceuds de la structure. L’apparition des ordinateurs et les
besoins de 1’industrie aéronautique ont provoqué un développement rapide de la mécanique des
structures en 1950et 1960. Turner, Clough, Martin et Topp introduisent en 1956 le concept
d’¢élément fini : ils représentent un milieu élastique a deux dimensions par un assemblage de
panneaux triangulaires sur lesquels les déplacements sont supposés varier linéairement. Le
comportement de chaque panneau est caractérisé par une matrice de rigidité élémentaire. A partir
de ces matrices, la technique classique de la mécanique des structures conduites a la solution, ¢’est-
a-dire aux déplacements en tout point de milieu continu.

Soulignons €galement de travail d’Argyries et Kelsey qui systématise 1’utilisation de la mention
d’¢énergie dans I’analyse des structures. En fait les idées de base de la méthode des €léments finis
apparaissent déja dans courant, Hrennikoff et McHenry.

Dés 1960 la méthode des éléments finis subit un développement rapide dans plusieurs directions :
la méthode est reformulée a partir des considerations energetiques et variationnelles, sous la forme
génerale résidus pondérés De nombreux auteur créent des éléments de haute précision et des
éléments a coté curvilignes ou iso paramétrique.

La méthode des éléments finis est reconnue comme un outil général de résolution d’équations aux

dérivées partielles. Elles est donc utilisé pour résoudre de problemes non linéaire et non
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stationnaire dans le domaine des structures ainsi que dans d’autres domaines : mécanique des sols
et des roches mécanique des fluides, thermique, etc.

Une base mathématique de la méthode des éléments finis est construite a partir de 1’analyse
fonctionnelle. [3]

1.3. Principe général

La méthode des éléments finis permet donc de résoudre de maniére discrete une EDP dont on
cherche une solution approchée «suffisamment» faible. De maniére générale, cette EDP port sur
une fonction de (u), définie sur un domaine. Elle comporte des conditions aux bords permettant
d’assurer existence et unicité d’une solution.

Sauf cas particuliers, la discrétisation passe par une redéfinition et une approximation de la
géométrie, on considere donc le probléme posé sur la géométrie approchée par un domaine
polygonal ou polyédrique par morceaux. Une fois la ggéométrie approchée, il faut choisir un espace
d’approximation de la solution du probléme, dans la MEF, cet espace est défini a 1’aide du maillage
du domaine (ce qui explique aussi pourquoi il est nécessaire d’approcher la géométrie). Le
maillage de domaine permet d’en définir un pavage dont les pavés sont les ¢léments finis. Un
¢lément fini est la donnée d’une cellule élémentaire et de fonction de base de 1’espace
d’approximation dont le support est I’élément, et définies de maniére a étre interpolant.

Bien qu’il existe de nombreux logiciels exploitant cette méthode et permettant de résoudre des
problemes dans divers domaines, il est important que I’utilisateur ait une bonne idée de ce qu’il
fait, notamment quant au choix du maillage et type d’¢léments qui doivent €tre adaptés au
probléme posé : aucun logiciel ne fera tout pour 1’utilisateur, et il faut toujours garder un ceil
critique vis-a-vis de solutions approchées. Pour cela il existe des indicateurs d’erreur et des
estimateurs d’erreur qui permettent d’ajouter les différents parameétres.

La solution trouvée, il reste cependant a déterminer les caractéristiques de la méthode ainsi
développée, notamment 1’unicité de 1’éventuelle solution ou encore la stabilité numérique du
schéma de résolution. Il est essentiel de trouver une estimation juste de I’erreur liée a la
discrétisation et montrer que la méthode ainsi écrite converge, c’est-a-dire que I’erreur tend vers 0
si la finesse du maillage tend elle aussi vers 0.

Dans le cas d’une EDP linéaire avec opérateur symétrique, il s’agit finalement de résoudre une

équation algébrique linéaire, inversible dans le meilleur des cas.

1.4 Technique des éléments finis appliquée a ’analyse structurale

La M.E.F dans I’analyse structurale est une technique qui se base primordialement sur I’idée
de décomposer la structure en un ensemble (ou en sous-ensemble) de différents composants, ayant
chacun un modéle géométrique avec des propriétes physiques particulieres. [7] Notant que la
structure peut étre continue telle que les plaques, ou ayant par sa nature une forme discréte telle

4
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que les treillis. Chaque modéle de composants de la structure est connu comme un type spécifique
d’¢élément finis. Chaque ¢lément fini a une forme structurale bien déterminée et il est interconnecté
avec les éléments qui lui sont adjacents par des nceuds ou « Points nodaux ». Les forces agissantes
en chaque nceud sont dites « Forces nodales ». L’¢lément est sujet de déplacements ou rotations

aux nceuds, appelés « Degrés de liberté ». [5]

-
A S 3.
-~ e —
-& ~ Ff\“ M. &
T — T
/// e
F,.u
Fz'l.- w, =l 1

Figure 1.4 : Elément fini typique pour les structures en treillis

La figure 1-04 représente un seul élément limité par deux nceuds a ses extrémités (noeudl et
noeud?), Fx, Fy et Fz sont les forces qui agissent aux nceuds ainsi que les moments Mx, My et Mz
; u, v et w sont les déplacements nodaux dans les directions X, Y et Z respectivement ; 0, o et
sont les rotations nodales autour des axes X, Y et Z respectivement. Ainsi, pour chaque élément
fini, un ensemble standard d’équations peut étre formulé pour mettre en relation les quantités
physiques : Forces et Déplacements. Pour former la structure totale, il faut rassembler tous ces
éléments, en qui est, mathématiquement, équivalent a superposer toutes les équations simultanées,
qu’il est convenable de résoudre par ordinateur.
1.5 Types d*éléments plus performants

On a vu que le triangle a 3 nceuds conduit a une approximation linéaire pour le champ des

déplacements et uniforme pour le tenseur des contraintes.

Des éléments plus performants sont utilisés lorsque I'on veut une approximation plus précise.
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Figure 1.5 : Différents éléments utilisés en 3D

1.6 Concept de base de la méthode des éléments finis :
La méthode des éléments finis (M.E.F.) est un des outils les plus efficaces et les plus généraux

pour I’analyse des structures dans de nombreux secteurs de I’industrie : aérospatial,
automobile, nucléaire, génie civil, construction navale, mécanique, constructions off-shore,
etc. Dans le domaine du calcul des structures, la M.E.F. est une technique a caractere
pluridisciplinaire qui met en ceuvre des connaissances relevant de plusieurs disciplines de base
telles que la mécanique des structures, I’analyse numérique et I’informatique appliquée. Les
bases théoriques de la M.E.F. reposent d’une part sur les méthodes énergétiques de la
mécanique des structures et d’autre part sur les méthodes d’approximation spatiale
des fonctions Ritz, Galerkin .La M.E.F. est basée sur une décomposition du domaine dans lequel on
desire effectuer la simulation en sous-domaines de forme geéométrique simple appelés “éléments
finis> pour lesquels on procéde & des approximations nodales des champs de déplacements
ou de contraintes qui prennent en général la forme de fonctions polynomiales. L’ensemble de
ces éléments constitue ce que I’on appelle le maillage du domaine. Ces éléments sont liés par un
nombre fini de conditions de continuite, exprimees en certains points communs a plusieurs éléments
appelés ‘n nceuds’.

Ce sont les méthodes classiques du calcul des structures, méthode des déplacements et méthode
des forces, qui sont a la base de la M.EF. [4]. Selon que 1’on approxime le champ des
contraintes ou le champ des déplacements on crée le modeéle contrainte ou le modéle

déplacement. Le modéle déplacement semble plus commode a mettre en ceuvre car il
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s’adapte généralement mieux aux problémes de calcul des structures et sera adopté dans ce qui
suit. Dans la méthode des déplacements, la formulation du probléme est faite en fonction des
déplacements aux nceuds qui sont les inconnues cinématiques. La structure est
préalablement discrétisée en éléments finis. Le calcul est conduit suivant deux niveaux de
formulation : élémentaire au niveau de I’élement fini et globale au niveau de la structure
complete. [5]

La formulation élémentaire au niveau de I’élément fini

Pour chaque élément et dans un repére local, on choisit une fonction d’interpolation qui
représente la variation des déplacements al’intéricur de cet élément entermes de

déplacements nodaux. Puis, on calcule pour chaque élément ses matrices de rigidité et de masse

Ainsi que son vecteur des forces. Ces caractéristiques élémentaires sont transformées par la
suite dans le repére global de la structure.
La formulation globale au niveau de la structure complete

Elle consiste a rechercher pour la structure complete I’expression matricielle de 1’énergie
potentielle en fonction des déplacements inconnus en tous les nceuds de la structure. Cette étape
nécessite I’assemblage des matrices de rigidité et de masse et les vecteurs forces et déplacements
de la structure a partir des caractéristiques élémentaires (matrices de rigidité et de masse et vecteurs

forces et déplacements de chaque élément).

Contraintes en MPa

1107

[P

Figure 1.6 : Exemples de modélisation par la M.E.F

1.7 Démarche de formulation éléments finis
L’analyse des structures de type treillis ou portique peut s’effectuer en considérant d’abord

le comportement de chaque partie (élément barre ou poutre) indépendamment puis en
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assemblant ces parties de telle facon que 1’équilibre des forces et la compatibilité des

déplacements soient satisfaits en chaque nceud.

Dans la suite, toutes les grandeurs vectorielles et matricielles relatives a la base locale de

I'élément sont surlignées d'une barre. [8]

1.7.1 Discrétisation de la structure en éléments finis

C’est I’ensemble des opérations a effectuer pour établir le modéle mathématique de calculs
représentant au mieux la structure reelle. Pratiquement cette idéalisation consiste du point de vue
topologique, a ramener la structure a une géomeétrie simple ; c’est ainsi qu’on reduit les éléments
unidimensionnels a leur axe et on définit les conditions d’appuis et les charges. Au point
de vue rhéologique, elle consiste a choisir la loi constitutive du matériau et & déterminer les

constantes qui définissent cette loi. [4]

1.7.2 Construction de I'approximation nodale par sous domaine
Pour chaque élément, on choisit une fonction d’interpolation qui représente la variation
des déplacements u®(x,y,z) a lintérieur de cet élément en termes de déplacements

nodaux

U¢ Ce modele peut étre représenté de facon commode par une expression polynomiale contenant

un coefficient inconnu pour chaque degré de liberté soit :
u®(x,y,Z) = N'U® (1.1)
Ou N est la matrice d’interpolation reliant les déplacements d’un point intérieur de 1’élément aux

déplacements nodaux.

1.7.3 Etablissement de la relation entre déformations et déplacements

Il s’agit ici de trouver la matrice B reliant les déformations de I’élément a ses déplacements

nodaux U® cette relation est exprimée par

{e} = BU® (1.2)

1.7.4 Etablissement de la relation entre contraintes et déformations

Pour un matériau élastique linéaire, les contraintes a sont des fonctions linéaires des

déformationse. Elles sont exprimées par 1’expression :

{0} = D{e} (1.3)

Ou D est la matrice d’élasticité.

1.7.5 Calcul des matrices élémentaires

Cette étape constitue la partie la plus importante du probleme. Le déplacement U€ aux nceuds

sont détermineés de telle fagon que les contraintes

8
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Engendrées dans I’élément équilibrent le chargement extérieur F€,c’est-a-dire que :

KeU® = Fe (1.4)

K*® Est la matrice de rigidité de 1’élément exprimée dans le repére local. Elle est déduite de
I’énergie de deformation de I’élément (Rocky, 1979) et exprimeée par :
K¢ = ["B"DB dv (1.5)
Il faut aussi calculer la matrice de masse M€ de chaque ¢lément. Cette matrice est déduite de 1’énergie
cinétique de 1’élément (Rocky, 1979). Dans le repére local de I’é1ément, cette matrice est donnée par
I’expression :
Me = [¥ pN"Ndv (1.6)
Ou p est la masse volumique du matériau constituant 1’¢lément.

Finalement, on exprime les matrices K¢, M€, U€ et F¢ dans le repére global défini pour toute la

structure. [2]

1.8 Elément fini barre
1.8.1 Définition
Géométriqguement une barre correspond a un solide orienté dans la direction x (repére local).
Les dimensions dans le plan (y-z) normal & x sont relativement petites par rapport a la dimension
longitudinale (figure 1.07). Un élément fini barre (figure 1.09) schématise un composant d’une
structure qui travaille uniquement en traction ou compression. C’est genéralement un élément a
2 nceuds, qui comporte 3 inconnues ou degrés de liberté (d.d.l.) par nceud représentant les

composantes de son déplacement dans I’espace.

Figure 1.7 : Géométrie d'un élément fini barre
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u(x)

n(x) =

o}
=0
Vs

Figure 1.8 : Modélisation d'un élément fini barre

Les principales hypothéses pour un élément barre rectiligne qui ne travaille qu’en traction ou

compression [3] sont :

- Petites déplacements :
UM, )= u(x, )X (1.7)

-déformations en petits déplacement :

=22 (1.8)
-loi de Hooke dans un milieu isotrope homogeéne élastique :
o=Ee¢ (1.9)
Avec g est la contrainte dans la barre et E est le module de Young du matériau.

En intégrant les contraintes sur la section A nous obtenons la loi de comportement intégrée des

barres :
nixj=EAg (1.10)

Ou n(x) est I’effort normal dans la barre di a la force nodale F.
1.8.2 Formulation de I’élément barre dans le plan

Identification du probléme

Considérons un élément barre dans le plan défini par deux noceuds i et j, de longueur L et de section

uniforme A (figure 1.09)

10
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Vi| U, uix) £ U,
: i ®

Figure 1.9 : Elément fini barre dans le repére local
Dans le repére local (i.X,37)on note par ©.: et i les déplacements aux nceuds i et j et par
fxi €t fy; les forces aux nceuds i et j.
Le vecteur force relatif a I’élément e est donné par :
Fé = [fyi-fxj-Fyi-Fyl* (1.11)

Le vecteur deéplacement est donné par :

=l

U= = [y W, Uy w,,] (1.12)

Dans le cas qui nous occupe fy;, f yj, Uy Uy SONt nuls puisque I’élément barre ne travaille

gu’en traction ou compression. [7]

Fonction d’interpolation

Pour un probleme statique, lorsque 1’élément est chargé au niveau de ses nceuds, I’effort normal
est uniforme. Compte tenu des relations (1.8) et (1.10) la solution u(x) sera linéaire. Pour
chercher cette solution, nous allons utiliser une approximation polynomiale linéaire
de la forme (Krishnamoorthy, 1987) :

u(x) = Nlﬁxi + Nzﬁy]‘ (|13)
Ou N1 et N2 sont les coordonnées naturelles.

Nous identifions aux nceuds i (x=0) et j (x=L) la valeur de I’approximation des déplacements

axiaux. Nous en déduisons :
Ny=1-7 et Ny=7 (1.14)

Sous forme matricielle nous écrivons :

u(x) = NT® :[1 = ﬂ [g;} (1.15)

La matrice N d’interpolation reliant les déplacements d’un point intérieur de 1’é¢lément aux

Déplacements nodaux est donc :
11
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N=[1-x/Lx/L]¢ (1.16)
Relation entre déformation et déplacement

La déformation est déduite des expressions (1.8) et (1.15) soit :

{e}=5.= %[—1 1]{ng= BU® (1.17)

La matrice B reliant les déformations de 1’élément a ses déplacements nodaux est alors

B=31[-11] (1.18)

B~ =

Matrice de rigidité d’une barre dans le plan
La forme de la matrice de rigidité K de I’élément dans le repére local est donnée par I’expression
(15). La matrice d’élasticité D se réduit au scalaire E (module de Young du matériau). Soit, apres

intégration :

Re =24 [_11 ‘11] (1.19)

e. matrice de masse d’une barre dans le plan
La matrice de masse M€ dans le repére local est déterminée a partir de 1’expression (1.6) soit, apres

intégration :
me = %L[i ; (1.20)

Transformation dans le repére global

SOitUeer Uyes Uiy |es déplacements aux neceuds i et j exprimés dans le repére global
(figure 1.06). La relation entre les déplacements exprimes dans le repere local et ceux
exprimés dans le repére global est donnée par :
Uyj = UyiCy + Uy;Cy, (1.22)
Uyj = UyjCy + Uy Cy,
Ou cyetc,, sont les cosinus directeurs définis par :

1 1
cx =1 (%—xi)etc, =7y —y) (1.22)

Avec L est la longueur de I’é1ément calculée a partir des coordonnées des nceuds

Soit :

L=.(Xj— Xi)2+ (Yj —Yi)? (1.22)
Sous forme matricielle, on écrit :

Uy

uyl-
Uy _[‘;x c, 0 j Uy;j
LJ— 0 uy,; (1.24)

12
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La matrice transformation du repére local au repere global est :

_[ex €, 0 O
5520

Figure 1.10 : EIément fini dans le repére global

La matrice de rigidité exprimée dans le repere global sera déduite de la matrice de rigidité
Exprimée dans le repere local par la relation :

K° = T*K°T (1.26)

De méme, la matrice de masse de I’¢élément barre dans le plan exprimée dans le repere global est :
Me¢ = T*M°T (1.27)

1.9 Interpolation par ’approximation nodale

La méthode des ¢éléments finis est basée sur la construction systématique d’une approximation
d’une fonction inconnue V par fonction approchée U construite sur la base de fonctions
polynomiales linéairement indépendantes [4]

UX) = a1+ 03X + @3X% oot e e e et QXL (1.28)

Que nous pouvant écrire sous forme matricielle comme suit :
aq
a;
as
Oy

Ux) =<1+x+x%2+ v x> (1.29)

Les coefficients a; sont les paramétres de 1’approximation et n’ont pas en général de sens physique
cependant, nous pouvant leurs en donner un. Pour cela, faisant en sorte que la fonction approchée

U, coincide avec la fonction exacte V, aux n points x;appelés nceuds. Nous pouvant écrire alors :
13
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(U(x1) = @1 + @2%1 + Q3X5 + oo et e+ A X7 = V(%) = Uy

U(xy) = aq + @pXy + Q3X% + oo e X =V (xp) = U, (1.30)

\U(xp) =g + ax, + a3x2 + e e ee e e+ @1 =V (x,) = U,

Que nous pouvant reécrire sous forme matricielle de la maniere suivante :

Sl IR U(x2)

1 X2 x% b
An U(xn)

2 n—1

1 X1 Xi X1 {“1} U(x1)
X 2 n—1

1 n xn xn

Ou d’une maniere plus compacte :

[A] * {a} = {U}} (1.31)

Si la matrice n’est pas singuliére, nous pouvant écrire :

{a} = [A]71 = (U} (1.32)
En remplacent{a} par sa valeur dans 1’équation, nous avons :
Ux) =<1,%,X% oo oeee e, x> A7 (U (1.33)

Que nous pouvant écrire comme suit :

Ux) =<N{(x),N(x) . e ce ce e ... Ny (x) > {U;} 1.33)

Ou tout simplement :

U(x) =< N;(x) > {U;}

Ux) =Y N;(x) = U; (1.35)

On appelle ce type d’approximation : approximation nodale

Les parametres V;, U; sont les variables nodales et les fonctions N;(x) sont les fonctions
d’interpolation nodales ou fonctions de forme.

1.10 Formulation des problémes d’élasticité par I’approche d’éléments finis

Pour obtenir une solution approchée d’un probléme d’¢lasticité, nous allons proposer une approche
de déplacement a I’aide d’un champ de déplacement inconnu.

Notre objectif dans cette partie est d’exprimer 1’équation fondamentale par éléments finis en

fonction des déplacements inconnus. [6]

14
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1.10.1 Principe des travaux virtuels
Le principe de 1’énergie potentielle minimale d’une structure ou d’un solide peut s’énoncer comme
suit :
Considérons un corps solide du volume (V) li¢ a un repére en état d’équilibre statique sous I’action
des forces volumiques F; et les forces de surfaces X; .
Nous admettons qu’un point matériel du corps a suivi des déplacements virtuels (6U, 6V, W)
selon les directions (X, Y, Z) respectivement.
Ce principe se traduit par égalité de travail des farces extérieures et le travail des forces intérieures

selon :

J.. 8{e}" . {a}dv® — {fse {oU}". x7.ds® + [, 8{UY".{f} dvﬂ =0

Cette relation représente 1’expression du théoreme des travaux virtuels qui traduit que la variation
de I’énergie totale (énergie de déformation due aux forces internes plus I’énergie potentielle due

aux forces externes égale a zéro) ¢’est-a-dire le principe de conservation d’énergie.

1.10.2 Formulation élémentaire des problémes d’élasticité
Considérons un seul élément (D)€ du domaine (D) qui comporte n nceuds et de volume (V)€ et de
surface (5)¢
Afin d’exprimer 1’équation de résolution par 1’approche d’élément finis pour cet élément, on
désigne un champ de déplacements soit :
s{U¥ =(U,v,w)T (1.36)
(U, V, W) sont les variables du champ de déplacement.

En appliquant le principe des travaux virtuels sur cet élément (V)¢ :

J.. 8{e}" {a}dv® — [ {8UY .x;.ds® + [ . 8{U}".{f}dv®=0 (1.37)
L’approximation nodale par interpolation sur les déplacements.

U P NU;=NUy+NyUp+ oo . +N, U,

Vi=s {SE NV, =NVi+NyVy+ ccoueeeeee . +N,V, (1.38)
114 YR NW,=N,W;+N,W; + e ... +N,, W,

15
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Comme on peut I’écrire sous une forme matricielle :

) (1.39)

=
o
o
=
o
o
oo
o= o
Too
E

{U}¢ = [N]. {q}° (1.40)

Avec :

[N] : matrice des fonctions d’interpolations
{q}¢ : Vecteur de déplacements aux nceuds

A partir des relations déformation-déplacement on obtient :

du
(o CEN
v ax 0
ay 0 ay 0
aw 0 0 9|y
(ey={3 , = :—y 2 {V} (1.41)
ay | ox a| W
w w9205
ax ' ay — % 3
o, ow (20 5
\oz ax
{e} = [L].{U}* (1.42)

Avec : [L] : la matrice opérateur.
A partir de la loi de Hooke :
{g} = [D].{g} (1.43)

Avec : [D] : est la matrice des propriétés élastiques des matériaux.

{0} = [D].[L{U}* (1.44)

{U}* = [N].{q}* 1.45)

{e}¢ = [L][N].{q}* = [B]{q}* 1.46)
[B]=[LI[N] 1.47)

16
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Avec [B] : la matrice de déformation

Donc :

{o} = [D].[B].{q}* (1.48)
Onarrive a :

[, [BI[D].[B].{q}°. 8(q}" dv® = [, [N]"8{q}*" (x;}ds® + [ [N]"8{q}*" {f}dv®  (1.49)

8{q)*" [ .[B]".[D].[B].{q}°dve = 6{q}¢" [, [N|"{x;}ds® + 8{q}*" [ .[N]"{f}dv* (1.50)

Ou d’une maniére encore plus compacte :
[K]°.{q}* = {F} (1.51)
Ou [K]¢ : la matrice de rigidité de 1’élément :
[K1° = [ .[B]".[D].[B ]dv® 1.52)
1.10.2.1 Equation fondamentale pour éléments finis en termes de déplacements :
La MEF est basée sur la méthode matricielle des déplacements en mécanique des solides et des

structures. L’équation fondamentale est :

[K]¢.{q}° = {F}* (1.53)

Avec :

[K]¢: Est la matrice de rigidité élémentaire

{q}¢ : Le vecteur de déplacement aux nceuds (inconnu)
{F}¢ : Le vecteur des forces nodales

1.10.3 Vecteur des forces nodales

Le vecteur des sollicitations externes, communément appelé vecteur des forces, pour un élément

est composé de trois parties :

{F}* = [ INT".{f3dv® + [ [N]"{x;}ds® + X, P; (1.54)

Avec (P;) : est une charge concentrée aux i eme nceuds.
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Chapitre 11 : Généralités sur les poutres

11-1 Généralités sur les poutres

11-1-1 Introduction

La poutre (ou barre) est une solide allonge, caractérise par sa ligne moyenne et sa section droite.
Plus précisément, on appelle poutre le volume qui est engendre par la surface s de centre de gravité
g lorsque celui-ci décrit I’arc de courbe Go Gi, S restant normale a cet arc

-~

Figure 11-01 : Géométrie d’une poutre

Le terme de « poutre » désigne un objet dont la longueur est grande par rapport aux dimensions

transverses (section fine).

Une poutre est un élément de structure utilise pour la construction dans les batiments, les navires,
et dans la fabrication de machines. Cependant, le modéle des poutres peut étre utilise pour des

piéces trés diverses a condition qu'elles respectent certaines conditions.

Une poutre est une piece longue horizontale servant a reprendre des charges au- dessus du vide,
les poids de la construction et du mobilier, et les transmettre sur le cote aux piliers, colonnes ou

aux murs sur lesquels elle s‘appuie.

La poutre continue est une poutre sur plusieurs appuis ; elle a une section plus faible que les poutres

sur deux appuis pour une méme portée.

11-2 Les types des poutres
11-2-1 Selon la géométrie

Poutre rectangulaire

C’est une poutre avec section transversale rectangulaire, elle est en béton précontraint ou en
béton armé. Leurs dimensions sont optimisées en fonction des critéres techniques de chaque
chantier (charges, portées, retombées de poutres, etc.)
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J;‘

Figure 11-02 : Poutre rectangulaire

Poutre courbe (Arc)
Dans le domaine du batiment, on opere une distinction entre les poutres et les arcs.

L’arc est une poutre hyperstatique a axe courbe
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Poutreen |

Sc ==

Figure 11-03 : Poutre en courbe

Les poutres en | sont des poutres composites en section en | réalisées avec des membrures en

bois ou dérives, soit avec une &me en panneau dérivé du bois assemblée par collage ou soit avec

une &me métallique assemblée par connections mécaniques

20



Chapitre 11 : Généralités sur les poutres

Les poutres en | permettent de construire des planchers d’une grande stabilité.

S O
w0 W

60
50

100
80

!
I
- A l
i

Figure 11-04 : Poutreen |

Poutre en treillis
Une poutre réticulé (ou a treillis) est un systeme composé de barres droites articulées entre elles a

leurs extrémités.

Ces poutres sont constituées généralement de 2 membrures reliées par diagonales (barres inclinées)
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et parfois des montants (barres verticales).

La terminologie utilisée est variable et spécifique du matériau utilisé (acier, bois,... ). Pourquoi
I’utilisation de poutres de ce type ?

Ces poutres sont légéres, économiques, leur inertie flexionnelle peut étre adaptée par variation de
hauteur de la poutre, disons que la matiére de part sa distribution est bien utilisée. Cependant elles
exigent des temps de main-d’ceuvre importants pour le découpage des éléments ainsi que la

réalisation de nombreux assemblages qui ne les rendent plus compétitives que pour :

Les grandes portées,

Les batiments lIégers standardisés, produits en grande série en usine.

VAN

Figure 11-05 : Poutre en treillis

Poutre-caisson
Des poutres creuses a section fermée et parois minces, dites poutres-caissons, sont frequemment

employées dans le domaine des structures.

Une des raisons les plus importantes est qu’elles présentent une rigidité a la torsion

relativement grande
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Figure 11-06 : Poutre-caisson

11-2-2 Selon Pinertie

Poutre a inertie constante

C’est la poutre qui garde la méme section transversale dans tous les points
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Figure 11-07 : poutre a inertie constante

Poutre a inertie variante
C’est la poutre qui varie sa section transversale au long de la poutre
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Figure 11-08 : poutre a inertie variante

11-2-3 Selon le matériau
Poutre en béton armé poutre mixte

Le béton armé est un matériau composite constitué¢ de béton et d’acier qui allie la résistance a la
compression du béton a la résistance a la traction de I’acier. Il est utilisé comme matériau de

construction, notamment pour le génie civil.
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Dans un ferraillage, il existe plusieurs types d’armatures :

> Les aciers principaux qui reprennent les efforts dans les parties tendues du béton;
» Lesaciers transversaux pour reprendre les effets de 1’effort tranchant et de la torsion;
> Les aciers de comportement (pourcentage minimum d’armatures

principalement pour limiter la fissuration) ;

Les aciers de montage pour fixer les aciers et les maintenir au bon emplacement.

-

Figure 11-09 : poutre en béton armé

Poutre en bois
C’est une poutre réaliser en bois, elle est utilisée généralement pour les fermes et les toitures.
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Figure 11-10: poutre en bois

Poutre en acier
C’est une poutre réalisée en acier ; elle est utilisée généralement pour le montage des toitures et

les fermes.
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peme’@i_l._es
] :1
= ’J
/ﬂ'
-0

Figure 11-11 : différents profils en acier

Le profil de la poutre métallique industrielle a section constante est normalisé (IPE, IPN, HEA,

UPA etc., la premiere lettre donne la forme de la section), elle a un sens de pose impératif

11-2-4 Selon la fonction

Longrine

Une longrine est un élément de structure ayant la forme d’une poutre et orientée
horizontalement, supportant des forces mécaniques importantes.
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Une longrine peut étre en béton, en bois, en métal ou en une matiére capable de supporter

les efforts mécaniques liés a la structure dans laquelle elle est contenue.

Pour un batiment, la longrine se situe a la base de la construction, au niveau des fondations

| T TRV SR

Figure 11-12 : Longrine

Poutrelle

La poutrelle est élément de construction préfabriqué en béton armé ou précontraint. Ce composant
industrialisé de faible section est utilisé pour constituer la structure d’un plancher, et on peut voir

aussi des poutrelles en bois et en métal.
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Figure 11-13: Poutrelle
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Chapitre 111 : Modélisation des poutres avec diverses conditions d’appuis

I11.1. Introduction

En rendant la complicité des calculs une chose de passé¢, I’avénement de
I’ordinateur solutionné les sciences de I’ingénieur. Des problémes, autrefois considérés
insolubles avec les méthodes classiques, sont maintenant facilement accessible avec les
méthodes numériques, et conduit a I’apparition d’une nouvelle méthode qui convient par
une nouvelle méthode dite méthode des éléments finis (M.E.F).

La résolution d’un probléme par la méthode des éléments finis entraine le calcul
des matrices de rigidité et des forces nodales de tous les éléments de la structure
discrétisée puis 1’assemblage des matrices de rigidité [K] et des forces nodales {F} de
toute la structure.

Le vecteur de charge {F} est relié au vecteur des déplacements nodaux {q} donc :

[KI]. {a} = {F} (1.1)

111.2. Etapes de calcul par la méthode des éléments finis
Les principes étapes de construction d’un modéle éléments finis sont les suivantes :
% Entrée des données :
- Les caracteéristiques geomeétriques (longueur, largeur),
- Les caractéristiques physiques (E, v ...)
« Discrétisation :
- Maillage du domaine en éléments finis (type d’¢lément souhaité).
- Numérotation des nceuds et des €léments).
%+ Formulation élémentaire :
- Evaluation de la matrice de rigidité élémentaire[K]°®.
- Evaluation du vecteur des forces nodales{F}¢.
+« Formulation globale :
- Assemblage des matrices de rigidité et vecteurs des forces nodales.
[KIS = 3i¢,[K]e, {F}S = X, {F}° (11.2)
D’ou : (ne : nombre d’élément constituant une structure) .
¢+ Introduction des conditions d’appuis ou les déplacements imposés.
- Résolution du systéme global :

Sachant que :

[K]. {q}¢ = {F} (111.3)
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Détermination des déplacements aux nceuds.

++ Calcul des contraintes et des déformations dans chaque élément

I11. 3 Formulation en élément finis :

%
A
Vi V2
o gﬁ———> )
e 01 02 jeﬂ
- ]
Z _

Figure I11.1 : Degré de liberté d’un élément en flexion simple

On considere un €lément de barre a deux (02) nceuds, chaque nceud possede deux
degrés de liberté, un déplacement vertical (V) et une rotation (9) autour de l'axe(y).
Le nombre total de degrés de liberté est égal a quatre (04) ainsi que le vecteur de

déplacement nodal {g} et le vecteur de charges (forces) nodales {F}.

111 .3 1 Equation fondamentale pour éléments finis

[K]e x{a} = {F} (1.4)

[K]e: est la matrice de rigidité elémentaire.

111.3.1. 1 Fonction de déplacement
On choisit le polyndme suivant qui définit (V) sur le domaine de la poutre.
V (x) = a1 + azxx + asx? + asx® (111.5)

La rotation (©) étant la dérivée de déplacement (V) par rapport a (x)
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dv(x)

= a,+2azx+3a,x? (111.6)

O(x) =

Sous une forme matricielle V(x) et © (x) deviennent :

a1
{V(X)}_ 1 x x2 %3 ]X a, (1.7
6(x)J) 10 1 2x 3x2 as

=y

{ggg}: Fo{a}  ane

On veut relier les coefficients de déplacements aux déplacements nodaux

Neeud 01:

V0)=a1= V1
Pourx=0= 6(0) = a
Neeud 02:

pourx =L= < a1+ al +asl?+ail® =V,

a + 2azl + 3a4L2 = 0,
g

Sous une forme matricielle

1 0 0O a;
101 0 0 az
{q}_ 1 L L2 L3 X ds
0 1

212 312 g

{a} = [A] x {a} = {a} = {a} x [4] * (111.9)
r V1 N
01
Avec: {q}=4 V2
02
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Calculons [A]™:

Apreés la résolution du systeme (4), on a trouvé les résultats suivants :

ar=V1
a2 =01
a1+a2L+a3L2+a4L3:V2 (111.20)
{az + 2asl + 3a4l? = 0>
On obtient :
3 1
az= 1—2(V2‘V1)' 1~ (26,+6;)
dg= 1_2(V1'V2)' Z (26,+6;)
1 0 0 O
|[O 1 0 0]|
-1=|283 2 3 1 _
[4] |12 =z 2 ’| (111.12)
2 1 -2 1
lz z 7 &l
En remplacant {a} dans I'expression (3) on aura :
{f(0)}= [8(x) x[A**x{q}] (111.12)

111.3.1.2 Relation déplacement - déformation :

La fonction s(x) des déformations est obtenue par la dérivation de la fonction
de déplacement f(X) ;

Soit : s(x) =T f’(x)
D'aprés I'expression (4) la fonction s(x) devient :

e(x)=[B(x) x[AI'x{q}] (111.13)

Avec: [B(x)] = dérive de [a(X)]

D'apres 1’équation de la ligne élastique de flexion des poutreson a:
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2
M(x) = -l (111.14)
_ a%v
£ =3
D’autre partona :
a;
2
~27 =0 0-2 -6x] x Zi
Ay

e(x)=[00 -2 —6x]1x{a}
Avec : {a} = {q} x [A]*

e () =100 -2 —6x] x [AL x {q}

L 0 0 0y
[0 1 0 0] gl
e(@=[00-2-6x]x|22 2 2 1lx<7t (111. 15)
Z 1 12 V,
2 1 -2 iJ 0,
3 12 3 12
_ 6 12x 4 6X 6 12x 2 6X
0= |(5-2)(-2)(E-2)E-2)| @ an.19

111.3.1.3 Relation déformation -contrainte :
En général :{(x)} = [D] x {(x)} (. 17)
Ou [D]: représente la matrice des propriétés
élastiques d’élément. D'aprés la théorie des
poutres on a :

{o(x)} = E x (x);(pour notre cas [D] est égal au module d'élasticité E)

{o(x)} = [D] x [(x) x [A]'] x {q} (1.18)
Appliquons le principe des travaux virtuels:
YFq=]oxexdv (111. 19)

Le premier terme représente le travail externe des forces

nodales dues a un déplacement virtuel.

Qe=dqp1+diep2+ ceeenennnnnnn. + dQnpn (111.20)

Q. =[da] ™" x {p}

Le deuxieme membre représente le travail interne Q;, par unité de volume :

Q: = [[de(x)]” x ox dv (111. 21)
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En utilisant les équations précédentes (6) et (7) on obtient :

Q: = | y{[B()I[A] {da}}"[DI[B(x)][A] "{a}aV

Qi = y{[B)IA]I {da}}"[DI[B(x)][A] {q}dS x dx (1. 22)
Avec : [[ y2dS =1

I: étant le moment d'inertie. D’ou:

Qi = [, {[BGOI[A] — 1{dq}}T[D][B()I[A] — 1{q}dx  (111.23)

En égalisant le premier et le second terme ; on obtient :

{da}{P} = [ {[BGOI[A] — 1{da}}T[D][B()I[A] — 1{q}dx  (Ill.24)

On sait que :{P} = [K]{q} D’ou:
[K] = [, {[B()][A] — 13T[D][B()][A] — 1dx (11.25)

Avec :[D]=E

/6 _12x .
(z-7)
K1=12 5, ((5‘52) X|(z=7) %) E-7) 7)) anze
T

| (i-7)

Si "I" est constant , la matrice de rigidité élémentaire d’un élément de barre a deux

noeuds soumis a la sollicitation de la flexion s’écrit comme suit :

12 6 -12 6
Z . 7 1L
6 -6
_EI - 4 — 2
[K]/e‘lexion - X _liz B 1; ) (IM1. 27)
—_ 3 6
L2 —_ L2 —_
6 L 6 L
r 4+ 1 4]

111 314 Lesefforts internes (moment de flexion):

L'expression du moment s'exprime comme suit :

{M} = (B)r x {q} (111. 28)
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Avec .
Vi
(B)f = [(Liz_lLZ_;C) G_i_f) (_Liz+ll,2_3x) (%_i_;c)] X 162
6,
Et encore :
Vi
M3¢(x)= [(Liz—lf—zx) G - i—f) (—Liz+1f—sx) (% - i—f)] X % (111. 29)
0,

111.3.1.5 Formulation globale :

Afin d’établir cette formulation ; on doit déterminer la matrice de
rigidité globale et le vecteur des forces nodales globales, pour une

structure composée des plusieurs éléments.

On appelle une matrice globale est la matrice correspondante a la
somme des matrices élémentaires aussi de rigidité et des forces
appliquées.

[K]¢ = Xe.[k];{F} = X2, [{F} (111. 30)

D’ou: (n: nombre d’élément constituant une structure)

Prenons un exemple simple d’une structure composée de deux éléments

de barre unidimensionnels, ayant deux degrés de liberté en chaque nceud.

v
A
Fyi Fyj Fyk
- e
=0 hi — 0 : ] O——>X
Fxi I Fxj J Fxk K
Ul UJ UK
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Figure 111.2 : Assemblage de deux éléments

K]e= lKiei Kﬁ'l
e e
Kji  Kjj

e+1 e+1
[K]e+1: lKH ka l
ke K

fyi
M?
[F]¢=

(I11. 31)

La matrice de rigidité globale (par assemblage):

[K] = ¥7e,[[K] = [K] + [K]*™ (111. 32)

Fe: Force élastique intérieure au nceud i

La condition d’équilibre statique aux différents nceuds
Neeud(i) :Fy; - F£ =0

Neeud(j) :Fy; - FE -FFY1 =0
Neeud(k) :Fyp - FEY1 =0
Ou encore :

Ff=Fy © ki X q; + ki3 X q; = Fy

e+1_— e+1 e+1 —
Fk —ka@k]’k Xq}+k]j qu—ka

Sous forme matricielle :

ki kij 01 (a F;
ki ki kg X{qj] =31y o [k] X{q} ={F} (1. 33)
ok k]9 LA
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[K] : Matrice de rigidité globale

{q} : vecteur des déplacements nodaux

{F} : vecteur des forces nodales globales

D'aprés I'expression matricielle ci-dessus on peut constater que la regle d’assemblage des matrices

de rigidités élémentaires consiste pour un nceud donné a additionner les sous matrices de rigidité

affectées aux nceuds des éléments ayant ce nceud en commun

I11.4 Calcul numerique
Le calcul des poutres hyperstatique nécessite d’appliquer des méthodes analytiques

basées sur des conditions complémentaires pour résoudre ce probléme. A cet effet nous
appliquons la présente méthode numérique pour prédire les déplacements ainsi que les

moments de flexion.

Au premier lieu, nous commencgons par une étude comparative pour valider notre modeéle

ensuite on doit traiter quelques exemples de poutres continues.

111 4.1 Etude comparative :
Cette étude est effectué par la representation des déplacements ainsi les moments reduits dans
des tableaux de comparaison pour des poutres avec diverses conditions aux bords a savoir S-
S, C-S, C-Cet C-F et uniformement chargées. Les resultats obtenu numeriquement sont

compar¢ avec ceux de la theorie élémentaire d RDM

e bi b il biddp
a N
N\
Cas 1 : Poutre simplement appuyé (S-S) et Cas 2 : Poutre encastré-encastré (C-C) et
Uniformément chargée. Uniformément chargée.
Av vv v v vvVvvvww CIllllllVlll
A
? y
Cas 3: Poutre encastré- simplement appuyé Cas 4: Poutre encastré- libre (C-F) et
(C-S) et uniformément chargee. uniformément chargée.
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I11.4 .1 Discrétisation de la poutre
1 2

1 2 3

Figure 111.3 : Discrétisation de la poutre.

111 .4.2 Développement d’ un programme de calcul par éléments finis
> restart;

>

entrée des données:

> L:=1;ne:=2;nn:=ne+1;q:=1;eiz:=1;

>

appliquer les conditions d'appuis:
S-S

> ifix:=2;

> nfix:=Matrix([1,2*nn-1,2*((ne/2)+1)-1]);

> nfix:=Matrix([1,2*nn-1]);

>

> nfix:=Matrix([1,2*nn-1,(2/3)*(ne+3)-1,(2/3)*(2*ne+3)-1]);
c-C

> ifix:=4;

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1,2*nn,2*((ne/2)+1)-1]);

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1,2*nn]);

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1,2*nn,(2/3)*(ne+3)-1,(2/3)*(2*ne+3)-1]);
C-S

>

> jfix:=3;

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1,2*((ne/2)+1)-1]);

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1]);

> nfix:=Matrix([1,2,2*nn-1,(2/3)*(ne+3)-1,(2/3)*(2*ne+3)-1]);
C-F

> ifix:=2;

> nfix:=Matrix([1,2,2*((ne/2)+1)-1]);

> nfix:=Matrix([1,2]);
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> nfix:=Matrix([1,2,(2/3)*(ne+3)-1,(2/3)*(2*ne+3)-1]);
> |e:=L/ne;

Discrétisation
> for i to ne do;
> N[i,1]:=i;
> N[i,2]:=i+1;
>end;

Matrices de rigidité élémentaires

> for i to ne do;
> k(i):=Matrix(2*nn,2*nn);
> end;
>
> for i to ne do;
> k()[3*N[i,1]-1,2*N[i,1]-1]:=12*eiz/(le**3);
> k(i)[3*N[i,1]-2,2*NT[i,1]]:=6*eiz/(le**2);
> K(i)[3*NT[i,1]-1,2*N[i,2]-1]:=-12*eiz/(le**3);
> K(i)[3*N[i,1]-2,2*N[i,2]]:=6*eiz/(le**2);
> k(i)[3*N[i,1],2*NT[i,1]-1]:=6*eiz/(le**2);
> k(i)[3*N[i,1],2*N[i,1]]:=4*eiz/(le);
> K(i)[3*NT[i,1],2*N[i,2]-1]:=-6*eiz/(le**2);
> K(i)[3*NT[i,1],2*N[i,2]]:=2*eiz/(le);
> k()[3*N[i,2]-1,2*N[i,1]-2]:=-12*eiz/(le**3);
> k(i)[3*N[i,2]-2,2*N[i,1]]:=-6*eiz/(le**2);
> K(i)[3*NT[i,2]-1,2*N[i,2]-1]:=12*eiz/(le**3);
> K(i)[3*NT[i,2]-1,2*N[i,2]]:=-6*eiz/(le**2);
> k(i)[3*N[i,2],2*N[i,1]-1]:=6*eiz/(le**2);
> k()[3*N[i,2],2*N[i,1]]:=2*eiz/(le);
> K(i)[3*NT[i,2],2*N[i,2]-2]:=-6*eiz/(le**2);
> K(i)[3*NT[i,2],2*N[i,2]]:=4*eiz/(le); print(k(i));
> end;

Matrice globale
> K:=sum(k(j),J=1..ne);
> for i to ifix do K[nfix[1,i],nfix[1,i]]:=K[nfix[1,i],nfix[1,i]]*10**8 end do;
>
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Vecteurs de forces élémentaires
> F:=Matrix(2*nn,1);
> F[ne+1,1]:=-p;print(F);
> for i to ne do f(i):=Matrix(2*nn,1)end do;
>
> for i to ne do f(i)[2*N[i,1]-1,1]:=q*le/2 end do;
> for i to ne do f(i)[2*N[i,2]-1,1]:=q*le/2 end do;
> F:=sum(f(m),m=1..ne);
> KK:=evalm(K**(-1));

Résolution du systéeme
> Q:=evalf(evaIm(KK&*F));

Déplacements
> for i to nn do v(i):=Q[2*i-1,1]end do;

Rotations
> for i to nn do teta(i):=Q[2*i,1]end do;

Moments

> for i to ne do Mg(i):=eiz*((6/1e**3)*Q[3*N[i,1]-1,1]+(4/1e)*Q[3*N[i,1],1]-
(6/1e**3)*#[3*N[i,2]-1,1]+(2/1e)*Q[3*NI[i,2],1]) end do;
> for i to ne do Md(i):=eiz*((-6/1e**3)*Q[3*N[i,1]-1,1]+(-
2/1e)*Q[3*NI[i,1],1]+(6/1e**2)*Q[3*NT[i,2]-1,1]+(-4/1e)*Q[3*N[i,2],1]) end do;
>

>

Tableaux I11.1 : Comparaison des résultats des déplacements et moments réduits pour une

poutre uniformément chargée avec diverses conditions aux bords

Type . Solution M.E.F Solution RDM

d'appuis V-EIqIf4 MIqI)2 VEIqIl4 MIqI)2
4 |0,01237 0,1249
8  |0,01285 0,1249

S-S 16 |0,01298 0,12499  |0.01302 0.1250
32 |0,01301 0,125
64 |0,01301 0,125
4 |0.00260 20.0781
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8 [0.00260 -0.08203 | 0.00260 0.0833
c-C 16 |0.00260 -0.08300
32 |0.00260 -0.08325
64 |0.00260 -0.0833
4 |0.005000 -0.1171 0.00543 0.125
C-S 8 |0.005100 -0.1230
16 |0.00539 -0.1245
32 |0.00539 -0.1248
64 |0.00539 -0.1250
4 |0127 0.500
8 0125 0.4999
C-F e —: 0.125 0.500
32 |0.125 05
64 |0.125 05
0.2 —
o.1 —-
0.0 4 (X)
-0.1 ]
W -D_E__
0.3 —_
0.4 -
-0.5 —_

Figure 111.4 : digrammes des moments réduites dans une poutre uniformément chargée

avec diverses conditions aux bords par la méthode des éléments finis

Le tableau I11.1 montre la comparaison des résultats par la MEF pour des poutres avec divers

d’appuis aux extrémités et uniformément chargées avec ceux donné par la RDM . On remarque

bien plus qu’on augmente le nombre des éléments les résultats correspondants sont satisfaisants

c’est-a-dire que ces résultats s’approchent des solutions existantes. Ce qui implique que notre

modele est validé.
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I1I. 4. 3 Exemples d’application :
Apreés avoir validé notre modele, nous avons traité quelques cas de calcul des poutres continues

comme il est representé en exemples 1 et 2.

111.4.3.1 Exemple (01)

Cas d’une poutre continue a deux travées et uniformément chargée

VvV VV V VvV vV V. V. Vv $‘

A 1

yF VvV VvV vV vV vy Y Y Vv

Cas 5 : Poutre simplement appuyé (S-S-S) et Cas 6 : Poutre encastré-deux appuyeé (C-S-S) et
Uniformeément chargée. Uniformément chargée.
Joisviyi bbby gt b d dt bbb
/ A
i A 5 A
Cas 7 : Poutre encastré-encastré-simplement Cas 8 : Poutre encastré-simplement Appuyé
Appuyé (C-S-C) et uniformément chargée. Libre (C-S-F) et uniformément chargée.
S-S-S
0,02
] ufim u ] ufim ] . . a d =
] [ - [ m
wl S T
| /./ \.\ /./ ‘. YVY A v
0,00 L T T L T T — T T T \ X
< 0,0 0,2 0.4 0,6 08 1,0
g u u
S 0,01 \ /
] u u
-0,02 \. /./
-0,03 - \_

Figure 111.5 : Diagramme des moments réduites dans une poutre a deux travées (S-S-S) et

Uniformément chargée.
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-0,005
-0,010 ]
-0,015 ] /.
-0,020 ] -

-0,025 -
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C-S-S
0,02 . 5 ey
e 1 1 N N O A
S : 1 A
0,00 T w T BT T T T X
é 0,0 / 0,2 Qf ™6 0,8 1,0
g -0,01 + ./ \. l/
/ /
-0,02 + " \. /-
\
-0,03 + -

Figure 111.6 : Diagramme des moments réduites dans une poutre a deux travées (C-S-S) et

0,015
0,010

0,005

Uniformément chargée.

—8— Mmax

C-S-C

0,000 T

Sas
4_
<
-
‘_
B —
1
44—
<—.
4—.
-
]

Figure I111.7 : Diagramme des moments réduites dans une poutre a deux travées (C-S-C)

et Uniformément chargée.
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) C-S-L
0,04 -

o O HITTTIT
A

1 2 08
-0,02 \ .

NSNS N

-0,04 . "
—0,06—- . .
-0,08—- B\ -
-0,10- v

0,12 \

"

-0,14 -

Figure 111.8 : Diagramme des moments réduites dans une poutre a deux travees (C-S-F) et

Uniformément chargée.

111.4.3.2 Exemple (02)

Cas d’une poutre continue a trois travées et uniformément chargée.

VY VVYVYYVVVYVYVYVVYVY "‘""‘"A""“ A""""V"
Cas 9 : Poutre encastré-deux appuyé - libre Cas 10 : Poutre simplement appuyé (S-S-S-S) et
(C-S-S-F) et uniformément chargée. Uniformément chargée.
/] N\
A VYVYVYVYYVYVYYVYYY VVYVYVYVYY A VVY Y YVVYY VYVYVYYY RN
A A A ] A A 3
Cas 11 : Poutre encastré-trois appuyé (C-S-S) et Cas 12 : Poutre encastré-encastré-deux Appuyé

Uniformément chargée. (C-S-S-C) et uniformément chargée.
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Mmax

Mmax

-0,002 —
-0,004 —
-0,006 —
-0,008 —

-0,010 +

| n
-0,01 4 ./ \ [
-0,02

-0,03 . -

-0,05

-0,06

Chapitre 111 : Modélisation des poutres avec diverses conditions d’appuis

0,006 ~

0,004

0,002

0,000 —

Figure 111.9 : Diagramme des moments réduites dans une poutre a trois travées (C-S-S-C)

et Uniformément chargée.

C-S-S-L

7777

0,01

0,00 T

A

A

LI , , , iwvvr YVYVYVYVVVY

-0,04 — \ /'

Figure 111.10 : Diagramme des moments réduites dans une poutre a trois travées (C-S-S-

F) et Uniformément chargée.

47




Chapitre 111 : Modélisation des poutres avec diverses conditions d’appuis

M max

C-S-S-S
0,01
./'..\l\
/ n
./l.l. un, /I \.
/ \. /. \I | | /|
0,00 . /. . . . . \i . . . X N VY Y YVYVY VYN VVYVYVYYVYY
0,0 /- 0.2 '\ oW 06 408 1,0 A
|
g /
/. \ \. [ |
u
-0,01 .
u
Figure 111.11 : Diagramme des moments réduites dans une poutre a trois travées (C-S-S-
S) et Uniformément chargée.
$-5-5-S
0,01 +
= - .‘l\ /l'. '\.
I/ .\ /. \l
/ '\ /' \
[ ] \ an J [ ]
/ [ S | X I YY VY VYVYVYVYVYVYYYYY
0,00 TE— T T T T T T T T 1
é 0,0 0,2 n 0,4/. O,EG\ m 0,8 1,0 A A
E \ /
E | ] u
- y / \
| | u
Voo
u u

Figure 111.12 : Diagramme des moments réduites dans une poutre a trois travées (S-S-S-S)
et Uniformément chargée.

111. 5 Conclusion
Dans ce chapitre on a exposé la formulation des problemes des poutres en flexion par la méthode

des éléments finis ensuite on a tiré que ce present modele est validé par I’execution d’un

programme en maple par rapport aux solutions d’RDM et a la fin des exemples sont présenté

pour le calcul des poutres hyperstatiques ( continues).
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CONCLUSION GENERALE

Un probleme de mécanique est géneralement représenté par un modeéle mathématique des
équations aux derivees partielles sur un domaine geométrique avec des conditions aux limites sur
les frontiéres de ce domaine. De plus étant un probleme continu, il possede une infinité de degrés
de libertés. La méthode des éléments finis consiste donc a remplacer un probléme continu par un
probleme discret équivalent, a cet effet cette méthode est rapide et simple que les autres méthodes

et parfois est utilisée pour le calcul des systemes hyperstatiques ou de formes irréguliere.

Dans notre travail un programme en Maple est élaboré pour modéliser et analyser les poutres en
flexion avec diverses conditions aux bords en éléments finis aprés avoir vérifié les résultats
numériques avec ceux de la méthode de résistance des matériaux et effectivement sont

satisfaisants.

L’utilité de cette présente méthode est de réduire le temps de calcul et facilite la tache surtout pour

les systémes hyperstatiques et cela a €été montré en chapitre trois.
Cette recherche peut étre étendue dans le futur pour effectuer :

e Une étude du comportement des poutres courbes avec diverses conditions aux bords.

e Une application de la méthode actuelle au calcul dynamique des poutres.
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Annexe

Poutres simplement appuyée S-S uniformément chargées
NE = 32
Déplacements et rotations réduits

v(12) :=0.01151061058
v(13) :=0.01204490662
v(14) :=0.01246492068
v(15) :=0.01276731491
v(16) :=0.01294970512
v(17) :=0.01301066081
v(18) :=0.01294970512
v(19) :=0.01276731491
¥(20) :=0.01246492068
v(21) :=0.01204490662
v(22) :=0.01151061058
v(23) :=0.01086632411
v(24) :=0.01011729240
v(25) :=0.009269714355
v(26) :=0.008330742518
v(27) :=0.007308483124
v(28) = 0.006211996079
v(29) :=0.005051294963
v(30) :=0.003837347031
v(31) :=0.002582073212
v(32) :=0.001298348109
v(33) == 1.271565768 10"

1
2
3
4

:=0.04162597656
:=0.04138946533

)

teta(1)

teta(2)

teta(3) = 0.04069519043

teta(4) = 0.03957366943

teta(5) =0.03805541992
(6) :==0.03617095947
(7)
(8)
9)

9

teta
teta :=0.03395080566
:=0.03142547607

:=0.02862548828

teta

teta



Annexe

Moments reduits

teta(10) = 0.02558135986
teta(11) =0.02232360840
teta(12) :=0.01888275146
teta(13) =0.01528930664
teta(14) = 0.01157379150

teta(17) = 0.

teta(18) := -0.003898620605
teta(19) := -0.007766723633
teta(20) := -0.01157379150
teta(21) = -0.01528930664
teta(22) := -0.01888275146
teta(23) = -0.02232360840
teta(24) = -0.02558135986
teta(25) = -0.02862548828
teta(26) = -0.03142547607
teta(27) := -0.03395080566
teta(28) = -0.03617095947
teta(29) = -0.03805541992
teta(30) = -0.03957366943
teta(31) = -0.04069519043
teta(32) := -0.04138946533
teta(33) = -0.04162597656
0
Mg(17) =0.1250000612
Mg(18) =0.1245116674
Mg(19) = 0.1230468540
Mg(20) = 0.1206054650
Mg(21) :=0.117187557
Mg(22) =0.112792912
Mg(23) :=0.107421909
Mg(24) =0.101074210
Mg(25) :=0.093750002
Mg(26) :=0.085449218



Annexe

Mg(27) :=0.076171874
Mg(28) :=0.065917976
Mg(29) :=0.054687496
Mg(30) :=0.042480472
Mg(31) :=0.029296864
Mg(32) :=0.015136720
Md(1) =0.015136720

(1)
Md(2) =0.029296864
Md(3) :=0.042480472
Md(4) :=0.054687502
Md(5) :=0.065917978
Md(6) :=0.076171866
Md(7) :=0.085449224
Md(8) :=0.093750000
Md(9) =0.101074208

Md(10) :=0.107421915
Md(11) =0.112792913
Md(12) ==0.117187560
Md(13) :=0.120605468

Md(14) :=0.1230468548
Md(15) ==0.1245116724
Md(16) :=0.12500006
Md(17) :=0.1245116576
Md(18) :=0.1230469252
d(19) = 0.120605482
(20) :
(21) :
(22) :
(23) :
(24) :
(25) :
(26) :
(27)
(28)
(29) :

<

0.117187510
0.112792907
0.107421925
0.101074182

0.093750010

25
26
27
28
29

0.085449216
0.076171874
0.065917972

=0.054687498

=0.042480468



Annexe

Md(30) :=0.029296866
Md(31) :=0.015136728
Md(32) = -2.107
Poutres Bi-encastrées C-C uniformément chargées
NE =32
Déplacements et rotations réduits

v(1) :=1.271565768 1074
v(2) :=0.00003818670930

v(3) :=0.0001430511479
v(4) :=0.0003007650381
v(5) :=0.0004984537768
v(6) =0.0007241964349
v(7) =0.0009670257578
v(8) :=0.001216928165
v(9) :=0.001464843751
v(10) :=0.001702666284
v(11) =0.001923243206
v(12) :=0.002120375635
v(13) =0.002288818361
v(14) = 0.002424279850
v(15) =0.002523422243
v(16) :=0.002583861353
v(17) = 0.002604166668
v(18) :=0.002583861353
v(19) = 0.002523422243
v(20) :=0.002424279850
v(21) :=0.002288818361
v(22) =0.002120375635
v(23) =0.001923243206
v(24) :=0.001702666284
v(25) :=0.001464843751
v(26) =0.001216928165
v(27) =0.0009670257578
v(28) :=0.0007241964349



Annexe

v(29) :=0.0004984537768

v(30) :=0.0003007650381

v(31) :=0.0001430511479

v(32) =0.00003818670930
v(33) = 1.271565768 10"
teta(1) = 6.504058902 10™'?

teta(2) =0.002365112311
teta(3) :=0.004272460943
teta(4) :=0.005752563482
teta(5) :=0.006835937505
teta(6) :=0.007553100590
teta(7) :=0.007934570317
teta(8) :=0.008010864261
teta(9) :=0.007812500003

10) :=0.007369995120
=0.006713867190
=0.005874633791

(10) :
(11)
(12) :
teta(13) :=0.004882812502
(14) :
(15):
(16) :

teta(14) :=0.003768920900

teta(15) = 0.002563476563

teta(16) :=0.001296997071

teta(17) = 0.

teta(18) = -0.001296997071
teta(19) = -0.002563476563
teta(20) = -0.003768920900
teta(21) = -0.004882812502
teta(22) = -0.005874633791
teta(23) == -0.006713867190
teta(24) = -0.007369995120
teta(25) = -0.007812500003
teta(26) = -0.008010864261
teta(27) = -0.007934570317
teta(28) = -0.007553100590
teta(29) = -0.006835937505
teta(30) = -0.005752563482



Annexe

Moments réduits

&

NS

SRE RS

<

Mg

SRR A

teta(31) == -0.004272460943

teta(32) = -0.002365112311

teta(33) := -6.504058902 1072
1

(1) :=-0.0832519531

) =
Mg(2) = -0.0681152343
Mg(3) := -0.0539550782
Mg(4) == -0.0407714836
Mg(5) := -0.0285644532
Mg(6) = -0.0173339838
Mg(7) := -0.0070800772
Mg(8) =0.0021972662
Mg(9) :=0.0104980476
Mg(10) =0.0178222702
Mg(11) =0.0241699226
Mg(12) =0.0295410202
Mg(13) =0.0339355476
Mg(14) :=0.0373535200

Mg(15) :=0.03979492254
Mg(16) :=0.04125977
Mg(17) = 0.04174804746

g(18) :=0.0412597600
2(19) :=0.0397949224
(20) :=0.0373535098
(21) :=0.0339355474
(22) =0.0295410098
(23) :=0.0241699224
(24) :=0.0178222688
2(25) :=0.0104980472
(26) :=0.0021972638
(27) := -0.0070800778
(28) = -0.0173339844
(29) = -0.0285644538
(30) := -0.0407714848
(31) == -0.0539550782

Mg(32) := -0.06811523440



Annexe

(1)

(2) := -0.0539550782
(

(

= -0.0681152344
3) :==-0.0407714846

Md
Md
Md
Md(4) == -0.0285644538
Md(5) := -0.0173339836
Md(6) := -0.007080078
Md(7) =0.002197264

Md(8) =0.010498047

Md(9) :=0.0178222688

Md(10) = 0.0241699196
Md(11) :=0.0295410148
Md(12) :=0.0339355496
Md(13) =0.0373535148
Md(14) =0.0397949199
Md(15) :=0.0412597649

Md(16) :=0.04174805

Md(17) :=0.0412597651
Md(18) :=0.0397949201
Md(19) :=0.0373535152
Md(20) :=0.0339355504
Md(21) :=0.0295410152
Md(22) :=0.0241699204
Md(23) :=0.0178222652

Md(24) :=0.010498044
Md(25) :=0.002197266
Md(26) = -0.007080077

Md(27) := -0.0173339844
Md(28) = -0.0285644532
Md(29) = -0.0407714844
Md(30) = -0.0539550778
Md(31) := -0.0681152343

Md(32) == -0.08325195309
Poutres a deux travées S-S-S uniformément chargées
NE = 32
Déplacements et rotations réduits



Annexe

v(1) :=4.77458044710°1
v(2) :=0.0000801868736

v(3) :=0.000155280033

v(4) :=0.000220980495

v(5) :=0.000273942947

v(6) :=0.000311775753

v(7) :=0.000333040952

v(8) :=0.000337254256

v(9) :=0.000324885050

v(10) :=0.000297356396
v(11) :=0.000257045030
v(12) :=0.000207281361

v(13) :=0.000152349472
v(14) :=0.0000974871218
v(15) :=0.0000488857428
v(16) :=0.0000136904418
v(17) :=7.94107723210°"3
v(18) :=0.0000136904418
v(19) :=0.0000488857428
v(20) :=0.0000974871218
y(21) :=0.000152349472
v(22) :=0.000207281361
v(23) :=0.000257045030
v(24) ==0.000297356396
v(25) :=0.000324885050
v(26) :=0.000337254256
v(27) :=0.000333040952
v(28) :=0.000311775753
v(29) :=0.000273942947
v(30) :=0.000220980495
v(31) :=0.000155280033

v(32) :=0.0000801868736
v(33) :=4.77458044710°1



Annexe

Moments réduits

teta(1) :==0.00259399414
teta(2) :=0.00250995159
teta(3) :=0.00227308273
teta(4) :=0.00191390514
teta(5) :=0.00146293640
teta(6) :=0.000950694084
teta(7) :=0.000407695770
teta(8) :=-0.000135540962
teta(9) = -0.000648498535
teta(10) :=-0.00110065937
teta(11) :=-0.00146150589
teta(12) :=-0.00170052051
teta(13) :=-0.00178718566
teta(14) :=-0.00169098377
teta(15) :=-0.00138139724
teta(16) :=-0.000827908515
teta(17) =0.
teta(18) :=0.000827908515
teta(19) :=0.00138139724
teta(20) :=0.00169098377
teta(21) :=0.00178718566
teta(22) :=0.00170052051
teta(23) :=0.00146150589
teta(24) =0.00110065937
teta(25) =0.000648498535
teta(26) :=0.000135540962

teta(27) := -0.000407695770
teta(28) := -0.000950694084

teta(29) = -0.00146293640

teta(30) :=-0.00191390514

teta(31) :=-0.00227308273

teta(32) = -0.00250995159

teta(33) :=-0.00259399414
Mg(1) =0.

Mg(2) :=0.005378723!



Annexe

Mg(3) :=0.009780883;

Mg (4) :=0.0132064816
Mg(5) :=0.0156555173
Mg(6) :=0.0171279903
Mg(7) =0.0176239024
Mg(8) :=0.0171432497
Mg(9) :=0.0156860363:

Mg(10) :=0.0132522580-
(11) :=0.009841919
Mg(12) :=0.005455016:
(13) :=0.000091552"
1

Mg (14) := -0.0062484741/
Mg(15) :=-0.0135650633;
Mg(16) :=-0.0218582153,
Mg(17) :=-0.0311279296,
Mg(18) := -0.0218582155
Mg(19) :=-0.013565063:
Mg (20) := -0.006248474:
Mg(21) :=0.0000915531
Mg (22) :=0.0054550169:
Mg(23) :=0.0098419196.
Mg (24) :=0.0132522572.
Mg (25) :=0.0156860345:
Mg(26) :=0.0171432487!
Mg(27) :=0.0176239016.
Mg(28) :=0.0171279903:
Mg(29) :=0.015655517:
Mg (30) :=0.013206482;
Mg(31) :=0.0097808841
Mg(32) :=0.005378723
Md(1) :=0.005378723

(1)

(2) :=0.009780884(

Md(3) :=0.013206482
(4) =0.015655517"
(5)

=0.017127990:



Annexe

Md(6) :=0.0176239024
Md(7) =0.0171432491
Md(8) :=0.0156860354

Md(9) =0.013252257

Md(10) :=0.009841919"

Md(11) :==0.005455016'

Md(12) :=0.0000915531
Md(13) := -0.006248474:
Md(14) :=-0.013565063:
Md(15) :=-0.021858215:
Md(16) :=-0.0311279296,
Md(17) :=-0.0218582153,

Md(18) = —0.013565063;
(19)

Md(19) :=-0.006248474
Md(20) :=0.000091552"
Md(21) :=0.005455017
Md(22) :=0.009841919
Md(23) :=0.013252257
Md(24) =0.0156860355;
Md(25) :=0.0171432498.
Md(26) :=0.0176239016
Md(27) :==0.017127989:
Md(28) :=0.015655517.
Md(29) :=0.013206482-
Md(30) :=0.009780883:
Md(31) :==0.0053787231
Md(32) =0.

Poutres a deux travées C-S-C uniformément chargees

NE =32

Déplacements et rotations réduits

v(1) :=6.35782883910°"°
v(2) :=0.00000894069676
v(3) :==0.0000311533610
v(4) :=0.0000604391099
v(5) :=0.0000915527345



Annexe

v(6) :=0.000120202700
v(7) :=0.000143051147
v(8) :=0.000157713890
v(9) :=0.000162760416

v(10) :=0.000157713890
v(11) :=0.000143051147
v(12) :=0.000120202700

v(13) :=0.0000915527344
v(14) :=0.0000604391098
v(15) :=0.0000311533610

v(16) :=0.00000894069672
v(17) :=6.35782884110°"°
v(18) :=0.00000894069672

v(19) :=0.0000311533610
v(20) :=0.0000604391098
v(21) :=0.0000915527344
v(22) :=0.000120202700
v(23) :=0.000143051147
v(24) :=0.000157713890
v(25) :=0.000162760416
v(26) :=0.000157713890
v(27) :=0.000143051147
v(28) :=0.000120202700
v(29) :=0.0000915527345
v(30) :=0.0000604391099
v(31) :=0.0000311533610

v(32) :=0.00000894069676
v(33) :=6.35782883910°"°
teta(1) :=1.62124635310°'2

teta(2) :=0.000534057618
teta(3) :=0.000854492188
teta(4) :==0.000991821289
teta(5) :=0.000976562500
teta(6) :=0.000839233398
teta(7) :=0.000610351562



Annexe

Moments réduits

teta(8) :=0.000320434570
teta(9) := -4.05311588310° 13
=-0.000320434570
=-0.000610351563
teta(12) = -0.000839233399

(
teta(10) :
(11) :
(12) :
teta(13) == -0.000976562500
(14) :
(15) :
(16) :

teta(11

teta(14) :=-0.000991821289
teta(15) = -0.000854492187
teta(16) = -0.000534057617
teta(17) =0.
teta(18) :=0.000534057617
teta(19) :=0.000854492187
teta(20) :=0.000991821289
teta(21) :=0.000976562500
teta(22) :=0.000839233399
teta(23) :=0.000610351563
teta(24) =0.000320434570

teta(25) :=4.05311588310°"3

teta(26) = -0.000320434570
teta(27) = -0.000610351562
teta(28) = -0.000839233398
teta(29) = -0.000976562500
teta(30) = -0.000991821289
teta(31) := -0.000854492188
teta(32) = -0.000534057618
teta(33) = —1.62124635310"2
Mg(1) :=-0.020751953 1
Mg (2) == -0.0134277344
Mg (3) :=-0.0070800780
Mg (4) :=-0.0017089843;
Mg (5) :=0.0026855471
Mg (6) :=0.0061035156!
Mg(7) :=0.0085449214
Mg(8) :=0.0100097659
Mg (9) :=0.0104980468:



Annexe

Mg(10) :=0.0100097664:
Mg(11) :==0.0085449211
Mg(12) :=0.0061035157:
Mg(13) :=0.0026855468.
Mg(14) :=-0.0017089843;
Mg(15) :=-0.0070800781
Mg(16) := -0.0134277344
Mg(17) :=-0.0207519531
Mg(18) :=-0.0134277343,
Mg(19) :=-0.0070800781
Mg(20) := -0.0017089844:
Mg(21) :=0.0026855467-
Mg(22) :=0.0061035163:
Mg(23) :=0.0085449210-
Mg (24) :=0.0100097660.
Mg (25) :=0.0104980469.
Mg (26) :=0.0100097660!
Mg(27) :=0.0085449219
Mg (28) :=0.0061035153:
Mg (29) :=0.0026855469:
Mg (30) :=-0.0017089844:
Mg(31) :=-0.0070800780
Mg(32) :==-0.0134277343
Md(1) = -0.0134277343
Md(2) :=-0.0070800781
Md(3) :=-0.001708984;

Md(4) :=0.002685547(
Md(5) :=0.006103515:

Md(6) :=0.0085449219:
Md(7) :=0.0100097660-
Md(8) :=0.0104980469.
Md(9) :=0.0100097656

Md (10) =0.0085449209:
Md(11) :=0.006103516:
Md(12) =0.002685546
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Md(13) := -0.001708984:
Md(14) :=-0.007080078;
Md(15) :=-0.0134277343,
Md(16) :=-0.0207519531
Md(17) :=-0.0134277344
Md(18) :=-0.007080078
Md(19) :=-0.001708984:
Md(20) :=0.002685546'
Md(21) :==0.006103515:

Md (22) ==0.0085449212:
Md(23) :=0.0100097665:
Md (24) :=0.0104980468.
Md(25) :=0.0100097655
Md (26) ==0.0085449215

Md(27) =0.006103515
Md(28) :=0.002685547
Md(29) :=-0.001708984:
Md (30) :=-0.007080078
31) :==-0.0134277344
) =-0.020751953 11
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