CHAPITRE I FORMULATION MATHEMATIQUE

111.1. EQUATION DE L’AEROTHERMOCHIMIE TURBULENTE

La modélisation mathématique générale des écoulements des fluides avec transport
d’une concentration d’une espece et avec transfert thermique est faite par des équations telles
que les équations de quantité de mouvement, de continuité, d’énergie et de transport de

I’espéce.[24]

111.1.1. Forme générale de I’équation de transport

Dans cette partie les équations présentées concernent I’écoulement turbulent dans
lesystéme cartésien.
D’apreés la décomposition de Reynolds :

d= Do+ P

®: Variable instantanée.
@ : Moyenne.

@’ : Fluctuation.

La forme générale d’une équation de conservation de la quantité dépendante s’écrit comme

suit :

d d d d
6—t(p¢) + a—xj(l)ujq’) = a—leﬁp a—le +So(111.1)

Tel que :

e Leterme ai(pdn)représente le taux de variation de la quantité dans le temps.
t

e Leterme % (pujdn)représente le transport de la quantité par convection : exprime
]
letransport par le courant méme de fluide en mouvement.
e Le terme% [FCD %] représente le transport de la quantité par diffusion : exprime
] ]

letransport par I’interaction des molécules en agitation.
e LetermeSgreprésente le terme sources : le taux de production ou de destruction de par

unitéde volume et de temps.

111.1.2. Equation de continuité
L'équation qui exprime la conservation de masse est donnée comme suit :

ap

0

——

]
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u; : est la composante du vecteur vitesse selon l'axe i.

111.1.3.Equations de conservation de quantité demouvement
Les équations de quantité de mouvement moyennées de Navier Stokes, connues sous le

nom de RANS sont pour un fluide incompressible et newtonien données par :

0 0 ap 0 aui au] 2 aui 0 JR—

— D)+ — )= —-—— +— —+——=6;— ||+ —(—pu’.U';) +F 1.3

gt Pu) + g uu) = —50 5% “(axj 7% 303 )| A P R (1-3)
Transport Forces dues Force de é Forces é é  par

au pression

convectif la turbulence

111.1.4. Equations d'état
On suppose que le fluide est un mélange homogeéne de gaz parfait, ainsi on peut écrire

lesrelations Suivantes :

P= RTZ i
= p Ml
h=) Dy,
T
l=f cp;dT
Tref
cp =cp(T) = Z cp, i(T)Y; (1. 4)
m

Ou (—Wiu’j) les sont les composantes du tenseur des contraintes deReynolds. Pour

les relier a I’écoulement moyen, on a recours au concept de BOUSSINESQ qui permet de les

exprimer en fonction des gradients des vitesses moyennes :

— du; du; 2 au;
—pu in:p.t(a—X‘F&—g(pk"'p.ta—x)Sij (1n.5)
111.1.5. Equation du transfert radiatif

L'équation radiative de transfert (RTE) pour le modele « Discrétes Ordinates Model »
est :

4 4T

dl; T* o, ,
>+ (a+0,)I(r,s) = anza— + a_j I(r,s)@(s.s")dQ (111.6)
0x; T A4m),

% + (a + 0,)1(r, s)Absorption

T4 ..
an? GTAdmlsswn
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as (4m ’ ’ "N: -
_nfo 1(r,s")@(s.s")dQ Diffusion

4

7: Vecteur de position

V
§: Vecteur de direction

—

s": Vecteur de diffusion
S : Longueur de chemin

Q' : Angle plein.

111.1.6. Equation de I’énergie
Elle est déduite a partir de I’équation (I11.1), pour Cp = Constante avec :
d =C,T+ D,

a(CT)—aJaT+ 1.7
5t e T) =5 Pax;| T allkn
(q) : est le taux de production de chaleur par unité de volume et de temps.

111.1.7. Equations de conservation des espéces chimiques
La détermination de la fraction massique pour chaque espece, Yi, se fait par la solution

del'équation de transport de la i¢™¢espéce, qui a la forme suivante :

a(pY;)) 0 07 He
o + . (pvY)) = — aTzi{(pDivm + S_ct)} +R; (111.8)

Y;: est la fraction massique de I’espece 1.
Sct: est le nombre de Schmidt turbulent.

R;: est le taux net de production par réaction chimique.

111.1.8. La masse volumique
La masse volumique est calculée suivant une loi dite des gaz parfaits incompressibles

(incompressible 1déal Gaz). Celle-ci est donnée comme suit :

p= —tor

RT 2w
R : Constante universelle des gaz.
M; ,,: Masse molaire de I'espéce i.

P, Pression de référence.

——
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111.1.9. Modeéle de turbulence

111.1.9.1. Le modéle k-¢ standard

Le modele k-¢ standard [25]est un modele semi empirique basé sur les équations de
transport de I’énergie cinétique turbulente k et de sa dissipation ¢. L’équation modélisée de
I’énergie turbulente est dérivée de I’équation exacte. Celle de la dissipation est obtenue sur la
base d’un raisonnement physique. Dans ce modele, I’écoulement est supposé complétement

turbulent.

Pour fermer le systeme d'équation a résoudre, ce modeéle modélise le tenseur de
Reynolds (équation 111.5), dans cette expression, k représente I'énergie cinétique de
turbulence, et ut est appelée viscosité turbulente. Cette expression est analogue a celle du
tenseur des contraintes decisaillement en régime laminaire et conduit a ce qu'avec ce modele,
I'équation de conservationde la quantité de mouvement en régime turbulent est obtenue a
partir de celle du régimelaminaire en remplagant la viscosité moléculaire p par une viscosité

effective perr = 1+ 1y

d d dp d ou;
e Y+ s — )=——+—|(u+p)=—|+ pg; 1.1
d (pu:) Y 0x; (pws) ox; 0x; [(ﬂ He) ou; ' ( 0)

Ceci étant posé, le probléme revient maintenant a déterminer la viscosité turbulente,
ainsi quel'énergie cinétique de turbulence.Pour ce faire, on fait I'hypothése que la viscosité
turbulente est le produit d'une échelle devitesse et d'une échelle de longueur caractéristique de
la turbulence. Ces 2 échelles sont obtenuesa partir de I'énergie cinétique de turbulence et de
son taux de dissipation € :

- Echelle de vitesse : VK
- Echelle de longueur de la turbulence : VK3/¢
- Par hypothése, onaalors : u, = pCﬂg

OuC y est une constante déterminée empiriquement. La modélisation de la turbulence
estainsi ramenée a la détermination de seulement 2 inconnues supplémentaires ; I'énergie
cinétique de turbulence et son taux de dissipation, qui sont obtenues a partir de leurs
équationsde conservation respectives. Ces équations de conservation s'obtiennent a partir de
I'équationde la quantité de mouvement écrite pour les grandeurs instantanées.Dans le modele
(k-¢) standard implanté dans Fluent, les équations de transport pour (k-g)

ont la forme suivante :

——

25}



CHAPITRE I FORMULATION MATHEMATIQUE

111.1.9.2. L’équation de I’énergie cinétique de turbulence
L’équation de I’énergie cinétique est donnée comme suit :
+ Ht

d d 0 ok
a(pk)"'a—)(j(PkUj)—a—xj[(U O__k>a_xj]+Gk+Gb_p€ (11.11)

111.1.9.3. L’équation du taux de dissipation de I’énergie cinétique de turbulence
La viscosité turbulente . est obtenue en combinant k et € comme suit :ut = pCu%

Pour la constante Cp : Cu=0.09.
He

ot € €2
o ax | Ciei (But Gaegy ) Cacpy (1112)

0 0 0

— + — ) = — =+

5 (Pe) 3x; (peu;) x; [(u
Pour I'équation d’énergie, on se ramene généralement a :

aT

d d d
a(PT) + a—xi(l)uiT) = ox (pa + pay) o, (111.13)

Ces équations font intervenir une série de coefficients empiriques.oy, o, et o},: Sont les
nombres de Prandtl turbulents. L'ensemble de ces coefficients estdéterminé de maniere
empirique. D'un code a l'autre, ils peuvent varier. Le tableau (I11.1) donneles valeurs
employées par le code Fluent, a I'exception de Cs qui par défaut vaut 1.0 et doit étrefixé a 1.8

pour prendre en compte les effets de la gravité sur la turbulence.

¢ Jc. ¢

i

C, 0, 0y, O, 0, g,

1

0.09 144|192 1 1 1 I 1.3 0.9

Tableau I11.1 : Les valeurs des constantes prises par défaut dans FLUENT [24]
111.1.10. Modélisation de la combustion turbulente

En turbulence classique, les équations pour les divers moments des variables
dépendantes sont dérivées a partir des équations de bilan. On montre alors que ces
équations ne peuvent étre fermées a aucun niveau et que des hypotheses de fermeture,
souventempiriques, sont nécessaires. Ces hypotheses proposent de relier les moments
d'ordresupérieur aux moments d'ordre inférieur par des relations universelles.

Il s'agit maintenant de trouver des modeéles pour exprimer les taux de réaction

moyens en fonction des variables connues, c'est-a-dire des valeurs moyennes ellesmémes, et

[ 2]
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probablement aussi en fonction des caractéristiques de la turbulence, puisque
celle-ci doit jouer un r6le. Pour la modélisation des écoulements réactifs, "Fluent"” [24] :

- Le modeéle du taux de réaction généralisé (generalized finite-rate model).
- Le modéle PDF (conserved scalar PDF model).
- Le modeéle des flammelettes (Laminar flamelet model).

- Le modéle de combustion prémélangée. (Zimont model).

Le modéle du taux de réaction généralisé est basé sur la solution de [I’équation
de transport des fractions massiques des espéces. Les termes sources qui apparaissent dans
les équations de transport des espéces sont calculés d’apres I’expression du taux
d’Arrhenius pour la combustion non prémélange, prémélange et partiellement
prémélange. Les mécanismes des réactions chimiques seront prédéfinis par I’utilisateur. Ce
modele étant appliqué uniquement lorsque Da >1.Le modéle de combustion prémélange a été
développé spécifiquement pourles systémes de combustion qui sont du type purement
prémélange. On citera le modéledit « Eddy Break » Launder et Spalding. Ce modele est dd
aux travaux deSpalding. lls supposent que les réactions chimiques sont infiniment rapides des
que tréspeu de gaz brQlé vient au contact des gaz frais et que le milieu est adiabatique. Dans
cesconditions, on peut définir un "degré d'avancement de la réaction", qui ne peut prendre
queles valeurs 0 (dans les gaz frais) et 1 (dans les gaz parfaitement bralés, donc a
I'équilibrechimique).

Pour la modélisation de la combustion, dans ce qui va suivre on prendra enconsidération
le Modéle Eddy Dissipation sur lequel est basée la modélisation des taux deréaction de cette
étude.

111.1.11.Modele Eddy Dissipation

Ce travail traite sur la problématique des flammes turbulentes non pré-
melangées(diffusion). Ce modéle a donc été utilisé pour la modélisation des taux de réaction.
Le modeleEddy Dissipation qui est base sur les travaux de Magnussen et Hjertager dans
lequel la chimieest considére trés rapide par rapport a la turbulence.Dans ce cas, la
combustion qui n'est contrdle que par la turbulence, transporte le mélangedes gaz frais avec
les produits chauds dans la zone de réaction ou s'effectue rapidement lacinétique
chimique.Cette derniére peut donc étre négligée. Le taux de réaction (R i,r) de I'espéce i du a

laréaction est

——
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donne par le minimum des expression suivantes :

€ Y,
Rir = V'irMyiAp - Mgin (—R> (1. 14)
' ' K \4 R,rMmR
€ XpYp )
Ry, = v/ :M _-ABp—(,,— (111.15)
ir irVle.i K 25\1 " j,rMa),j

Ou:

Y, : est la fraction massique d’une espéce p dans les produits ;

Yg :est la fraction massique d’une espéce r dans les réactifs ;

A et B : sont des constantes empiriques qui ont respectivement des valeur 4 et 5 ;

M, ; : est la masse molaire de I’espéce i.

111.1.12. Traitement preés des parois

Les écoulements turbulents sont affectés par la présence des parois d'une maniere
signifiante. Pour L’écoulement moyen, il doit satisfaire une condition de non glissement. En
cequi concerne I'écoulement turbulent, tout pres des parois, I'effet de la viscosité réduit
lesfluctuations de la vitesse tangentielle parallele a la paroi, tandis que le blocage cinématique
causel'atténuation des fluctuations normales.Dans la partie extérieure de la région proche de la
paroi, la turbulence augmenterapidement a cause de la production de I'énergie cinétique
turbulente due aux forts gradients desvitesses moyennes. Le modéle k-g est principalement
valide pour les régions centrales desécoulements. Il a été trouvé que la région proche de la
paroi peut étre subdivisée en troiscouches :

v' La couche inférieure, dite sous couche visqueuse, ou I'écoulement y est laminaire et
laviscosité moléculaire joue un réle dominant.

v' La couche extérieure est complétement turbulente.

v' Entre ces deux couches, il y'a une couche transitoire ou il n'y a pas domination de l'un
deseffets par rapport a l'autre.

Il existe deux approches pour modéliser I'écoulement prés des parois (figure 111.1) :
L'une sebase sur des formules semi empiriques dites fonctions de paroi pour lier la couche
compléetement turbulente et la paroi sans tenir compte des autres couches. L'autre consiste
raffiner le maillage de telle sorte que la distance entre le premier nceud et la paroi soit

inférieurea I'épaisseur de la sous couche visqueuse.
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..

' L‘uun&[
proche
¢ I parnce

Figure 111.1 : Raffinement de la discrétisation pres des parois sous FLUENT

Région complétement
turbulente

111.2. DISCRETISATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

111.2.1. Présentation générale
En vue du passage d'un probléme exact (continu) au probleme approché (discret), on

dispose de plusieurs techniques concurrentes et complémentaires : les différences finies,
leséléments finis et les volumes finis. Chacune de ces trois méthodes correspond a une
formulationdifférente des équations de la physique :

e Equilibre des forces en chaque point pour les différences finies.

e Minimisation de I'énergie ou principe des travaux virtuels pour les éléments finis.

e Loide conservation et calcul des flux pour la méthode des volumes finis.

e Examinons rapidement les avantages et les inconvénients de chacune de ces trois

méthodes.

« Différences finies
La méthode des différences finies consiste a remplacer les dérivées apparaissant dans le
probleme continu par des différences divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles de la

fonction en un nombre fini de points discrets ou nceuds du maillage.

Avantages : grande simplicité d'écriture et faible cout de calcul.
Inconvénients : Limitation de la géométrie des domaines de calculs, difficultés de prise en

compte des conditions aux limites portant sur les dérivées ou les gradients de I'inconnue et

29
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engénéral absence de résultats de majoration d'erreurs.
e Eléments finis

La méthode des éléments finis consiste a approcher, dans un sous-espace de dimension
finie, un probléeme écrit sous forme vibrationnelle (comme minimisation de I'énergie, en
général)
dans un espace de dimension infinie. La solution approchée est dans ce cas une fonction
déterminée par un nombre fini de parametres comme, par exemple, ses valeurs en certains

points(les nceuds du maillage).

Avantages : Traitement possible de géométries complexes, d’extermination plus naturelle des
conditionsaux limites, possibilité de démonstrations mathématiques de convergence et de
majoration d'erreurs.

Inconvénients : Complexité de mise en ceuvre et cout en temps de calcul et en mémoire.

« VVolumes finis

La méthode des volumes finis intégré, sur des volumes élémentaires de forme simple,
leséquations écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle
desapproximations discrétes conservatives et est donc particulierement bien adaptée aux
équationsde la mécanique des fluides : équation de conservation de la masse, équation de
conservation de
la quantité de mouvement, équation de conservation de I'énergie.

Sa mise en ceuvre est simple si les volumes élémentaires sont des rectangles (ou des
parallélépipédes rectangles en dimension 3). Cependant la méthode des volumes finis permet
dutiliser des volumes élémentaires de forme quelconque, donc de traiter des géométries
complexes, ce qui est un avantage sur les différences finies. Il existe une grande variété de
méthodes selon le choix de la géométrie des volumes élémentaires et des formules de calcul

desflux. Par contre, on dispose de peu de résultats théoriques de convergence.
111.2.2. Méthode des volumes finis

111.2.2.1. Probléme de diffusion

Considérons un probléme de transport de la variable :
div(l'grad @) +Sg, =0 (111.16)
La clé de la méthode des volumes finis réside dans I'application du théoréme de la

divergenceou théoreme D'OSTROGRADSKI, qui permet de changer une intégrale de volume
en intégralede surface.

——
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f (rgrad CD)dv+f Sq)dv:f n.(]]"gradCD)dA+f Se =0 (1n.17)
cv cv A

cv

A : surface enveloppant le volume de contréle CV.

('n) : vecteur unitaire.

Limite du volume de contréle neeud

\W P.AE
AT @ - @ O ®o—|—0
W e

Volume de controle

¢ Etape 1 : maillage
Figure 111.2 : Discrétisation en volume élémentaire

La valeur ded aux frontiéres (A) et ( B) est maintenue constante.

La premiere étape dans cette méthode consiste a diviser le domaine de calcul en un
nombre fini et discret de volume de contrdle. On dit qu'on génére un maillage. L'opération
consiste a subdiviser le domaine de calcul (Ligne AB) en un certain nombre de segments
(Volume de contrdle). Le centre de chaque volume est placé exactement au milieu du
segment correspondant. Il est commode de s'arranger pour que les facettes des nceuds de
frontieres coincident exactement avec les frontiéres du domaine de calcul. Dans le cas de la

figure ci-dessous le domaine de calcul est divisé en cing volumes de contrdles.

« Systeme de notation

AX.” . ﬂXﬂ

< Qg
o @------
o

m
m

o Rt

AX

——
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Figure 111.3 : Discrétisation en volume de contréle
« Etape 2 : discrétisation
L'intégration de I'équation (111.16) sur le volume de contréle de centre P donne :

d

]l"dcbd .
Avdx( dx) Y

Sdv = ]]_‘AdCD ]I'Adcp + SAV = 0(ll11.18
V_( dx)e_( dx)W =0(1ll. 18)

Av

Interprétation : (principe de conservation)
Flux diffusif ded sortant de la facette e
Flux diffusif ded entrent par la facette w
Production de @ dans le CV.

Dans le cas général ou le coefficient de diffusivité n'est pas constant ses valeurs sur
les facettes "w" et " e " du volume de contr6le CV seront exprimées en fonction des valeurs

aux points nodaux P, W et E par :
l,=—F—7——;Ty=—7— (111.19)

Pour simplifier I'exposé nous allons utiliser un maillage uniforme AX, = AX,, = AXet
appliquer un schéma centré d'ordre deux pour remplacer les dérivés premiers sur les facettes

duvolume de controle.

do\ Dy — Dy
([rAd—X> =T,.A, (T) (111.20)

e

do\ Dp — Dy
(H‘Ad—x>w = Ty Ay (T) (111 21)

Généralement le terme source (S) peut aussi dépendre de la fonction (@) elle-méme.

Dansune telle situation nous écrirons :

SAV =S, + Spdp (1.22)

En substituant les équations (111.19), (111.20), (111.21) et (111.22) dans (I11.18), nous

obtenons :

——
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P — Dp Op — Dy
e Ae (=) = T (=) + (50 + So09)
=0

(111. 23)

Et apres arrangement :
apq)p = aw¢w+aEq)E +Su (|“24)
Avec :

Ty

aW AXAw,aEzﬁAe,ap:aw'FaE_Sp (|“25)

L'équation (111.33) sera construite pour tous les volumes de contrdles du domaine de
calcul.En vue d'incorporer les conditions aux limites, un traitement spécial sera réserve
auxvolumes de frontieres. Le systéme d'équations résultant sera un systéme d'équations
algébriques linéaires comportant autant d'inconnus que d'équations. La distribution discrete
de la variable sur le domaine de calcul peut étre obtenue par inversion de la matrice du
systéme.

Cependant, cette méthode nest quasiment jamais utilisée pour la simple raison qu’est
tres colteuse en mémoire de stockage. Les méthodes itératives (par exemple : Gauss
Seidel)sont plus efficaces dans ce cas. Dans un calcul itératif il faut aussi définir un critére

deconvergence pour pouvoir arréter les calculs a un moment donné.

* Critére de convergence
A partir de I'équation (111.20) nous pouvons écrire une expression du résidu pour

estimer la satisfaction éventuelle de I'équation :
R = Z ensemble des volumes |lay Py + ag P +Sp — apP|
lr

R : représente le résidu des calculs et possede par conséquent l'unité de I'équation
différentiel I’intégrée. Pour avoir une idée précise sur la convergence des calculs, il faut

contréler la valeur normalisée du résidu ou F représente le flux total.

111.2.2.2. Algorithmede calculpour le couplagepression-vitesse

Le probléemeprincipaldes équations de Navier Stokes enincompressibles est qu'il
n'existepasd'équationpour lapression,séparée de celle de laquantitédemouvement. De
pluslavérificationdel'’équationdecontinuitén'estpasgarantiepour un champdevitessequi Veérifie

I'équation dequantitéde mouvement.

——
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Pour les solutions stationnaires, on utilisesouventune méthodeinstationnaire avec un pas
de temps élevé pour obtenir une solution stationnaire. On utilise en général des
méthodesimplicites, c’est-a-
direpourlesquelleslechampdevitesseq, 7+ 1estunefonctionalafoisdedonnéesautemps(n)etdedonn
éesautemps(n+1).Ellessontplusrapidesquelesméthodesexplicites.

L'algorithme couramment utilisé pour effectuer l'avancementen tempsest appelé
SIMPLE« Semi-ImplicitMethodforPressureLinkedEquation,en1984».1Ines'agitpasd'une
méthodeimplicitepurequiconsisteaeffectuerdesinversionsdematrices,maisd'uneméthode
deprojection-correction,danslaquelleonestimelasolutionpardesquantitésintermédiaires, puis on
les corrigeafinquellesvérifientbienladivergencenulle,etainsi desuitejusqu'aceque lescorrections
appliquéestendentverszéro.lls'agitd'untraitementpseudo-instationnairedes équationspour
convergerversunesolutionstationnaire.Lesétapessontles
suivantes:au départon connaitre uj* et P, au temps T,

v On résout de maniere itérative les équations de quantité de mouvement linéarisées et

onobtient un champ intermédiaireu™ = u** + u'

v" On introduit une correction de pression telle queP™ = P™~1+ P*. On résout I'équation

pour une correction de la pression p'.

v On corrige la pressionP,et la vitesseuqui  satisfait la  continui
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