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Résumé

Résumé

A travers cette étude, une simple théorie de la déformation du cisaillement du premier
ordre est développée pour analyser le comportement statique et vibratoire des plaques
composites stratifiées. Contrairement a la premiere théorie de déformation du cisaillement
transversal du premier ordre FSDT a cing inconnus, la présente nouvelle théorie ne contient
gue quatre inconnus et a de fortes similitudes avec la théorie classique de la plaque dans de
nombreux aspects tels que les équations de mouvement, les conditions aux limites et les
expressions des contraintes résultantes. Les équations de mouvement et les conditions aux
limites sont dérivées du principe d’Hamilton. Des solutions analytiques des stratifiés
antisymétriques simplement appuyés a plis croises et équilibrés, sont obtenues et les résultats
sont comparés avec les solutions exactes d’¢lasticité tridimensionnelle (3D) et celles prédites
par les théories existantes dans la littérature. Les études de comparaison montrent que cette
nouvelle théorie de la déformation du cisaillement de premier ordre peut atteindre la méme
précision de la théorie existante de déformation du cisaillement de premier ordre qui a plus de

nombre d'inconnues.

Mots clés: Plaque composite stratifié, Théorie FSDT, Flexion, Vibration libre.
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Abstract

Abstract

Through this study, a simple theory of first order shear deformation is developed to
analyze the static and vibrational behavior of composite laminated plates. In contrast to the
first five-unknown FSDT first-order transverse shear deformation theory, this new theory
contains only four unknowns and has strong similarities to classical plate theory in many
aspects such as motion equations, The boundary conditions and the expressions of the
resulting stresses. The equations of motion and the boundary conditions are derived from the
Hamilton principle. Analytical solutions of simple antisymmetric laminates with crossed and
balanced folds are obtained and the results are compared with the exact three-dimensional
(3D) elasticity solutions and those predicted by existing theories in the literature. Comparison
studies show that this new theory of first-order shear deformation can reach the same
accuracy of the existing theory of first-order shear deformation that has more number of

unknownes.

Key words: Laminated composite plate, FSDT theory, beding, Free vibration.
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Introduction générale

Les plaques composites stratifiées sont largement utilisées dans les applications
aerospatiales, automobiles, marines et autres applications structurelles en raison de
caractéristiques avantageuses telles que le rapport élevé de la rigidité et de la résistance par
rapport au poids et un faible colt de maintenance. En collaboration avec l'augmentation de
I'application du stratifié dans les structures d'ingénierie, une variété de théories des plaques
stratifiées ont été développées pour prédire son comportement. Plusieurs travaux plus récents
sur le développement de théories des stratifiés ont été proposes par Ghugal et al. [1] et
Khandan et al. [2]. Ces théories peuvent étre classées comme des théories a approche
monocouche équivalente « Equivalent Single Layer ESL » et a approche par couche « Layer-
wise LW ». Les théories de I'ESL peuvent étre divisées en trois catégories principales: la
théorie classique des plaques (CPT), la théorie de la déformation du cisaillement de premier

ordre (FSDT) et les théories de deformation du cisaillement d'ordre supérieur (HSDT).

La théorie classique ignore les effets de déformation du cisaillement et fournit des
résultats raisonnables pour les plaques stratifiées minces. Cependant, il sous-estime la fleche
et surestime la charge de flambement et la fréquence des plaques stratifiées moyennement
épaisses ou épaisses ou les effets de déformation du cisaillement sont plus prononceés [3-5]. La
FSDT proposé par Reissner [6] et Mindlin [7] explique les effets de déformation du
cisaillement par la variation linéaire des déplacements dans le plan médian a travers
I'épaisseur. Etant donné que la FSDT viole les conditions d'équilibre sur les surfaces
supérieure et inférieure de la plaque, un facteur de correction de cisaillement est nécessaire
pour compenser la différence entre I'état de contrainte réel et I'état de contrainte constant
supposé [8-14]. Les théories d’ordre élevé HSDT tiennent compte les effets de déformation
du cisaillement par des variations d'ordre supérieur des déplacements dans le plan ou a la fois
des déplacements dans le plan et transversal a travers I'épaisseur et remplissent les conditions
d'équilibre sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque sans exigence d’un facteur de
correction de cisaillement. Par exemple, Reddy [15] a développé une théorie de la
déformation du cisaillement du troisiéme ordre (TSDT) avec des variations cubiques des
déplacements dans le plan. Xiang et al. [16] a proposé une théorie de déformation du
cisaillement d’ordre élevé dans laquelle la théorie de Reddy apparait comme un cas

spécifique. Kant et Pandya [17], Kant et Mallikarjuna [18] et Kant et Khare [19] ont présenté

|1
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des théories HSDT avec des variations cubiques des déplacements dans le plan comme dans
le cas du TSDT de Reddy [20], mais contiennent plus de nombre d'inconnus que le TSDT.
Pour tenir compte de l'effet d'étirement de I'épaisseur, c’est-a-dire (e:#0), Lo et al. [21] et
Kant et al. [22] ont présenté des théories HSDT dans lesquels les déplacements dans le plan et
transversal sont considérés comme des variations cubiques et paraboliques, respectivement a
travers I'épaisseur. Dans le cadre de l'utilisation des fonctions polynomiales dans les travaux
susmentionnés, les fonctions trigonométriques sont également utilisées dans le développement
de la théorie d’ordre élevé. Par exemple, Touratier [23], Zenkour [24] et Ferreira et al. [25]
ont utilisé des fonctions sinusoidales pour les déplacements dans le plan, tandis que Ferreira et
al. [26] ont utilisé des fonctions sinusoidales pour les déplacements dans le plan et transversal.
L'utilisation de fonctions hyperboliques pour les déplacements dans le plan est d'abord
proposée par Soldatos [27] et plus tard adoptée par Xiang et al. [28], Akavci [29], et Grover et
al. [30]. Karama et al. [31] et Aydogdu [32] ont adopté des fonctions exponentielles pour les
déplacements dans le plan. Plus récemment, Mantari et al. [33-35] a proposé l'utilisation de
fonctions trigonométriques. Il convient de noter que certaines théories HSDT mentionnées
nécessitent plus du temps de calcul en raison d'inconnues supplémentaires introduites dans la
théorie, comme par exemple, les théories citées aux références [17, 18] avec sept inconnues,
référence [19] avec neuf inconnues et les références [21, 22] avec 11 inconnus. Bien que
certaines HSDT connus emploient cing inconnus comme dans le cas de la FSDT, par exemple
les théories proposées par Touratier [23], Ferreira [26] et Soldatos [27], leurs équations de
mouvement sont beaucoup plus compliquées que celles de FSDT. Ainsi, il existe des besoins

pour le développement de la théorie de déformation du cisaillement, qui est simple a utiliser.

Dans ce présent travail, une simple théorie de déformation du cisaillement du premier
ordre, récemment développé par Thai et Choi [36] pour les plaques en matériaux a gradient de
propriétés, est évalué dans cette étude pour analyse le comportement des plaques composites
stratifiées. Contrairement a la FSDT existante, celle présentée par Thai et Choi [36] ne
contient que quatre inconnus et a de fortes similitudes avec la théorie classique CPT dans de
nombreux aspects tels que les équations de mouvement, les conditions aux limites et les
expressions des contraintes resultantes. La partition du déplacement transversal dans les
parties de flexion et de cisaillement conduit a une réduction du nombre d'inconnues et
d'équations, ce qui rend la théorie simple a utiliser. Les équations de mouvement et les

conditions aux limites sont dérivées du principe d’Hamilton. On obtient les solutions des
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plaques stratifiées antisymétriques simplement appuyées a séquences d’empilement croisé et
équilibré, néanmoins les résultats obtenus sont comparés aux solutions existantes dans la

littérature.

D’une manicre générale, la démarche suivie dans ce mémoire s'inscrit dans le cadre
d’une étude et analyse du comportement statique et vibratoire des plaques en matériaux
composites stratifiés en utilisant une nouvelle théorie de déformation du cisaillement du

premier ordre.

Aprés une introduction génerale sur le sujet, vient la premiére partie composée de quatre
chapitres, dans le premier nous présentons Généralités sur les matériaux composites. Quand
on deuxiéme chapitre est consacré au Théorie des plaques composites stratifiées. Dans le
chapitre trois, nous avons mis Etude du comportement de flexion et vibratoire des plaques
composites stratifiées. Et en fin dans le quatrieme et le dernier chapitre nous terminerons

Résultats et discussions.

Nous terminerons avec une conclusion générale qui débouchera sur des

recommandations futures de ce théme de travail.
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Chapitre |

Généralités sur les matériaux composites

I.1. Introduction

Dans ce chapitre on va définir les matériaux composites par leurs constitutions, leurs
propriétés et de leurs structures. Vue la variété de ces matériaux, Les matériaux composites
disposent d'atouts importants par rapport aux matériaux traditionnels. lls apportent de
nombreux avantages fonctionnels : l1égéreté, résistance mécanique et chimique, maintenance
réduite, liberté de formes. lls permettent d'augmenter la durée de vie de certains équipements
grace a leurs propriétés mécaniques et chimiques. lls contribuent au renforcement de la
sécurité grace a une meilleure tenue aux chocs et au feu. lls offrent une meilleure isolation
thermique ou phonique et, pour certains d'entre eux, une bonne isolation électrique. lls
enrichissent aussi les possibilités de conception en permettant d'alléger des structures et de
réaliser des formes complexes, aptes a remplir plusieurs fonctions. Dans chacun des marcheés
d'application (automobile, batiment, électricité, équipements industriels,...), ces performances

remarquables sont a l'origine de solutions technologiques innovantes.

1.2. Définition

D’apres (Berthelot) « un matériau composite est constitué¢ de I’assemblage d’au moins
des matériaux non miscibles et de nature différente, se complétant et permettant d’aboutir a un
matériau dont I’ensemble des performances est supérieur a celui des composants pris
séparément ».

Un matériau composite est constitué d’une ou plusieurs phases discontinues reparties
dans une phase continue. La phase continue est appelée la matrice qui est généralement une
matiere polymere (résine thermoplastique ou thermodurcissable) qui assure la cohésion de la
structure et la retransmission des efforts vers la phase discontinue qui présente usuellement
des propriétés des matériaux mécanique (rigidités et résistance) supérieures a celle de la
matrice et est notée renfort. Les propriétés des matériaux le constituant, de la distribution
géométrique des renforts, du taux volumique de renfort, de la nature des interfaces

renforts/matrice, du procédé de fabrication.
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1.3. Les Constituants des matériaux composites

Dans cette section les différents matériaux utilisés pour les matrices et les renforts sont
présentés dans les ouvrages de Bahia et les Berthelot il convient de noter que tous les types de
matériaux ne peuvent étre associés et que la qualité de I’adhésion entre la matrice et les

renforts est un point essentiel dans le choix des constituants.

Renfort Matrice

I e

Composite

T

Charges Et Additifs

Figure 1.1 : Constituants d’un composite.

1.3.1. Matrice

Dans un composite, la matrice représente la matiére solide qui sert principalement a lier
les renforts pour former une masse compacte, répartir les efforts et protéger les fibres contre
la dégradation mécanique et les environnements défavorables comme les produits chimiques
et I'humidité. Les matrices a base polymere peuvent étre décomposées en deux grandes
catégories : les matrices thermoplastiques et les matrices thermodurcissables. La résine
thermodurcissable est a la base un polymeére transformé en un produit infusible et insoluble
aprés un traitement thermique ou un traitement physico-chimique. Par contre, les résines
thermoplastiques sont transformées sans réaction chimique mais en les ramollissant
alternativement par chauffage et ensuite elles durcissent par refroidissement dans un intervalle
de température spécifique. Les résines thermodurcissables sont les plus utilisées dans
I’industrie des composites hautes performances grace a leurs propriétés mécaniques €levées et
leur viscosité qui est inférieure a celle des thermoplastiques ce qui favorise mieux de combler

les espaces vides entre les fibres.

1.3.1.1. Les différentes matrices
Les matrices peuvent étres décomposées en quartes catégories en fonction du besoin

industriel :
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e Les matrices thermodurcissables;
e La matrice thermoplastique;
e | es matrices thermostables;

o Les matrices métalliques et céramiques.

Matrice

! '

[ Organiques [ Minérales

| I
v v v v

[ Thermodurcissables [ Elastomeres [ Céramique [ Meétalliques

[ Elastomeéres

Figure 1.2 : Différentes Matrices.

1. Matrices Organiques

Un trés grand nombre, de matériau plastique peut étre utilisé comme matrice dans les
matériaux composites. Elles peuvent aussi bien appartenir a la famille des résines
« Thermodurcissables » qu’a celles des résines « Thermoplastiques ».

Parmi ces familles de résines, on distingue deux types de résines qui sont, actuellement,

les plus utilisées:

1.1. Les résines thermodurcissables
Les principales résines thermodurcissables utilisées dans la mise en ceuvre des
matériaux composites sont par ordre décroissant en tonnage :
e les résines polyesters insaturées : polyesters condensés, vinylesters, dérivés
allyliques, etc.
¢ les résines de condensation : phénoliques, aminoplastes, furaniques (peu utilisées en
France), etc.

e les résines époxydes.
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1.1.1. Les résines polyesters

Les résines polyesters insaturées viennent de tres loin en téte dans la mise en ceuvre des
matériaux composites. Leur développement est le résultat :

e d'un faible colt de production,

e de leur diversité offrant de multiples possibilités,

e d'une adaptation a des procédés de fabrication faciles a mettre en ccuvre et a

automatiser.

D'ou un développement industriel sans cesse croissant.

Suivant leur module d'élasticité, les résines polyesters sont classées en : résines souples,
résines semi-rigides et résines rigides. Les resines habituellement utilisées dans la mise en
ceuvre des matériaux composites sont du type rigide, et nous retiendrons pour ces résines

durcies les caractéristiques suivantes :

Caractéristiques mécaniques valeurs
Masse volumique 1 200Kg/m?
Module d’élasticité en traction 2.823.5Gpa
Module d’élasticité en flexion 3a4.5Gpa
Contrainte a la rupture en traction 50280 Gpa
Contrainte a la rupture en flexion 90 a 130 Gpa
Allongement a la rupture en traction 2a5%
Allongement a la rupture en flexion 7a9%
Résistance en compression 90 a 200 Mpa
Résistance au cisaillement 10 a 20 Mpa

Température de fléchissement sous charge (1.8 MPa) 60 a 100 °C

Tableau 1.1 : Les caractéristiques des résines polyesters.

1.1.2. Les résines de condensation
Les résines de condensation comportent les résines phénoliques, les aminoplastes et les

résines furaniques.

1.1.3. Les résines phénoliques

Sont les plus anciennes des résines thermodurcissables utilisées dans les applications
nécessitent des propriétés de tenue au feu imposées par les normes dans les transports civils.
Elles présentent 1’inconvénient d’étre peu résistant aux sollicitations. Les caractéristiques de

ces résines sont résumées dans le tableau ci-aprés :
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Caractéristiques mécaniques valeurs
Masse volumique 1 200Kg/m?
Module d’élasticité en traction 3Gpa
Contrainte a la rupture en traction 40 80 Mpa
Allongement a la rupture en traction 5.5%
Résistance en compression 250 Mpa
Température de fléchissement sous charge 120 °C

Tableau 1.2 : Les caractéristiques des résines phénoliques.

1.1.4. Les résines époxydes

Les résines les plus utilisées apres les résines polyesters insaturées sont les résines
époxydes. Elles ne représentent cependant que de l'ordre de 5 % du marché composite, a
cause de leur prix élevé (de I'ordre de cing fois plus que celui des résines polyesters).

Les résines époxydes conduisent donc & un ensemble de performances élevées.
Toutefois, pour bénéficier reellement de ces performances, il est nécessaire d'avoir des durées
de transformation et surtout de recuisons tres longues (de plusieurs heures a plusieurs dizaines
d'heures), a des températures relativement élevées (50 a 100 °C).

Parmi les avantages des résines époxydes, nous retiendrons :

e de bonnes propriétés mécaniques (en traction, flexion, compression, choc, fluage,

etc.) supérieures a celles des polyesters,

e une bonne tenue aux températures élevées : jusqu'a 150 °C a 190 °C en continu,

¢ une excellente résistance chimique,

e un faible retrait au moulage (de 0,5 a 1 %),

e une tres bonne mouillabilité des renforts,

une excellente adhérence aux matériaux métalliques.
Parmi les inconvénients, nous citerons :
e un temps de polymérisation long,
e un codt élevé,
e la nécessité de prendre des précautions lors de la mise en ceuvre,

e une sensibilité a la fissuration.
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1.2. Les résines thermoplastiques

La famille des résines thermoplastiques (on parle de plastiques) est trés vaste, et peut
étre séparée en plastiques de grande diffusion et plastiques techniques(ou techno polymeres).

Les plastiques de grande diffusion sont mis en ceuvre soit par injection pour obtenir des
objets moulés, soit par extrusion pour obtenir des films, des plaques, des tubes, des profilés,
etc. Les plastiques techniques sont généralement mis en ceuvre par injection.

Parmi les résines thermoplastiques, nous citerons : le polychlorure de vinyle (PVC), le
polyéthylene, le polypropylene, le polystyrene, le polyamide, le polycarbonate, etc. L'interét
des thermoplastiques réside dans leur faible codt, résultant a la fois de matiéres premieres
disponibles et des procédés de fabrication (injection, extrusion). Toutefois, ce faible colt est

lié a des propriétés mécaniques et thermomécaniques faibles.

1.3. Les résines élastomeéres

Les résines élastomere se distinguent des autres résines, précédemment considérées,
essentiellement par leurs performances thermiques qui conservent leurs propriétés mecaniques
pour des températures plus élevées que 200°C. Dans la pratique nous retrouvons pour ces
résines les deux grandes familles des résines thermoplastiques et thermodurcissables.

Les résines thermostables sont développées surtout dans les domaines de l'aviation et de
I'espace, ou les laboratoires cherchent a mettre au point de nouvelles résines. Parmi les résines
thermostables, les résines bismaléimides et polyamides sont les plus utilisées. Les résines
bismaléimides sont des résines dont le réseau est élaboré a des températures de 180 a 200°C.
Les procédés de moulage sont identiques a ceux des composites a matrice thermodurcissable
de type polyester ou époxyde. Les résines polyamides sont apparues sur le marché vers 1970.
Ce sont des résines a haute résistance thermique, mais de prix trés élevé. Ces résines
permettent d'obtenir des composites de résistance supérieure, a 250 °C, a la résistance de

I'aluminium.

2. Les matrices minérales
2.1. Les matrices métalliques

L’utilisation de matériaux composites a des températures supérieures a 3000°C interdit
pratiquement 1’'usage des matrices organiques et suppose donc que 1’élément de renforcement
soit noy¢ au sien d’une matrice métallique. Les plus employées sont les métaux légers et leurs

alliages en particulier I’aluminium, le titane et le nickel.
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2.2. Les matrices céramiques

Sont particulierement intéressantes en raison de leur caractére réfractaire. Elles sont
utilisées dans des piéces qui doivent subir sans dommage de tres hautes températures (tuiles
de protection thermique, braleurs). Le point faible des céramiques, a savoir leur trés faible
résistance a la rupture en traction, est partiellement masquée par I’insertion de fibres dans la
matrice. Les techniques de fabrication les plus courantes sont I’imprégnation en phase liquide
(SiC-SiC par exemple) ou le dépbt plasma (par exemple depdt de silicium puis nitruration a
I’aide d’un traitement sous azote a 1450°C, qui produit une augmentation de volume et

favorise la densification).

1.3.2. Renforts
Les renforts contribuent a améliorer la résistance mécanique et la rigidité des matériaux
Composites et se présentent sous forme filamentaire, allant de la particule de forme allongée
la fibre continue qui donne au matériau un effet directif.
IIs sont caractérisés par:
« la nature de la fibre, minérale ou organique,
* Dl’architecture du renfort, Unidirectionnel (UD) ou Tissu.

Les différents types de renforts sont cités dans 1’organigramme ci-dessous.

Renforts

v '

[ Organiques [ Minérales

v v

Polyesters r Aramides [ Minéraux Végétaux
|

v v v v

Céramiques Métalliques Bois Coton

Papier
| Verre | Carbone | Bore Jute

Figure 1.3: Principaux matériaux de renforts
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Les propriétés physiques et mécaniques sont fortement influencées par la nature des
fibres. La forme du renfort est fonction de ’application et du volume de piéces a réaliser, elle

permet de distinguer deux grandes familles.

1.3.2.1. Les fibres
Les fibres utilisées se présentent soit sous forme continues (fibres longues), soit sous
forme discontinues (fibres courtes).

Figure 1.4: Observation micrographique de fibres.

1.3.2.1.1. Renfort en fibres discontinues

Des fibres courtes, ou particules (charges sous forme de microbilles, de fibres broyées,
d’écailles ou de poudre), permettent d’améliorer certaines propriétés de la matrice (résistance
a ’usure, propriétés thermiques, poids). Celle-ci reste 1’élément de base et on obtient alors un

« polymere renforce ».

1.3.2.1.2. Renfort en fibres continu

Sous forme de fibres longues qui sont généralement utilisées pour des composites HP.
Cette forme fibreuse offre une résistance a la rupture et souvent un module d’élasticité
beaucoup plus élevée que ceux du méme matériau massif, avec une augmentation de la
longueur de 10000 fois, ou bien pour le méme volume, la surface est multiplié par 100 dans le
cas des fibres de verre, ces renforts ont le role d’assurer la bonne tenue mécanique des
composites et sont disposés au sein du matériau en fonction des propriétés recherchées. Pour
créer une structure résistante adaptée aux contraintes mécaniques, il existe plusieurs
architectures de renforts : unidirectionnelle (nappes ou rowing), bidirectionnelle (tissus ou

complexes 2D), tridimensionnelle (fibres orientées suivant trois directions).

11
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Hjsju)s

Taffetas Serge

Satin

Figure 1.5: Différentes formes de renforts continus.

Cas des renforts tissés, les tissus sont réalisés sur des métiers a tisser. Ils sont obtenus
par entrecroisement des meches selon deux directions perpendiculaires, chaine et trame. Ils

peuvent avoir différentes armures ; on distingue: la toile ou le taffetas, le serge et le satin.

e Unidirectionnels (1D) : Dans une nappe 1D, les fibres sont assemblées parallelement les
unes par rapport aux autres a l'aide d'une trame trés légere. Les tissus se composent de fils
de chaine et de trame perpendiculaires entres eux. Le mode d'entrecroisement ou armure
les caracterise.

e Toile ou taffetas: Chaque fil de chaine passe dessus puis chaque fil de trame, et
réciproquement. Le tissus présente une bonne planéité et une relative rigidité, mais est peu
deformable pour la mise en ceuvre. Les nombreux entrecroisements successifs générent un
embuvage important et réduisent les propriétés mécaniques.

e Serge : Chaque fil de chaine flotte au-dessus de plusieurs (n) fils de trame et chaque fil de
trame flotte au-dessus de (m) fils de chaine. Armure de plus grande souplesse que le
taffetas ayant une bonne densité de fils. Ci-dessous, un serge 2/2.

e Satin: Chaque fil de chaine flotte au-dessus de plusieurs (n-1) fils de trame et
réciproguement. Ces tissus ont des aspects differents de chaque cote. Ces tissus sont assez

souples et adaptés a la mise en forme de piéces a surfaces complexes. Ce type de tissus

|12
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présente une forte masse spécifique. L’armure contréle la rigidité du tissu ; on obtient
respectivement un tissu relativement rigide, souple et dense et trés souple et déformable. Il
est important de souligner la grande variété des renforts tissés. Par ailleurs, il est possible
de construire des tissus mixtes en utilisant des matériaux différents dans les directions
chaine et trame, ou des tissus hybrides en employant des fils de natures différentes dans la
méme direction, ce qui permet d’obtenir des tissus aux caractéristiques spécifiques dans
chaque direction Un tissu est dit équilibré lorsque les fils de chaine et de trame sont

identiques ou trés semblables et que le motif du tissage est symétrique .

1.3.2.2.1. Les classes des fibres
On peut Distinguer cing classes de fibre :

1. Les fibres de verre
Le terme fibres de verre désigne a la fois les fibres utilisées comme isolant thermique et

celles utilisees comme renforts associées a des matrices organiques pour donner des
composites. La principale application des fibres de verre textile est le renforcement des
plastiques. Cependant leur champ d’applications s’est élargi a d’autres matrices (ciment,

platre, bitume...) et a d’autres utilisations.
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Figure 1.6 : Fibre de verre.

2. Les fibres de carbone
La fibre de carbone est obtenue a partir de la pyrolyse d’une fibre organique appelée

précurseur. Les fibres de carbone se différencient par le taux de carbone plus ou moins élevé.
Ces fibres sont utilisées en tant que carbone pour les propriétés de cet élément et en tant que

fibre flexible et qui convient a toutes les formes de produits finis.

13
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Figure 1.7 : Fibre de carbone.

3. Fibre d’aramide

La fibre d'aramide est issue de la chimie des polyamides aromatiques. 1l est possible de
trouver deux types de fibres d'aramide de rigidités différentes :
3.1. La fibre basse module : utilisées pour les cables et les gilets pare-balles.

3.2. La fibre haute module : employées dans le renforcement pour les composites hautes

performances.
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Figure 1.8 : Fibre d’aramide.

4. Fibre de bore
Fibres de haut module et insensibles a I'oxydation a hautes températures, elles sont

obtenues par dépdt en phase gazeuse sur un substrat en tungsténe.

5. Fibre de silice

Elles sont produites comme le verre, par fusion, et sont essentiellement utilisées pour
leur haute tenue chimique et thermique dans les tuyeres pour moteur de fusée. Sont
actuellement les plus utilisées dans la construction de structures composites grace a un
excellent rapport performance-prix, une haute résistance aux agressions de produits

chimiques, une bonne résistance en tension et excellentes propriétés d’isolation.

14
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1.3.2.2.2. Caractéristiques mécaniques des fibres
Il existe différents types de fibres. Elles peuvent étre scindées en deux groupes, les
fibres a haut module et les fibres a haute résistance. Les fibres a haut module ont une

résistance faible et celles a forte résistance ont un module faible.

Renforts p(Kg/m®) of(MPa) of(MPa) E(GPa)

AS, 1800 3599 235
Ta00 1700 1.2 3654 231
IM, 0.88 1460

IM, 1800 5171 310
Kevlar 49 1440 25 3620 124
Verre E 2580 3.5 3450 69

Tableau 1.3 : Caractéristiques mécaniques des fibres.
1.3.3.1 Charge
1. Charges renforgates
L’objet de I'incorporation de charges renforcates est d’améliorer les caractéristiques
mécaniques de la résine. Ces charge peuvent étre classées suivant leur forme géométrique en :
e charges sphériques,

e Charges non sphériques.

2. Charges non renforcates
Les charges non renforcates ont pour role soit de démineur le cout des résines en
conservant les performances des résines, soit d’améliorer certaines propriétés des résines.
Parmi ces classes on trouve :
e Charges de faible cout,
e Charges ignifugeantes,
e Charges conductrices et antistatiques.
Les principales charges utilisées sont :
e microbille en (verre, carbone, époxyde, phénolique, polystyréne, etc. ...);
e des poudres ou paillettes métalliques : (cuivre, fer, aluminium, etc. ...);

o des particules de carbone (noir de carbone).

15
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1.3.3.2. Additifs
Les additifs se trouvent en faible quantités (quelques % et moins) et interviennent

comme .

Lubrifiants et agents de démoulage,

Pigments et colorants,

Agents anti-retrait,

Agents anti-ultraviolets.

1.3.3.3. Interface

L’interface renfort-matrice est souvent considérée comme une surface de contact, mais
ce n’est pas une surface au sens géométrique du terme. Elle assure la compatibilité renfort-
matrice et ’adhésion, en transmettant les contraintes de 1’un a 1’autre sans déplacement relatif
(interface). A cause de sa structure, l’interface peut étre considérée d’un point de vue
mécanique, comme un point faible du composite. Dans le transfert d’effort orienté¢ dans le
sens de I’axe de la fibre, I’interface est considérée comme une couche de cisaillement.
Lorsqu’ il n y a pas de décohésion interracial, le comportement est élastique: le cisaillement
interracial est linéairement proportionnel a la différence de déplacement entre la matrice et la

fibre au niveau de leurs parois.

/ Matrice

Fibres

'N'
e
e

Interface

Figure 1.9 : Présentation de I’interface, matrice et fibre.

I.5. Les structures des matériaux composites

La rigidit¢ D’un composite est conditionnée par le nombre et I’empilement des couches,
leur nature et leur séquence dépilement. Ils sont généralement sous forme de :

e Les monocouches,

e Les stratifiées,

e Les sandwiches.

16
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1.5.1. Les monocouches
Les monocouches représentent I'élément de base de la structure composite. Les
différents types de monocouches sont caractérisés par la forme du renfort : a fibres longues

(unidirectionnelles 1D, réparties aléatoirement), a fibres tissées, a fibres courtes.

7

Figure 1.10 : Composite monocouche.

1.5.2. Les stratifiées

Un stratifié¢ est constitu¢ de I’empilement de deux ou plusieurs couches (appelées
également plis) entreposées successivement, et se comportant comme une seule entité
structurale. Chaque couche est formée de fibres de faible section imprégnées de résine, et est
désignée par son orientation, qui est I’ange que fait la direction des fibres avec la direction de
référence (qui est généralement la direction des fibres unidirectionnelles orientées a 0°). La
séquence d’empilement du stratifié, désigne le nombre et [’orientation des couches
successives en parcourant le stratifi¢ d’une face a Dl’autre. Ainsi, un stratifi¢ est dit
unidirectionnel si, I’angle entre deux couches consécutives est nul, c'est-a-dire, toutes les
fibres sont alignées selon une seule direction. Par contre, un stratifié est multidirectionnel si
les couches successives, sont orientées les unes par rapport aux autres a des angles autres que
0° tel, les multidirectionnels [0/ +45/ -45/ 90/ 90/ +45/ -45/ 0]. On pourra avoir des stratifiés
de type :

Equilibré : stratifié comportant autant de couches orientées suivant la direction +6 que de
couches orientées suivant la direction -6.

Symétrique : stratifié comportant des couches disposées symétriquement par rapport a un plan
moyen, ayant la méme orientation des fibres.

Antisymetrique : stratifié comportant des couches ayant des orientations de fibres opposées
Orthogonal : stratifié comportant autant de couches a 0° que de couches a 90°.
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Figure 1.11 : Schéma d’un stratifié.

1.5.3. Les sandwichs

Les matériaux composites de types sandwichs sont principalement constitués de deux
composants Nommes :

e Peau;

e Noyau.

X Peaux
N\

Noyau

Figure 1.12 : Composite sandwichs.

Les propriétés de ce type de matériaux dépendent de celles du noyau et des peaux, de

leurs épaisseurs et des caracteéristiques de liaison entre elles.

1.5.3.1. Le noyau

Il existe un grand nombre de matériaux qui peuvent étre utilisé comme noyau. Ces
matériaux sont devisés en trois classes :

e Matériaux solide a faible densité : balsa et d’autres types de bois ;

e Matériaux a haute densité augmentés en forme cellulaire : nid d’abeilles ;

e Matériaux a haute densité augmentés sous la forme ondulée : feuilles ondulées.
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1.5.3.2. La peau

Une large variété de matériaux est utilisée comme peau, par exemple : les feuilles de
métaux comme 1’aluminium, le titane,...etc. Le choix des matériaux utilisés comme peau est
important du point de vue de I’environnement de travail, car la présente partie entre en contact

direct avec ce dernier.

1.6. Les avantages et les inconvénients des matériaux composites
Les matériaux composites sont aujourd’hui principalement utilises industriellement pour
différentes raisons dont voici une liste non exhaustive des avantages et inconvénients des

matériaux composites.

1.6.1. Au titre d’avantages

o lalégéreté ;

e larigidité ;

e une meilleure résistance a la fatigue ;

o liberté de formes ;

e maintenance réduite ;

e faible vieillissement sous I’action de ’humidité, de la chaleur, de la corrosion (sauf
alu carbone) ;

¢ insensibles aux produits chimiques sauf les décapants de peinture qui attaquent les
résines ;

e une bonne isolation électrique ;

o leur faible taux d'utilisation vient de leur codt ;

o la facilité de mise en ceuvre ;

e ainsi ils permettent de répondre a des besoins parfois contradictoires que les

matériaux classiques ne peuvent satisfaire.

1.6.2. Au titre des inconvénients
e plus sensibles a tous les impacts ;
e une petite faille peut engendrer de grosses deformations ;
¢ la détection de ces problémes est difficile, ce qui entraine une rigueur extréme dans
leur fabrication et leur assemblage ;
¢ la mise en ceuvre des réparations est beaucoup plus complexe ;

e faible module d’¢lasticité et donc probléme de stabilité ;
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¢ influence de temps et Température sur les propriétés mecaniques ;

o faible résistance au feu et a la chaleur Vieillissement.

Par conséquent, les matériaux composites sont actuellement trés utilises dans 1’industrie
et particulierement dans les domaines aérospatial et aéronautique, ou les gains de masse sur

structures sont stratégiques.

1.7. Applications des matériaux composites

Les matériaux composites disposent d'atouts importants par rapport aux matériaux
traditionnels. lls apportent de nombreux avantages fonctionnels : légérete, résistance
mécanique et chimique, maintenance réduite, liberté de formes. Ils permettent d'augmenter la
durée de vie de certains équipements grace a leurs propriétés mécaniques et chimiques. Ils
contribuent au renforcement de la sécurité grace a une meilleure tenue aux chocs et au feu. Ils
offrent une meilleure isolation thermique ou phonique et, pour certains d'entre eux, une bonne
isolation électrique. lls enrichissent aussi les possibilités de conception en permettant d'alléger
des structures et de realiser des formes complexes, aptes a remplir plusieurs fonctions. Dans
chacun des marchés dapplication (automobile, batiment, électricité, équipements
industriels,...), ces performances remarquables sont a l'origine de solutions technologiques
innovantes. Les matériaux composites offrent aux industriels des possibilités nouvelles
d’associer fonction, forme et matériaux, au sein de réalisations des matériaux et systeémes de
plus en plus performants et de mieux satisfaire des besoins parfois contradictoires (poids,

fonctions...) auxquels les matériaux homogénes classiques répondent difficilement.

1.8. Conclusion

Le but des producteurs des matériaux composites est de rivaliser et de surpasser les
métaux qui, de leur coté, ne cessent d’optimiser leurs propres caractéristiques. La variété des
matériaux composites et leur souplesse, qui permet de fabriquer ou de composer des
caractéristiques a la carte, rendent cet objectif acceptable. Pour atteindre ces objectifs, ce
secteur se développer par 1’innovation. Les composites trouvent leurs principales applications

dans le génie civil, le transport, 1’aérospatiale, etc.
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Chapitre 11

Théorie des plagues composites stratifiées

11.1. Introduction

La principale limitation de la théorie classique de love-Kirchhoff et que 1’on néglige les
effets dus aux efforts tranchants et a I’inertie de rotation, or dans la pratique les plaques ont
des épaisseurs significatives et il devient nécessaire de tenir compte de ces effets pour décrire
leur comportement dynamique. D’autre part, la théorie classique ne peut rendre compte des
problemes de contact incluant des plaques et des probléemes de plaques laminées.
Ces limitations ont conduit plusieurs auteurs a proposer des modeles plus raffinés. L’un des
premiers fut Reissner, suivi par Mindlin et par d’autre. Ces nouvelles théories sont
généralement obtenues a partir des équations de 1’élasticité tridimensionnelle soit par
intégration de ces eéquations sur 1’épaisseur, C'est-a-dire le long des fibres de la plaque, soit
par des hypotheses, sur les déplacements et les contraintes faites a 1’intérieure de la plaque.
Toutes ces théories découplent toujours les effets de flexion et de contrainte plane.

Nous présenterons dans ce chapitre la théorie classique des plaques stratifiées,
permettant de mettre leur champ de déplacement, de déformation et leur comportement,
ensuite nous décrivons selon une synthese historique récente, les fameuses tendances

concernant la formulation des différentes théories des plaques composites correspondantes.

11.2. Définition d’une plaque

Une plaque est un solide défini par une surface de référence plane (plan x, y) et par une
petite épaisseur (notée h(x, y)), par rapport aux autres dimensions, a savoir la longueur et la
largeur. Suivant ’ordre de grandeur de h par rapport aux autres dimensions, on introduit
I’adjectif mince au épaisse aux plaques et aux coques. Cependant, ce qualificatif n’implique
pas seulement une caractéristique géométrique, mais définit aussi un réle particulier des
déformations dites de cisaillement transversal (CT). Cette influence est d’autant plus
importante que les structures sont minces car 1’épaisseur h varie en sens inverse de I’influence

CT. La plaque peut étre constituée d’un matériau homogene.
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Figure 1.1 : Géométrie d'une plaque

11.3. Domaine d'utilisation

Le domaine de l'utilisation de plague est trés répandue dans tous les domaines, en
particulier dans le domaine du génie civil ou, on les utilise dans les constructions simples
(habitation) ou les ouvrages d'art et elle existe sous formes différentes, y compris les
circulaires et rectangulaires et d'autre formes selon la qualité de I'ouvrage, Comme celle-est

représenté dans les photos ci-dessous.

Figure 11.2 : Ouvrages d'arts pont et plaque circulaire.

11.4. Les différents types des matériaux

Les matériaux constituant les plaques ayant les mémes propriétés mécaniques dans
toutes les directions, alors la plaque est dite isotrope, par contre si les caractéristiques
mécaniques des matériaux constituants les plaques sont différentes dans 1’une des directions,

alors la plaque est dite anisotrope (orthotrope).
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11.4.1. Matériaux isotropes

Un matériau est isotrope si ses propriétés sont indépendantes du choix des axes de
référence. Les matériaux usuels (excepté le bois) répondent généralement a cette modélisation
établie a I'échelle macroscopique. Il n'existe alors pas de direction privilégiée, et la matrice de
rigidité (ou de souplesse) doit étre invariante dans tout changement de bases orthonormées.

L'application de cette propriété au matériau unidirectionnel conduit aux relations :
C, =C11;Cp=Cy,;Cs =11 2(C,,. Cy,) (1. 1)

Le nombre de constantes d'élasticité indépendantes est donc réduit & 2, et conduit a la

matrice de rigidité :

C, C, C, 0 0 0
O-xx C12 Cll C12 0 O 0 XX
%y C, C, Cy 0 0 0 W
%% _| o o o u=Cwe 0 0 ¢u (I1. 2)
7y 2 . e Yy
r 0 0 0 0 e 0 y
Xz 2 Xz
TXY o 0 O O Cll — C12 7xy
L 2 ]

11.4.2. Matériaux orthotropes
Sont des matériaux qui possédent 3 plans de symétrie orthogonaux, ces derniers ont les

mémes propriétés ou caractéristiques mécanique.

A

O O
6% 9%
50 0 ©

v

Figure 11.3 : matériau orthotrope.

Un matériau orthotrope posséde trois plans de symétrie, perpendiculaires deux a deux. Il
est a noter que I'existence de deux plans de symeétrie perpendiculaires implique I'existence du

troisieme : la forme de la matrice de rigidité est donc obtenue en ajoutant au matériau
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monoclinique un plan de symétrie perpendiculaire au précédent. L'invariance de la matrice

dans un changement de base effectué par symétrie par rapport a ce deuxiéme plan conduit a

une matrice de rigidité de la forme :

0 0 0 0
0 0 0 0

C11 ClZ C13 O

C12 C22 CZS 0

C13 C23 C33 O
O 0O 0 C,

O O O O o

C66_

(1. 3)

La matrice de souplesse a la méme forme. Le nombre de constantes d'élasticité

indépendantes est ramené a 9.

11.4.3. Matériaux transversalement isotropes

Un matériau isotrope transverse est un matériau orthotrope qui comporte un axe ou un

plan d'isotropie.

Les propriétés suivant les axes 2 et 3 sont identiques, donc :

sz = C33
ClZ = Cl3
Css = Cee

Le nombre de coefficients indépendants se réduit a 5 coefficients.

D’ou, la loi de comportement s'écrit :

Oy Ch Cp Cp 0
O-yy C12 C22 C23 O
(o Cp Cu Cyp 0
T, | o 0 0 Ca >
7'-)(Z O O O 0
) |0 0 0 0

o O O o

o O O o o

Et en fonction de la matrice de souplesse la loi de Hooke devient :

7/xy

(1. 4)

(1. 5)
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Exx Sii S Sy 0 0 0 |0«

£y S, S, S, 0 0 0 ||oy,

u | _ S, S, S, 0 0 0 ||o, (I1.6)
7y 0 0 0 2(S,,-S,;) O 0 (|7, '

¥ xz 0 0 0 0 S 0 || 7y

Yv) | O 0 0 0 0 Sge || Txy

Les propriétés du matériau unidirectionnel sont déterminées par 5 constantes d’¢€lasticité

indépendantes.

Figure 11.4 : matériau transversalement isotropes.

11.5. Modéles de structures multicouches

Une structure composite multicouche peut étre considérée comme un corps hétérogene
constitué d’un nombre fini de couches homogénes anisotropes collées. La caractéristique
géométrique d’une plaque est une épaisseur faible par rapport aux autres dimensions. La
modeélisation des structures multicouches modernes caractérisées par une forte anisotropie
(par exemple : faible rapport du module de cisaillement transverse de 1’ame par rapport au
module d’élasticité longitudinal des peaux dans le cas des structures sandwiches) exige des
théories raffinées qui prennent en compte une bonne description des cisaillements transverses.
Durant ces derniéres années, plusieurs modeéles bidimensionnels ont été développés pour la
modélisation des structures multicouches tenant compte des cisaillements transverses ou des
endommagements. Ils peuvent étre distingués en fonction du type d’approche adopté :

- Approche monocouche équivalente ESLM (Equivalent Single Layer models)
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- Approche par couche LW (Layer-wise)
- Approche développement asymptotique

11.5.1. Modeéles de stratifiés de type monocouche équivalente

Parmi les différentes classes de théories, 1’approche de monocouche équivalente est la
plus fréquemment utilisée. Celle-ci se base sur 1’idée de représenter un stratifié hétérogene
complexe par un seul lamina statiquement équivalent (homogénéisation), ce qui permet de
réduire le probléme d’¢lasticit¢é 3D complexe a un probléme 2D bien plus simple. Cette
approche pose donc I’hypothése que le champ de déplacement dans 1’épaisseur peut étre
considéré comme continu a travers 1’épaisseur de la structure multicouche. Ces théories sont
trés intéressantes dans I’étude des plaques et des coques, car celles-ci s’affranchissent ainsi de
la discrétisation dans la direction de 1’épaisseur, faisant ainsi ressortir le caractére
bidimensionnel de la structure. Cependant, en considérant une approximation du déplacement
unique dans toute 1’épaisseur du stratifi¢, cette classe de théories assure la continuité des
déformations entre les diverses strates, mais ne permet pas de modéliser la continuité des
contraintes aux interfaces des couches. Ainsi, les contraintes inter-laminaires ne peuvent
généralement pas étre déterminées avec précision a I’aide de ces seules méthodes, ce qui
implique donc souvent I’utilisation d’autres théories pour effectuer une correction a posteriori
des contraintes. Dans cette catégorie, on considére genéralement trois déclinaisons de cette

approche dans ce qui suit.

11.5.1.1. Théorie classique des plaques stratifiées (CLPT)

La théorie CLPT, qui est une généralisation aux stratifiés composites de la théorie
classique des plaques, se présente comme la plus simple des approches ESL. Cette théorie se
base sur les hypothéses de Kirchhoff-Love, selon lesquelles une droite normale au plan
moyen de la plaque reste perpendiculaire aprés déformation et gardera la méme longueur
(figure 11.5), ce qui revient a négliger les effets de déformation en cisaillement transverse.
Ainsi, la réponse d’une plaque stratifiée ne peut étre précis€ément déterminée avec cette
méthode que si la structure est tres mince et que les matériaux utilisés sont faiblement
orthotropes, cela veut dire que les couches sont composées de matériaux assez peu différents,
et possédent des modules de cisaillement transverse du méme ordre de grandeur que les autres
modules. Une autre condition pour que cette approche donne de bons résultats est que le
chargement et les conditions aux limites n'occasionnent que peu de flexion dans le stratifié.

Le champ de déplacement approché utilisé dans cette formulation est de la forme:
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u(x, Y Z): UO(X, y)_ ZWo,x(X' Y)'
V(X ¥,2) =y (X, y)— 2w, (X, ), (I1.7)
w(X, y,2)=Ww,(x, y)

Ou (u, v, w) représente le vecteur des déplacements, d’un point matériel de coordonnées
nominales (x, y, z), de méme (Uo, Vo, Wo) ce sont les déplacements du feuillet moyen. Le plan
principal de la plaque est le plan x-y et I’épaisseur h de cette derniére est orientée selon I’axe z
(avec z € [-h/2, h/2])

3]

Figure 11.5 : Cinématique de Love-Kirchhoff.

11.5.1.2. Théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT)

Dans la section précédente, nous avons montré que la théorie élémentaire permettait
uniquement d’analyser la dispersion des ondes a basses fréquences. Nous devons donc
employer une autre théorie si I’on veut pouvoir caractériser les ondes principales et
secondaires a des fréquences plus élevées. On peut donc utiliser la théorie FSDT proposée par
Whitney et al. [35] qui est une extension de la théorie du premier ordre proposée dans
Mindlin [36] pour étudier les ondes transversales et qui revoit I’hypothése (La section droite
de la plaque reste perpendiculaire au feuillet moyen) de la théorie élémentaire de Kirchhoff-
Love en tenant compte des déformations liées au cisaillement transverse, ainsi que des inerties
de rotation de section. Pour chacune de ces théories approchées, le matériau composite
stratifié est homogénéisé compleétement ; c’est pourquoi elles sont souvent désignées par le
terme de couche unique équivalente. Du fait de ces nouvelles hypothéses, le champ de

déplacement doit étre reformulé de la maniére suivante :
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u(x,y,2)=uy(x, y)+ 24, (x, y)
v(X, y,2)=vy(x, y)+28,(x, y). (I1.8)
w(x, y,z)=wo(x, y)

Avec: ¢, , ¢, representent les angles de rotation totale de la normale au plan moyen autour

des axes x et y, respectivement (figure 11.6), de tel sorte que : (11.9)
¢x :722 +W0,x’ ¢y :782 +W0,y

Oouy? , 7y, les déformations de cisaillement transverse mesurées sur le plan moyen.

t\]

Figure 11.6 : Cinématique de Reissner-Mindlin.

11.5.1.3. Théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

Cette classe de théories plus fines a pour base un développement du déplacement dans
I’épaisseur a I’ordre deux ou plus. Ces théories sont particulierement bien adaptées a la
modélisation du comportement des plaques ou coques épaisses, ou la déformation en
cisaillement transverse joue un grand role. La plupart des modéles basés sur cette approche ne
développent le champ de déplacement qu’au troisiéme ordre, représentant ainsi des
déformations en cisaillement transverse quadratiques dans 1’épaisseur. Le champ de

déplacement approché est pour le troisiéme ordre, de la forme :

V(x,y,2)=vo(x, y)+ 28, (x, y)+2%6,(x, y)+ ', (X, y), (I1. 10)

w(x,y,2)=Wo(x, y)
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Ou les variables @, , ¢, représentent les rotations des sections déformées autour des axes x et y
respectivement (termes du premier ordre), tandis que 8, , 8, symbolisent les termes du second

ordre (courbure) et w,, y, les termes du troisieme ordre (gauchissement des sections).

Cependant, 1’augmentation de I’ordre de I’approximation introduit des degrés de liberté
supplémentaires, ce qui alourdit passablement le probleme a résoudre. Afin de réduire la
complexité, de nombreuses hypotheses supplémentaires ont été formulées [37, 38]. Les
hypotheses les plus utilisées considérent que la plaque ou la coque est incompressible dans la
direction transverse et que la contrainte de cisaillement s’annule sur les peaux du stratifié [39]
(figure 11.7). La premiére hypothése entraine alors I’annulation des termes d’ordre deux dans
le développement du déplacement dans 1’épaisseur, tandis que la seconde hypothése permet
de relier le coefficient du terme cubique a celui du terme linéaire, ce qui réduit finalement le

probleme a un méme niveau de complexité que le modele FSDT (seulement cing inconnues

Uy, Vo, Wy, @, @,). La précision des rigidités de stratifié ainsi obtenues avec les méthodes

HSDT est nettement supérieure a celle trouvée a 1’aide des théories d’ordre inférieur et le
recours au facteur de correction de cisaillement n’est généralement pas nécessaire. Par contre,
comme toutes les théories ESLM basées sur une approximation du déplacement uniquement,
les contraintes inter-laminaires ne sont toujours pas continues a 1’interface entre les stratifiés,
méme si ces derniéres se rapprochent des contraintes réelles. Si d’un point de vue de la
précision en fonction de 1’effort de calcul, les théories du troisieme ordre simplifiées semblent
optimales, des modeles HSDT d’ordre plus ¢éleve restent bien plus précis dans le cas de

coques épaisses fortement orthotropes. Le développement de 1’équation (I1.10) est utilisé avec

I’annulation des termes du second ordre (8,, 8,), I’expression du champ de déplacement

devient :

u(x, y,2)=Ug(x, y)— 2w, (x, y)+ f(2)p7.(x, y),
V(X y,2)=Vo(%, y)— 2w , (X, y)+ F(2)yy (X, y) (I1. 11)
w(x, y,z)=wy(x,y)
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(&}

Figure 11.7 : Cinématique de la théorie d’ordre élevé.

f(z) Est une fonction de cisaillement transverse qui caractérise I’effet de gauchissement a
travers 1’épaisseur de la plaque stratifié, Il faut également noter que 1’expression de cette
fonction est variable selon les différentes théories existantes dans la littérature. A savoir que
f(z)=0 pour le cas de la théorie classique des plaques stratifiées, par contre f(z)=z au
titre de la théorie du premier ordre en cisaillement transverse.

Cependant, plusieurs fonctions de cisaillement ont été utilisées dans les modéles d'ordre
supérieur:

= L’approche d’ Ambartsumyan [40] donnée sous forme :

f(z):i[h—z—ﬁj (I1. 12)

24 3

= L’approche de Reissner [4] exprimée par :

f(z)zg{l—;‘—:;] (1. 13)

» L’approche de Reddy [13], La fonction de cisaillement transverse est de la forme

suivante :

f(z)= 2(1—4—22j (1. 14)

Dans le modéle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique et le
déplacement normal w est constant. Ce modele donne une bonne approximation pour les

contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution elastique tridimensionnelle. La
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distribution des contraintes de cisaillement transversal est parabolique suivant I'épaisseur. Les

conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

= [’approche de Touratier [21] avec :

f(z)=ﬂsin(ij (I1. 15)
/4 h

Touratier [21] propose le modéle sinus (SSDT) qui est différent des autres modéles
d’ordre supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction
trigonometrique sinusoidale est donc introduite pour modéeliser la répartition des contraintes

de cisaillement dans 1’épaisseur.

= Un modéle exponentiel de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé
(The exponential shear deformation plate theory ESDPT) développée par Karama et

al. [29] est obtenue en prenant :

f(z)= ze_z(%j (11. 16)

f(z)=za ", a=0 (11.17)

11.5.2. Approche par couche

Contrairement aux théories ESLM, les théories par-couche supposent des champs de
déplacement développés séparément d’une couche matérielle a ’autre (figure 11.8). Elles
consistent donc a fournir une représentation cinématiquement correcte de la déformation dans
les couches discretes stratifiées, et permettre la détermination exacte des contraintes aux
niveaux des plis.

En dépit du succes des modeles par-couche qui négligent la déformation normale
transverse [42], ces modéles ne sont pas capables de déterminer correctement les contraintes
inter-laminaires tout prés de discontinuités tels que les trous, bords libres en traction ...etc.

Dans la modélisation de ces effets locaux, l'inclusion de la déformation normale

transverse est importante pour deux raisons: premiérement, la contrainte normale transverse
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est une contrainte généralement significative dans ces régions, si ce n’est pas la dominante.
Deuxiemement, comme rapporté par Robbins et Reddy [43], les modéles par-couche qui
négligent la déformation normale transverse ne satisfont pas les conditions aux limites en
traction concernant les contraintes du cisaillement transverse au niveau des bords libres du
composite stratifie. Un examen des conditions aux limites naturelles pour les équations
différentielles de mouvement développées dans les références [44, 45] (pour le cas des
théories par-couche qui négligent la déformation normale transverse) révele que les
contraintes en cisaillement transverse satisfont les conditions aux limites en traction au bord
libre de la structure, dans le sens intégral uniquement et non pas dans le sens local (malgré le

niveau de raffinement suivant I'épaisseur).

D'une maniere générale, les modéles issus de I'approche par couche peuvent étre classés

en deux groupes :

= Les modeles couches discrétes ou chaque couche est considérée comme une plaque en
imposant les conditions de continuité en deplacements ou en contraintes aux

interfaces.

= Les modéles zig-zag ou la cinématique satisfait a priori les conditions de contact est

indépendante du nombre de couches.

Figure 11.8 : Description linéaire et non-linéaire suivant z des approches

monocouche équivalente et par-couche.
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11.5.3. Approche développement asymptotique

Le développement asymptotique est appliqué a des structures a priori peu épaisses ou le
rapport entre I'épaisseur et la plus grande dimension est petit. 1l est donc naturel d'envisager
un développement asymptotique suivant ce rapport. Ce développement intervient au niveau de

I'intégration des équations de I'élasticité (équations constitutives, équations de mouvements).

L'état caractérisant les déformations de la structure est donc constitué par la réunion des
parties respectivement situées a l'intérieur et aux frontiéres, ce qui explique le procedé
classique pour résoudre ce type de probleme, a savoir la construction d'intégrales dites
intérieures, qui correspondent a des solutions variant faiblement a I'intérieur du domaine, que
I'on estime déterminées avec une erreur asymptotique (trés petite). Un deuxiéme type
d'intégrales, a fortes variations, caractérisant la solution pres des bords (couche limite) est
également construit [45, 47, 48]. Le travail le plus complet et intéressant semble celui de
Ladeveze et Allix [49, 50]. Dans un premier temps, ils utilisent les résultats de la théorie
classique des plaques. Puis, au voisinage du bord, ils posent le probleme tridimensionnel de la
détermination des champs (contraintes et déplacements) correcteurs. Ce probleme est
décomposé en probleme bidimensionnels (couches limites perpendiculaires au bord). Ensuite,
on fait une approche mixte en contrainte-déplacement résolue par exemple, par des
développements en séries de Fourier. L'endommagement dans les couches et a la fois aux

interfaces sont pris en compte [51].

Les approches développement asymptotique ont la méme caractéristique a savoir qu'il
faut pour calculer un effet de bord, effectuer deux calculs : un de plaque, l'autre de correction
d'effet de bord. Ce deuxieme calcul résolu de fagon semi-analytique est limité a certains types

de conditions limites et est donc difficile a appliquer pour les cas généraux [51].
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11.6. Conclusion

Dans ce travail, on s'intéresse tout particuliérement aux pieces structurales réalisées en
composites stratifiés. Ces matériaux résultent de la mise en place de couches successives de
plis composites a base d'une matrice et de fibres longues. Typiquement, le recours a ce type
de conception se fait dans le domaine de I'aéronautique pour des éléments de fuselage des
aerostructures et aussi dans le domaine génie civil. A cet effet nous avons exposé dans ce
chapitre les relations qui existent entre les composantes de déformation et celles de
déplacement qui nous ont permis 1’obtention de 1’équation fondamentale de la théorie des
stratifiés. Cette théorie qui a pour but de simplifier le probleme de I'analyse du comportement
mécanique d'un stratifié en trois dimensions (X, y, z) en un probléme a deux dimensions (X, y).

La réduction du probléme est obtenue par intégration des contraintes suivant I'épaisseur
du stratifie. Cette intégration conduite a introduire les résultantes et moments. Par suite un
rapide survol des théories des stratifiés composites existantes, on peut constater que les
modeles analytiques des plaques stratifiées a savoir la théorie classique des plaques stratifiées
(CLPT), la théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) et la théorie de
déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT). Sa formulation est basée sur les
hypotheses de chaque théorie dans une approche bidimensionnelle d’élasticité suivie par les
équations cinématiques d’un point quelconque dans la plaque en fonction des déplacements

généralisés.
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Chapitre 111

Etude du comportement de flexion et vibratoire des plaques

composites stratifiées

I11.1. Introduction

Les problémes des vibrations des structures sont devenus 'une des préoccupations
actuelles dans plusieurs domaines (aéronautique, construction navale, automobile et le génie
civil). L’amortissement des vibrations est un facteur essentiel dans de nombreuseS
applications structurales. Dans le cas de structures composites, les mouvements vibratoires
sont a l'origine de nombreux problémes typiques pouvant conduire a la ruine de la structure,
tels que la résonance et la fatigue, a une limitation d'exploitation en raison d'un niveau de
bruit élevé ou d'une perturbation des performances de la structure par la présence de
vibrations indésirables. Basant sur la littérature décrite précédemment, il est clair que le
comportement vibratoire des plaques stratifiées en matériaux composites soumises a des
vibrations libres mérite bien d’étre étudié puisque aucune des solutions approximatives ou
exactes obtenues n’est couverte pas tous les états de frontiéres possibles, les facteurs
géométriques, les propriétés mécaniques de différents types des matériaux et les effets de
déformation de cisaillement sur les fréquences de vibrations. On conséquent, cette

insuffisance des informations nous a permis d’investir dans ce domaine.

I11.2. La théorie du premier ordre a quatre variables

La vibration libre des plaques composites stratifiées en utilisant la théorie du premier
ordre a quatre variables est un travail de recherche tres intéressant. La présente théorie
identifiée la distribution trigonométrique des contraintes de cisaillement transversales a
travers I'épaisseur de la plaque, et qui satisfait aux conditions aux limites des contraintes de
cisaillement nulles sur les bords libres de la plaque sans utiliser les facteurs de correction de
cisaillement. Les équations du mouvement sont dérivées de principe d’Hamilton. La méthode
de Navier est utilisée pour obtenir les solutions analytiques exactes des structures en plaques
composites stratifiees antisymétriqgues a empilements croisés et équilibrés. Des résultats
numériques obtenus a l'aide de la théorie actuelle sont comparés aux solutions d'élasticité en
trois dimensions et celles qui sont calculés a l'aide du premier ordre et les autres théories

d'ordre supérieur. On peut en conclure que la théorie proposée est non seulement précise mais
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également efficace pour analyser les fréquences naturelles des plaques composites stratifiées.

111.2.1. Configuration géométrique
Considérons une plaque rectangulaire d'épaisseur totale h composée de plusieurs
couches orthotropes n avec le systeme de coordonnées illustré sur la figure (111.1). En

supposant que chaque couche possede un plan de symétrie élastique paralléle au plan x — y .

b/2
b/z'
x
Z =
AN /// //
h = - Zpy
2 7 7 7 Tz,
Lyt
z, |
‘ X
Zj
h ' Z,
2 2 Z1
)

Fig.111.1 : Systéme de coordonnés et géométrie d’une plaque stratifiée.

111.2.2. Hypotheéses de base de la présente théorie
Les hypothéeses de la présente théorie d’ordre élevé (RPT) sont les suivantes :
» Les déplacements sont faibles en comparaison avec I'épaisseur de la plaque et par
conséquent, les déformations considérées sont infinitésimales.
* La composante du deplacement transversale (w) peut étre dissociée en deux termes, le

premier terme (w, ) peut signifier la partie de la fleche pure de la plaque, le second terme

(w, ) représente la fleche induit par I'effet de la déformation de cisaillement de la section

36



Chapitre III Etude du comportement de flexion et vibratoire des plaques
Composites stratifiées

transversale. Ces deux composantes sont en fonction des coordonnées x,y seulement et

s’écrivent comme suit ;
W(X,Y,2)=W,(X,y)+W,(X,y) (1. 1)

= La contrainte transversale normale o, est négligeable par rapport a des contraintes dans le
plan o, eto,
= Les deplacements u dans la direction x et v dans la direction (y) se composent d’un

déplacement en membrane, d’un déplacement en flexion et d’un déplacement di au

cisaillement. Les composantes des déplacements u et v dans les directions (x) et (y)

respectivement peuvent étre dissociées en trois termes :

U=Uy+U, (111. 2a)
V=V, +tV, (111. 2b)

Les premiéres composantes U, et V,représentent les deplacements en membrane. Les

deuxiémes composantes u, etv, sont les composantes de la fleche similaires aux déplacements

donnés par la théorie classique des plaques, les expressions de ces derniers sont données par

les formes suivantes :
Vv, =—z—> (1. 3)

111.2.3. Champ de déplacement

Dans cette étude, les hypothéses simplifiées sont basées sur le principe de la théorie
FSDT existante, seulement que dans la présente théorie le nombre des inconnues est réduit a
quatre variables.

L’ancien champ de déplacement de la FSDT existante est donné par :

U(X,y,2) =Uo (X, Y) + 29,
V(X,Y,2) =V, (X, Y) + 29, (1. 4)

wW(X,Y,2) =W, (X,Y)

OU (uq, Ve, Wy, @, Ly, ) sont cing fonctions de déplacement inconnues du plan médian de la

plaque; et h est I'épaisseur de la plaque. En devisant le déplacement transversal w en deux
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parties, flexion et cisaillement (c'est-a-direw =w, +w_) et ajouter une autre hypothese
exprimée par g, =—ow,/ox etp, =—ow, /oy, le nouveau champ de déplacement de la

présente théorie peut étre réécrite sous une forme plus simple tel que :

ow,
U(Xx,Vv,zZ)=U,(X, — 77—
(X, ¥,2) =U, (X, Y) P~

ow, (I11. 5)
VYD) = vy (x,y) -2

W(x,y,2) =W, (X, y) + W, (X, y)

De toute évidence, le champ de déplacement dans I'équation (111.5) contient seulement

quatre inconnues (u,,v,,w,,w,). En effet, I'idee de travailler avec un déplacement transversal

qui groupe deux composantes, de flexion et de cisaillement a été proposé au premier lieu par
Huffington [37], adopté plus tard par Krishna Murty [38], Senthilnathan et al. [39], Shimpi
[40], et récemment par Thai et Ses collégues [45-47]. 1l est a noter que Senjanovic et al.
[67,68] a également utilisé la méme hypothése que celle proposée dans le présent travail, mais
était en conjonction avec la théorie de Timoshenko. Les contraintes associées au champ de

déplacement dans I'équation (I11.5) sont:

ou, o*w,
ox ox?
‘. Ny o*w,
. oy = oy°
y 2
7/xy M 6U0 6V0_225 Wb
ay o oxoy (1. 6)
7/XZ aWs
%% ox
oW,
oy

111.2.4. Equations constitutives
En considérant I’hypothese que chaque couche possede un plan de symétrie élastique
parallele au plan (x, y), les équations constitutives pour des déformations non nulles peuvent

étre écrites comme :

O Q. Q, O 0 0 || &
o, Q, Q, O 0 0 ||e&
Xy = O O QGG 0 O yxy (“I 7)

(o2
Gyz O 0 O Q44 O 7/yz
e 0 0 0 0 QslVe
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Ou:(o,, o, T, Ty, Trx) EL(Ex, &, Viys Vy2r ¥2x) SONt les composantes des

contraintes et des déformations, respectivement. Les coefficients de rigidités Q; peuvent

étre exprimés en fonction des constantes d’ingénieur comme :

E,

_ Q _ V12E2 Q _ EZ
- 1 112 1N22 T
—Vi5Va

1_V12V21 1_V12V21

Qll
(I11. 8)

Qee = GlZ 'Q44 = st 'Q55 = Gl3

Etant donné que le matériau stratifié est constitué de plusieurs couches orthotropes avec
leurs axes orientés arbitrairement en ce qui concerne les coordonnées de stratifie, les
équations constitutives de chaque couche doivent étre transformées dans le repére global du
stratifié (X, y, z). Les relations constitutives pour n'importe quelle couche k d’un matériau

stratifié dans le systéme de coordonnées (X, y), correspondent a un état de contraintes planes,

elles s’expriment a 1’aide des coefficients de rigidite réduite (3” sous la forme suivante:

(k) (k)

Ox §11 §12 §1e 0 0 Ey
Oy 912 922 926 0 0 &y
Oy =|Qu Qz Qs 0 0 Vv (111.9)
Oy 0 0 0 §44 §45 Ve
O | 0 0 0  Qu Qss] Vxa

Ou Les coefficients de rigidité réduite 6” sont donnés par les expressions suivantes :

Q,, =Q,;cos* @ +2(Q,, +2Q,, )sin? @cos? @ +Q,,sin* 6
Q,, =(Q,+Q,, —4Q,, )sin? Hcos® & + le(sin4 6 + cos* 0)
Q,, =Q,,sin* 6 +2(Q,, + 2Q,, )sin> #cos® 8 +Q,, cos* &
Qs =(Q;, - Q,, —2Q,,)sin @ cos® 8+ (Q,, — Q,, + 2Q,, )sin® @cos @ (111.10)
Q.6 =(Q,, —Q,, —2Q,)sin B cos® O +(Q,, — Q,, + 2Q,; )cos @ +sin° @
Qu =(Q,, +Q,, —2Q,, — 2Q,, )sin® @ cos? & + Q%(sin4 6 + cos* 0)
Q,, =Q,,c0s* @+ Q.. sin* @
Qs =(Q.s —Q,,)cos fsin @

Q.; =Q,,cos’8+Q,,sin* @
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@ Etant I'angle entre I'axe global (x) et I'axe local (x) de chaque lame.

La théorie des plaques a pour objectif de simplifier le probleme a trois dimensions (X, Y,
z) en un probleme a deux dimensions (X, y). La réduction du probléme est obtenue par
intégration suivant I’épaisseur. Cette intégration conduite a introduire les résultants qui seront

définis prochainement.

111.2.5. Equations de mouvement
Le principe d’Hamilton est utilisé dans cette étude pour deriver des équations de

mouvement. Ce principe peut étre énoncé sous une forme analytique comme :
0= (U +ov —K )it (1. 11)

Ou U, oV et oK sont les variations, de I'énergie de déformation, de I'énergie potentielle et

I'énergie cinétique, respectivement. La variation de I'énergie de déformation est calculé par :

u ZthI,ZZ(O’x&x +0,%y 40,0y 10,0 o +0, 07, JUAdZ = (1. 12)
2 2 2
f N, adu, _an 5ivb N, oV, _Mya &ivb ny(aajo +M°)—2Mxy 0% 8w, .q, oW, ‘0, odw, |,
ALK 0X oy oy ox oy oxoy ox oy
Ou N, Met Q sont les contraintes résultantes définies par :
h/2
(NX,Ny,ny)=J1h/2(0'X,0y,axy)dZ (1. 13.3)
h/2
(M M M )=[ " (0,0,,0,)d (111. 13.b)
hi2
(Q.Q,)=[, (0,0, )d (1. 13.c)

En remplacant I'équation (IIl. 6) dans I'équation (I1l. 9) et les résultats ultérieurs dans
I'équation (I1l. 12), les expressions des contraintes résultantes sont obtenus en termes de

deplacements (u,,v,,w,,w,) Comme :
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0 o'W,
Nol 1A Ar A aav B, B, B, 862?;
Ny e=lAz An Ay 50 +|B, B, By _azyb (I11. 14.a)
N A Ay As %+% Bis By Bgs _Z@ZWb
oy ox oxoy
0 %W,
M,] [B, B, By g\f D, D, D aazi,;(
My t=|B, By By 50 +|D, D,, D, _62; (I11. 14.b)
M., Bis By Bes %+% D¢ Dy, Dgg _282Wb
oy OXx Xy

S

(1. 14.c)

RN
Qx - A45 A55

Ou k est le facteur de correction de cisaillement et (A;,B;;,D;;) sont les matrices des

oy
a,vs

OX

coefficients de rigidité définis par :

(A] !B” ,D” )=£]h//22(_2|](1,2,22 )jZ (“I 15)
Ainsi que I'énergie potentielle due aux charges appliquées sur la plaque est donnée par :

N =—qu5(wb +w,)dA (111. 16)

L’énergie cinétique est associée a la vitesse vibratoire et la masse des éléments
déformés Alors que la déformation est associée aux contraintes dynamiques liées a la rigidité
des ¢léments déformés par le mouvement vibratoire. Au profit de notre étude, il s’agit d’une

énergie cinétique définie comme :

K = L (U VSV + W) dAdz

OVl OB, OV, aa/vb)}d (17

—j{ Uy AUy + VoV +(Wb+w)5(wb+w)]+l(ax &
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Ou le symbole exposant (.) indique la différenciation par rapport a la variable de temps

(t), par contre (p) est la densité du matériau et (1,,1,) représentent les inerties de masse

définies par :

h/2

(lo.1)=]  (1.22)pdz (I11. 18)

-h/2

En remplacant les expressions des variations U ,6V et oK données par les équations

(1. 12), (111, 16) et (I11. 17) dans I'équation (I11. 7) et en faisant I’intégration par parties, et

ensuite en faisant la collection des coefficients ou bien des termes de &u,, &v,, S, et Sw, , on

obtient les équations de mouvement suivantes:

oN
&0:%+—y=|ouo
OX oy
oN ON
016—“’+—y=|0\70
Xy (I11. 19)
*M, _9'M,, oM o S
AW, : o +2 axa;’+ 8y2y+q=|O(Wb+WS)—|1(Wb’XX+Wb’yy)
0
&NS:&+&+q:IO(Wb+WS)
ox oy

111.2.6. Solutions analytiques pour une plague stratifiée simplement appuyée

A travers notre étude deux types de plaques stratifiées différentes sont considérés, a plis
croisés [0/90]n, et a plis équilibré [6/-0].. Pour le premier type a séquence d’empilement
croisée, les conditions aux limites sur les bords de la plaque simplement appuyée peuvent étre

exprimées comme:
Vo=W, =W, =N, =M, =0, Avec: x=0,a (111. 20.3)

Uy =W, =W, =N, =M =0, Avec: y=0,b (11, 20.b)

Pour résoudre ce probléme du comportement vibratoire de la flexion des plaques en

matériaux composites stratifiés, on emploie les solutions de Navier qui sont développées sous
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la forme d'une double série trigonométrique de Fourrier et qui satisfaisant les conditions aux

limites de 1’équation (111.20) par les formes suivantes :

) U, e"!cos(a x)sin(B y)

)| & | Ve sin(e x) cos(B y) (111, 21)
w,(x, y,t)[ Z{nz‘ W, " sin(a x)sin(A y)

) W, " sin(a x)sin(B y)

U,V W sont des parameétres arbitraires a déterminer, @ est la fréquence

mn? “mn? " Yhmn?

et W

smn
propre associée avec (m, n) le mode propre et les constantesa =mx/a, f=nz/b.
Et pour le cas d’un stratifié a séquence d’empilement équilibrée, les conditions aux limites

reliées aux déplacements pour un bord simplement appuyé sont:

Uy=w,=w, =N, =M,=0, Avec: x=0,a (1. 22.a)

Vo=W, =W, =N, =M, =0,  Avec: y=0,b (111. 22.b)

y

Les conditions aux limites de I'équation (111.22) sont satisfaites par les formes suivantes:

Uy(X, y,t) U,_.e""sin(a x)cos(B y)
V(X Y1) | & | V€' cos(a X)sin(B y) (111.23)
w,(x, y,t)[ mZ;nZ; W, ' " sin(a x)sin(8 y)
w, (X, y,t) W, e'“'sin(a x)sin(A y)

En utilisant les contraintes résultantes de I'équation (IIl. 14), les équations de

mouvement (lIl. 19) peuvent étre exprimées en termes de déplacements u,,v,,w,etw,

comme .
I N ST L Py W)
; (111. 24.2)
_|:Blla V\glb +3Bys 6 ;N +(By, 2866) Bzem}_l 82
ox Ox2oy 8y oy®
Am o (At A G +A266“ " AS +2A268V Azz
(111 24.b)

- Blﬁa—WS'b (B 2866) Wb 3826 a Wb BZZM _I 82
ox oy axy T oy
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3 3 3 2 3
B,, aa;; +3B,, a‘ifay +(B,, +2B,) a@“y" 1B, %;30 B, ‘2"0 (B, +2B%) ay 38266?(7‘;02+ Bzzgy—vf
o*w, o*w, o*w o'w, o'w L . .

- Dllax_ztb_4D16m_2(D12 +2Dy) 6X28;2 —4D,, 6X8yb3 -D,, é,y4b +q =1y (W, +W,)— Il(Wb,xx +Wb,yy)
(1. 24.¢)
o°W, R
KASS?"'KA ay 2KA45 =1, (W, + VW, ) (1. 24.d)

Afin de déemontrer la précision de la présente formulation, deux types de charges ont été
appliquées sur les surfaces supérieures des plaques composites stratifiées simplement

appuyees. Généralement la charge transversale peut étre exprimee sous la forme :

4%, y)= >3 Q,, sin(a x)sin(4 y) (111, 25)

m—ln—l

= Pour le cas d’une charge sinusoidale, le coefficientQ,,, =d,;

» Pour le cas d’une charge uniformément répartie (figure 2.b), le

coefficient Q_ = 16%2 ;

mnz

En remplacant les équations (I11. 26) et (11l. 27) dans I'équation (l1l. 25), les solutions
analytiques Peut étre obtenu a partir de :

Sy S S 0 ! o 000 | Unn 0
Sz S Sz O P 0 I 9 01] Vinn _ 0 (1. 27)
Si3 S5 Sz O 0 0 Iy Iy |[Womn Qumn
0 0 0 s, 0 0 1y 1o |Wan) (Qmn

Ou:

1= AL+ A8, = (A, + A a8y, = A + Ay, 57

Sy = Dyt +2(Dy, + 2D, )’ B2+ D,,B8% s =k( Aa’ + A, B°)

s,, =—B,a® —(B,, + 2B, )af’ (111, 28)
Sy = =By’ —(By, + 2By )a’
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Si3 = _stﬂs _‘?’Bleazﬁ . L y
. Pour I’antisymétrique angle-ply
S5 =—Bied” —3Byaf

lo=l,+1,(a?+ %)

La solution analytique de CPT peut également étre obtenue a partir de I'équation (IlI.

28) en omettant la partie de cisaillement du déplacement transversal (c'est-a-dire, w, =0).

111.3. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une solution générale du comportement vibratoire de la
flexion des plaques stratifiées en matériaux composite en utilisant la théorie de déformation
de cisaillement du premier ordre .Le nombre de fonctions inconnues dans la présente théorie

est seulement quatre, tandis que cing ou plus dans le cas des autres théories déformation de

cisaillement.
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ChapitrelV:
Résultats et discussions

1VV.1. Introduction

Le premier objectif principal de ce travail a été de proposer un nouveau modéle

analytique basé sur la théorie du premier ordre a quatre variables pour analyser le

comportement vibratoire des plaques simplement appuyées en matériaux composites stratifiés

antisymétriques. Dans cette section, différents exemples numériques sont décrits et discuté

pour Vérifier I'exactitude de la présente théorie. Pour verification, les résultats obtenus sont

comparés a la solution exacte 3D et celles prédites par d'autres modeéles de théories des

plaques. La description de différents modéles et leur nombre correspondant des inconnues

sont listées dans le tableau 1V.1. En outre, les résultats de la FSDT sont également calculés de

maniere indépendante dans cette étude a l'aide d'une solution analytique donnée par Reddy

[39]. Dans tous les exemples, un facteur de correction de cisaillement de 5/6 est utilisé dans la

présente théorie et la théorie FSDT existante.

Tableau 1V.1: Modéles de déplacement.

Modeles | Théories Inconnus
CPT | Théorie classique des plaques 3
ZSDT | Théorie de déformation de cisaillement d’ordre zéro Ray [51] 5
FSDT | Théorie de la déformation de cisaillement de premier ordre 5
TSDT | Théorie de la déformation de cisaillement de troisieme ordre 5
Reddy [18]
HSDT | Théorie de la déformation de cisaillement d’ordre élevée 12
Swaminathan and Patil [53]
Présente | Simple théorie de déformation du cisaillement de premier ordre 4

IV.2. Les propriétés des stratifiés utilises

A travers cette étude, trois types de matériaux ont été utilisés dont les différentes

propriétés matérielles adimensionnelles sont les suivantes:
» Matériaul(Reddy [70]):

E=25E, G,=G,,=05E,, G, =0.2E, v,,=0.25

(IV. 1a)
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» Matériau 2(Noor [71]):
E./E, =Open, G,,=G,, =0.6E, G,,=0.5E, v, =0.25 (1V. 1b)
» Matériau 3(Noor and Burton [72]):
(V. 1c)
E,=15E, G,,= Gy, =05E,, G,, =0.35E,, v;, =0.3
La fréquence naturelle fondamentale est représentée en tant que terme adimensionnel
(w) défini pour présenter les résultats numériques obtenus sous formesgraphiques et

tabulaires, ce terme peut étre défini comme :
(IV.2)

De plus, les déplacements et les contraintes adimensionnels utilisés dans cette étude sont :

3 _ 3 L 2
U[O,E,zjzlooEeru,w{ﬁ,g,szlooE3h4w,(ax,ay(ﬁﬁ,ij: " (6,.5,)
2 2'2'h 2'2'h

Goa Goa Ga’
- (a b zj h? - ( b zj h - (a zj h (IV.3)
Tyl = —,— |= > Tayr Tt 0,—,— |=—1,, Ty|=,0,— =—1,
2 2h) g 2 h) qa 2 h) g

IVV.3. Résultats d’analyse de flexion des plaques stratifiées antisymétriques
IV.3.1. L’influence du rapport d’élancement

Le premier exemple est effectué pour des plagues stratifiées antisymétriques carrées a
deux couches [0/90] minces et épaisses, simplement appuyées, sous une charge transversale
sinusoidale. Les couches sont de méme épaisseur et constituées par les propriétés physiques
du matériau 1. Les rapports d’élancement (a/h) sont considérés comme égales a 2
(correspondant a des plaques tres épaisses), a 5 (correspondant a des plaques épaisses), a 10
ou 20 (correspondant a des plagues moyennement épaisses) et a 100 (correspondant a des
plaques minces). D’aprées le tableau (IV.2), les résultats obtenus sont comparés aux solutions
exactes d’élasticité 3D fournies par Pagano [54] et ceux rapportés par Kim et al. [55] en
utilisant les théories TSDT, FSDT et CPT.En général, la présente théorie FSDT a quatre
variables et la théorie FSDT a cinq variables donnent des résultats presque identiques pour
différentes valeurs de rapport d’élancement(a/h). Dans le cas des stratifiés trés épais avec a/h
égale a 2, il y a de petites erreurs dans les valeurs prévues par la présente théorie, FSDT et
HSDT. Cependant, ces erreurs deviennent négligeables lorsque le rapport d'épaisseur (a/h) est

supérieur a 5. En raison de d’absence des effets de déformation du cisaillement, la theorie
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classique CPT fournit des résultats acceptables pour les plaques composites stratifiées avec un
rapport (a/h>20).

Tableau 1V.2: la fleche adimensionnelle dans une plaque stratifiée antisymétrique carrée

[0/90] simplement appuyée, soumise a une charge sinusoidale (matériau 1).

a/h Théories w Erreur(%o)
Exact [73] 4.9362
TSDT [54] 4.5619 -7.58
2 FSDT [54] 5.4103 9.60
CPT [54] 1.0636 -78.45
Présente 5.4059 9.52
Exact [73] 1.7287
TSDT [54] 1.6670 -3.57
5 FSDT [54] 1.7627 1.97
CPT [54] 1.0636 -38.47
Présente 1.7584 1.72
Exact [73] 1.2318
TSDT [54] 1.2161 -1.27
10 FSDT [54] 1.2416 0.80
CPT [54] 1.0636 -13.65
Présente 1.2373 0.45
Exact [73] 1.1060
TSDT [54] 1.1018 -0.38
20 FSDT [54] 1.1113 0.48
CPT [54] 1.0636 -3.83
Présente 1.1070 0.09
Exact [73] 1.0742
TSDT [54] 1.0651 -0.85
100 FSDT [54] 1.0653 -0.83
Présente 1.0653 -0.83
CPT [54] 1.0636 -0.99

Pour illustrer 1’avantage et la précision de la nouvelle théorie pour un large éventail
rapport d’élancement (a/h) et un rapport d’orthotropie du matériau (E1/E2), les variations de
la flecheadimensionnelleen fonctions de ces deux rapports sont illustrées sur la figure (1V.2)
et la figure (IV.3), respectivement. Les résultats obtenus sont comparés a ceux présentés par
CPT et FSDT. Dans cette étude les résultats de la théorie classique CPT sont obtenus en
utilisant I'équation (111.28) tandis que les résultats de la théorie FSDT sont calculés a l'aide
desolution analytique donnée parla référence [39]. Encore une fois, lanouvelle FSDT et

I’ancienne théorie FSDT donnent des solutions presque identiques et les résultats montrent
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que l'augmentation du rapport d’élancement (a/h) conduit a une diminution de la fleche w
alors que la théorie classique CPT sous-estime les fleches des stratifiés épais avec un rapport

a/h<20 en raison de 1’absence des effets de déformation du cisaillement (voir figure IV.1).

—8—CPT
—&— FSDT
—A— Présente

2.0

1.5 o

[0/90]

1.0 o

0.5

0.0

a/h

Figure IV.1: Variation de la fleche adimensionnelle d’un
stratifiéantisymétriquecarré a pli croisé [0/90], sous une charge sinusoidale en

fonction du rapport d’élancement a/h(matériau 1).

—4— CPT
—O— FSDT
—4— Présente

[0/90]

0.0 T T T T T T T 1
o 5 10 15 20 25 30 35 40

E /E
12

Figure 1V.2: Variation de la fleche adimensionnelle d’un stratifié
antisymetrique carre a pli croisé [0/90], sous une charge sinusoidale en

fonction du rapport d’orthotropie E1/E> , a/h=10 (matériau 1).
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I1V.3.2. L’influencedu nombre de couches

Dans I'exemple suivant, on analyse un stratifié antisymétrique carré [0/90], soumis a des
charges sinusoidales en utilisant le matériaul. Le tableau (IV.3) montre les fléches
adimensionnelles des stratifiés pour différentes valeurs du rapport d’élancement et du nombre
de couches. Les résultats obtenus sont comparés a ceux proposés par Ray [52] en utilisant la
théorie de la déformation du cisaillement de I'ordre zéro (ZSDT) et ceux donnés par Reddy
[39] en utilisant les théories TSDT, FSDT et CPT. Généralement on constate que la nouvelle
théorie FSDT et lathéorie FSDT a cing variables donnent des solutions identiques les uns aux
autres et leurs solutions sont également en accord avec celles générées par Ray [52] pour
toutes les valeurs du rapport d’¢élancement et du nombre de couches du stratifié.ll est observe
également qu'avec l'augmentation du nombre de couches, la rigidité de la plaque est

augmentée et par conséquent diminuer la fleche adimensionnelle.

Tableau 1V.3: la fleche adimensionnelle dans une plaque stratifiée antisymetrique carrée

[0/90], simplement appuyée, soumise & une charge sinusoidale (matériau 1).

a/h Théories n
1 3
ZSDT [74] 2.0010 1.5410
TSDT [70] 1.9985 1.5411
4 FSDT [70] 2.9492 1.5473
CPT [70] 1.0636 0.4617
Présente 2.9492 1.5473
ZSDT [74] 1.2160 0.6380
TSDT [70] 1.2161 0.6382
10 FSDT [70] 1.2373 0.6354
CPT [70] 1.0636 0.4617
Présente 1.2373 0.6354
ZSDT [74] 1.1020 0.5060
TSDT [70] 1.1018 0.5060
20 FSDT [70] 1.1070 0.5053
CPT [70] 1.0636 0.4617
Présente 1.1070 0.5053
ZSDT [74] 1.0650 0.4630
TSDT [70] 1.0651 0.4635
100 FSDT [70] 1.0653 0.4635
CPT [70] 1.0636 0.4617
Présente 1.0653 0.4635
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Toutes les variations a travers I'épaisseur et les valeurs correspondantes aux

déplacements dans le plan(u), aux contraintes normales axiales (o,0,) et contraintes de
cisaillement(o,,, 0,,,0,,) sont montrées dans le tableau (1V.4) et également représentees sur

les figures (IV.3) a (IV.8), pour un stratifié a empilement croisé moyennement épais avec
a/h=10. Un excellent accord est observé entre les résultats prévus par la présente théorie et la
théorie connue FSDT a cing variables.

Tableau IV.4: le déplacement dans le plan et les contraintes adimensionnelles
pour une plaque stratifiée antisymétrique carrée [0/90]n, soumise a une charge

sinusoidale,a/h=10,(matériau 1).

n Méthodes u(h/2) o,(-h12) | o,(-h12) | o,(-h/4)

1 FSDT -0.2457 -0.7157 0.0525 0.228
Présente -0.2457 -0.7157 0.0525 0.2728

3 FSDT -0.0839 -0.4881 0.0228 0.1091
Présente -0.0839 -0.4881 0.0228 0.1091

0,00 4

z/h

—=— FSDT [0/90]
—&— Présente [0/90]
0257 4 FSDT[0/90],

—v— Présente [0/90],

-0,50 . . . ; . ; .
03 0,2 0,1 0,0 01

Figure 1V.3: Variation du déplacement adimensionnel T dans le plan pour
une plaque stratifiée antisymétrique carrée a pli croisé [0/90]» soumise a une

charge sinusoidale avec a/h=10, matériau 1
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0.50

—0— FSDT [0/90]
—O— Présente [0/90]

—4—FSDT [0/90],

0.25
—V— Présente [0/90]3

0.00

zh

-0.25

-0.50 T T T T T T
0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8

Figure IV.4 : Distribution des contraintes normales adimensionnelles o dans une
plaque stratifiée antisymétrique carrée a pli croisé [0/90]» soumise a une charge

sinusoidale avec a/h=10. matériau 1.

0.50

—0— FSDT [0/90]
—O— Présente [0/90]
—A— FSDT [0/90]3

0.25 4 —V— Présente [0/90]3

0.00

z/h

-0.25

Y
-0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8

Figure IV.5 : Distribution des contraintes normales adimensionnelles o, dans une

plaque stratifiée antisymétrique carrée a pli croisé [0/90]» soumise a une charge

sinusoidale avec a/h=10, matériau 1.
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0.50

—— FSDT [0/90]
—O— Présente [0/90]

—/— FSDT [0/90]
0.25 i
—V— Présente [0/90]3
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Figure 1V.6 : Distribution des contraintes de cisaillement adimensionnelles 7,

dans le plan d’une plaque stratifiée antisymétrique carrée a pli croisé [0/90],

soumise a une charge sinusoidale avec a’/h=10, matériau 1.

0.50

—0— FSDT [0/90]
—O— Présente [0/90]
—A—FSDT [O/QO]3

0.25 - —Vv— Présente [0/90]3

0.00

zh

-0.25 4

-0.50 . I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figure IV.7 : Distribution des contraintes de cisaillement adimensionnelles 7,
a travers 1’épaisseur d’une plaque stratifiée antisymétrique carrée a pli croisé

[0/90]n soumise a une charge sinusoidale avec a/h=10, matériau 1.
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—0— FSDT [0/90]
—O— Présente [0/90]
—A—FSDT [0/90]3
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—V—Présente [0/90]
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Figure 1V.8 : Distribution des contraintes de cisaillement adimensionnelles
Ty & travers I’épaisseur d’une plaque stratifiée antisymétrique carrée a pli

croisé [0/90], soumise a une charge sinusoidale avec a’/h=10, matériau 1.

1VV.3.3. Flexion des plaques stratifiées a empilement équilibré sous I’effet des
charges sinusoidales et uniformes

Dans cette étude, on examine une plaque carrée en composite stratifié antisymétrique a
séquence d’empilement équilibré [45/-45] simplement appuyée, sous une charge transversale
sinusoidale et uniformément répartie a la fois en utilisant les propriétés matérielles du
matériau 1. Les fleches adimensionnelles de la plaque sont présentées dans le tableau (I1V.5)
pour différentes valeurs du rapport d'élancement et du nombre de couches. Les résultats
obtenus sont comparés a ceux rapportés par Reddy [39] en utilisant CPT et FSDT.

Tableau IV.5: la fleche adimensionnelle dans une plaque stratifiée carrée a empilement

équilibré [45/-45]n, simplement appuyée,(matériau 1).

a/h Théories Charges sinusoidales Charges uniformes
n=1 n=4 n=1 n=4

FSDT [70] 0.8284 0.4198 1.2792 0.6366

10 CPT [70] 0.6547 0.2462 1.0280 0.3858

Présente 0.8284 0.4198 1.2806 0.6383

FSDT [70] 0.6981 0.2896 1.0907 0.4483

20 CPT [70] 0.6547 0.2462 1.0280 0.3858

Présente 0.6981 0.2896 1.0912 0.4489

FSDT [70] 0.6564 0.2479 1.0305 0.3883

100 CPT [70] 0.6547 0.2462 1.0280 0.3858

Présente 0.6564 0.2479 1.0306 0.3883
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On constate que les résultats obtenus par la nouvelle théorie FSDT a quatre variables et
lathéorie FSDT a cing variablessont en excellent accord les uns avec les autres. Il convient de
noter que laprésente FSDT est plus simple que cellea cingvariables en raison d'un nombre
plus petit d'inconnues (voir le tableau (IV.1)). Ainsi que nous observons que les conditions de
chargement et 1’augmentation des nombres de couches ont un effet sur la rigidité des plaques

en matériaux stratifiés a plis équilibres.

Afin de vérifier I'exactitude de la présente théorie, nous avons traces les fleches
adimensionnelles pour un stratifié antisymétrique carré a empilement équilibré, sous
chargement sinusoidale en fonction de la variation de I’angle d’orientation des renforts avec
un rapport d’élancement a/h=10, (figure (I\VV.9). Les résultats obtenus sont comparés a ceux
donnés par Reddy [39] en utilisant CPT et FSDT. Généralement, on observe que les résultats
obtenus par les deux théories de déformation du cisaillement de premier ordre sont presque
identiques, sauf dans le cas ou les valeurs de I’angle de stratification est faible (6<20), c'est-a-
dire un faible écart est observé entre la présente et ancienne théorie FSDT. La différence
maximale entre les deux résultats est de 5,23% pour le cas (6=0). Cependant, cette différence
est négligeable par rapport a la différence de 32,45% entre la théorie élémentaire CPT et la
théorie FSDT pour le méme angle de stratification 6.

/

CPT

—— FSDT
Présente

Figure 1V.9: Variation de la fleche adimensionnelle dans une plaque stratifiée
antisymetrique carrée a pli équilibré [6/-6], soumise a une charge sinusoidale

par rapport a ’angle de stratification 6 avec a/h=10, matériau 1.
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V.4 Résultats d’analyse de la vibration libre des plaques stratifiées antisymétriques
1VV.4.1.Effet du rapport d’orthotropie

Afin d’analyser le comportement vibratoire des plaques composites, on a choisi un
stratifié antisymétrique carré épais a plis équilibré [0/90], avec un rapport d’élancement
(a/h=5)en utilisant le matériau 2. Les fréquences fondamentales adimensionnelles sont
données dans le tableau (IV.6) pour différentes valeurs du rapport des modulesde Young et du
nombre de plis. Notre objectif est de vérifier I'exactitude et la bonne convergence du présent
travail,a cet effet les résultats numériques obtenus sont comparés aux solutions exactes 3D
effectués par Noor [56] et celles présentés par Thai et Kim [57] en utilisant les théories TSDT
et FSDT. Ainsi que les résultats obtenus par la présente théorie FSDT sont presque identiques
a ceux prévus par la théorie FSDT existante [57]. Cette déclaration est également démontrée a
la figure (1V.10) dans laguelle les résultats obtenus par la nouvelle théorie de déformation du
cisaillement de premier ordre a quatre variables et FSDT a cinq variables [57] sont en

excellent accord pour les différents rapports d’¢lancement (a/h).

Tableau IV.6: Fréquences fondamentales adimensionnelles d’une plaque stratifiée carrée

[0/90]n pour différentes valeurs du rapport d'orthotropie, aveca/h =5 (Matériau 2).

N
Ei/E2 Théories 1 > 3 5

Exact [71] 6.2578 6.5455 6.6100 6.6458

3 TSDT [52] 6.2169 6.5008 6.5558 6.5842
FSDT [52] 6.2085 6.5043 6.5569 6.5837

Présente 6.2085 6.5043 6.5569 6.5837

Exact [71] 6.9845 8.1445 8.4143 8.5625

10 TSDT [52] 6.9887 8.1954 8.4052 8.5126
FSDT [52] 6.9392 8.2246 8.4183 8.5132

Présente 6.9392 8.2246 8.4183 8.5132

Exact [71] 7.6745 9.4055 9.8398 10.0843

20 TSDT [52] 7.8210 9.6265 9.9181 10.0674
FSDT [52] 7.7060 9.6885 9.9427 10.0638

Présente 7.7060 9.6885 9.9427 10.0638

Exact [71] 8.1763 10.1650 10.6958 11.0027

30 TSDT [52] 8.5050 10.5348 10.8547 11.0197
FSDT [52] 8.3211 10.6198 10.8828 11.0058

Présente 8.3211 10.6198 10.8828 11.0058

Exact [71] 8.5625 10.6789 11.2728 11.6245

40 TSDT [52] 9.0871 11.1716 11.5012 11.6730
FSDT [52] 8.8333 11.2708 11.5264 11.6444

Présente 8.8333 11.2708 11.5264 11.6444
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Les résultats obtenus confirment & nouveau que le degré de Il'orthotropie a un effet
significatif sur les fréquences naturelles, ce dernier est considéré variable en fonction du
rapport des modules de Young suivant les deux directions différentes du matériau et comme
prévu, il a indiqué tres clairement qu'avec I'augmentation du nombre de couches, la rigidité de

la plaque est augmentée et par conséquent augmentent les fréquences propres.

20 A

B
w_’ﬁ——m

[0/90],

Y OO0 0—0—0—0—10

f}/O/C [0/90]

—— FSDT
—O— Présente

a/h

Figure 1V.10: Variation de la fréquences fondamentales adimensionnelles d’une
plaque stratifiée antisymétrique carrée a pli croisé [0/90], en fonction du rapport
d’élancement (a/h), E1/E2=10, (Matériau 2).

IV.4.2. L’influence du rapport d’élancement et de I’angle de stratification
Dans cet exemple, une analyse a été effectuée sur les stratifiés antisymétriques carrés a
10 couches minces et épais [0/-0]s en utilisant le matériau 3. Le tableau (IV.7) montre les
fréquences fondamentales adimensionnelles pour les différentes valeurs du rapport
longueur/épaisseur et l'angle de stratification. Les résultats obtenus sont comparés aux
solutions exactes 3D fournies par Noor et Burton [56] et celles calculées indépendamment
dans cette étude en utilisant FSDT. Un trés bon accord est observé entre les résultats obtenus.
Par rapport aux solutions exactes 3D [72], I'erreur maximale de la nouvelle théorie est de

4,07% pour le cas de stratifiés épais avec h/a=0,3 et h=15°.
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Tableau IV.7: Fréquences fondamentales adimensionnelles d’une plaque

antisymétrique carrée [6/-6]s pour différentes valeurs du rapport h/a (Matériau 3).

0
h/a Theéories 15° 30° 45°
Exact [72] 13.2800 15.1000 15.9500
0.01 FSDT 13.2767 (-0.02) | 15.1033 (0.02) | 15.9484 (-0.01)
Présente 13.2795 (-0.01) | 15.1039 (0.03) | 15.9484 (-0.01)
Exact [72] 11.6200 12.9600 13.5100
0.10 FSDT 11.6332 (0.11) | 13.0308 (0.55) | 13.6140 (0.77)
Présente 11.8161 (1.69) | 13.0695 (0.84) | 13.6140 (0.77)
Exact [72] 10.2400 11.2533 11.6311
0.15 FSDT 10.2581 (0.18) | 11.3518 (0.88) | 11.7710 (1.20)
Présente 10.5338 (2.87) | 11.4087 (1.38) | 11.7710 (1.20)
Exact [72] 8.9700 9.7225 9.9825
0.20 FSDT 8.9810 (0.12) 9.8279 (1.08) | 10.1288 (1.47)
Présente 9.2965 (3.64) 9.892 (1.74) 10.1288 (1.47
Exact [72] 7.8944 8.4576 8.6400
0.25 FSDT 7.8950 (0.01) 8.5547 (1.15) | 8.7756 (1.57)
Présente 8.2107 (4.01) 8.6185 (1.90) | 8.7756 (1.57)
Exact [72] 7.0078 7.4356 7.5667
0.30 FSDT 6.9888 (-0.13) | 7.5182 (1.11) | 7.6849 (1.56)
Présente 7.2930 (4.07) 7.5778 (1.91) | 7.6849 (1.56)

IV.4.2. L’influence de la géométrie et le rapport de rigidité

Le dernier exemple est effectué sur les stratifiés carrés antisymétriques a séquence
d’empilement équilibré avec un rapport d’élancement varieé de 2 & 100. Dans ce cas le
matériau 2 est utilisé. Les fréquences fondamentales adimensionnelles sont données dans le
tableau (1V.8). Les résultats obtenus sont comparés a ceux rapportés par Swaminathan et Patil
[53] selon la théorie d’ordre élevé HSDT. Un accord étroit est observé entre les résultats pour
les différentes valeurs de rapport d’élancement et le rapport d’anisotropie matérielle. En outre,
les fréquences fondamentales adimensionnelles obtenues a partir de la présente théorie sont en
excellent accord avec celles prédites par la théorie FSDT a cing variables, comme le montre la
figure(1V.11). 1l convient de noter que le nombre d'inconnues de la présente théorie n'est que
quatre au lieu de cing dans le cas de la FSDT existante et douze dans le cas de la théorie
HSDT [53] (voir tableau (IV.1)). Ainsi, on peut conclure que cette théorie n'est pas seulement

précise mais aussi simple pour prédire la réponse des plaques stratifiées.
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Tableau 1V.8: Fréquences fondamentales adimensionnelles d’une plaque

antisymétrique carrée [0/-6]n pour différentes valeurs du rapport a/h (Matériau 2).

a’/h

n | E«/Ez | Théories 2 4 10 20 50 100
3 HSDT [75] | 4.5312 | 6.1223 7.1056 7.3001 7.3583 7.3666
Présente 4.4556 | 6.0665 7.0700 7.2694 7.3291 7.3378
10 HSDT [75] | 4.9742 | 7.2647 8.9893 9.3753 9.4943 9.5123
Présente 49316 @ 7.2169 8.9324 9.3173 9.4362 9.4537
1 20 HSDT [75] | 5.1817 | 8.0490 | 10.6412 | 11.2975 | 10.5074 | 11.5385
Présente 5.2387 | 8.1185 | 10.6265 | 11.2517 | 11.4511 | 11.4806
30 HSDT [75] | 5.2771 | 8.5212 11.8926 | 12.8422 | 13.1566 | 13.2035
Présente 5.4104 8.7213 11.9456 | 12.8208 | 13.1077 | 13.1505
40 HSDT [75] | 5.3225 | 8.8426 12.9115 | 14.1705 | 14.6012 | 14.6668
Présente 5.5205 | 9.1609 13.0439 | 14.1790 | 14.5608 | 14.6183
3 HSDT [75] | 4.6498 | 6.4597 7.6339 7.8724 7.9442 7.9545
Présente 4.6519 @ 6.4626 7.6293 7.8657 7.9368 7.9472
10 HSDT [75] | 4.2061 8.3447 11.4116 | 12.2294 | 12.4952 | 12.5351
Présente 5.3765 | 8.5634 | 11.4939 | 12.2463 | 12.4881 | 12.5239
2 20 HSDT [75] | 5.4140 9.3306 14.4735 | 16.2570 | 16.8949 | 16.9927
Présente 5.6542 | 9.7575 | 14.7292 | 16.3394 | 16.9008 | 16.9862
30 HSDT [75] | 5.5079 | 9.7966 16.4543 | 19.2323 | 20.3134 | 20.4839
Présente 5.7641 | 10.3391 | 16.8825 | 19.3944 | 20.3361 | 20.4827
40 HSDT [75] | 5.5674 | 10.0731 | 17.8773 | 21.6229 | 23.1949 | 23.4499
Présente 5.8228 | 10.6839 | 18.4633 | 21.8722 | 23.2368 | 23.4541

20~

15

10

—=— FSDT
—&— Présenté

[45/-45],

[45/-45]

E /E
12

35 40

Figure 1V.11: Variation de la fréquences fondamentales adimensionnelles d’une

plaque stratifiée antisymétrique carrée a pli équilibré [45/-45], en fonction du rapport
d’orthotropie (E1/E2), a/h=10 (Matériau 2).
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Chapitre IV Résultats et discussion

IV. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats numériques de 1’analyse du
comportement statique et vibratoire des plaques composites stratifiés antisymeétriques a
séquences d’empilement croisé et équilibré en utilisant une nouvelle théoriede déformation de
cisaillementde premier ordre & quatre variables. Cette théorie a été appliquée avec succes pour
étudier ce type des matériaux composites. Les résultats de la flexion des plaques et la
distribution des contraintes a travers 1’épaisseur des plaques stratifiées, ainsi que les
fréquences de vibration libre ont été comparés avec Les résultats de la théorie de déformation
de cisaillement de premier ordre a cing variables (FSDT) ainsi que d’autres théories évaluées

par d’autres chercheurs.
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Conclusion générale

L'utilisation des plaques stratifiées comme élément de résistance au choc et vibration est
courante dans toutes les filieres d'ingénieur en structure: mécanique, aéronautique,
aérospatiale, civile, navale, matériel de sport et militaire. Devant ce vaste et important éventail
de domaine d'applications, il est aisé de comprendre l'intérét et la demande urgente de
s'impliquer dans I'analyse dynamique et du comportement vibratoire des plaques.

L'objectif assigné a ce modeste travail de mémoire est I'étude du comportement statique
et vibratoire, Analytique et numérique des plaques composites stratifiées antisymétriques. A
cet effet nous avons proposéune méthode de calcul qui se base sur une nouvelle théorie de
déformation du cisaillement de premier (FSDT) a quatre variablespour analyser la flexion et
les vibrations libres des plagues composites stratifiées. Les équations de mouvement sont
dérivées du principe d’Hamilton et sont résolues d'une maniére analytique pour des plaques
stratifiées antisymétriques a séquence d’empilement croisé et équilibré, simplement appuyées.
La nouvelle théorie est tres intéressante, efficace et plus d’avantage que la premiere théorie
FSDT a cing variables, puisque le nombre d'inconnues et les équations d’équilibre de la
présente FSDT sont réduites d’une variable et, par conséquent, rendent la nouvelle théorie
simple et efficace a utiliser. Les études de vérification montrent que les prédictions de la
présente théorie de déformation du cisaillement FSDT et de la théorie FSDT existante pour
les stratifiés antisymétriques a plis croisé et équilibré sont proches les unes des autres. Cela
indique que l'utilisation des hypothéses simplifiées dans cette étude a un impact minimal sur
la précision des résultats pour le probleme considéré, mais elle peut améliorer un parameétre
trés important, c’est le temps de calcul en raison de la réduction du nombre d'inconnus et les

équations de mouvement.
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