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Introduction

Les équations aux dérivées partielles, qui seront notées en abrégé "EDP" dans la suite,
constituant une branche importante des mathématiques appliquées. Elles expriment sous
forme d’égalités des relations que doivent satisfaire les dérivées partielles d'une certaine
fonction inconnue u de plusieurs variables afin de décrire un phénoméne physique et pour
satisfaire une propriété prescrite.

Nous avons I’habitude de classer les équations aux dérivées partielles en trois grandes
classes fondamentales d’équation : elliptique,parabolique et 1’équation hyperbolique

La physique, la biologie et les sciences pour 'ingénieur nécessitant de savoir résoudre une
grande variétés des équations différentielles aux dérivées partielles.

La modélisation d’un probléme réel utilise les lois de la physique (mécanique, thermo-
dynamique, électromagnétisme, acoustique, etc. ), ces lois sont, généralement, écrites sous
la forme de bilans qui se traduisent mathématiquement par des Equations Différentielles
Ordinaires ou par des Equations aux Dérivées Partielles.

Les Equations aux dérivées partielles interviennent aussi dans beaucoup d’autres do-
maines : en chimie pour modéliser les réactions, en Economie pour étudier le comportement
des marchés et en finance pour étudier les produits dérivées (options et obligations).

Notre travail est divisé en plusieurs chapitres. Dans le premier chapitre, on présente
un rappel sur I'analyse vectorielle et classifications des équations aux Dérivées Partielles.
Ensuite, on explique la méthode de caractéristique et on 'applique sur les équations aux
dérivées partielles et en particulier les EDPs ordre un et deux dans R2.

Le troisiéme chapitre présente la méthode de séparation des variables en appliquant
sur ’équation de la chaleur, I’équation des ondes et I’équation de Laplace. Le quatriéme
chapitre présente la méthode des différences finies appliquée sur les trois types d’équations
aux Dérivées partielles elliptique, parabolique et hyperbolique en en dimension un et deux.
Enfin, le cinquiéme et le dernier chapitre est dédié & la méthode des différences finis ap-
pliquer sur les trois types d’équations aux Dérivées partielles elliptique, parabolique et
hyperbolique (idem ci-dessus).






Chapitre 1

Rappels

1.1 Rappels d’analyse vectorielle

1.1.1 Quelques rappels (Champ scalaire,...)

Définition 1.1.1 (Champ scalaire). Un champ scalaire est une fonction de R™ dans R, o1
n=2ouJ.

Définition 1.1.2 (Champs vectoriel). Un champ vectoriel est une fonction de R™ dans
RP p>1.
Nous placerons généralement dans les cas n et p égaux ¢ 2 ou 3.

Définition 1.1.3 (Dérivée directionnelle). La dérivée Directionnelle de f dans une direc-
tion du vecteur v au point x est définie par :

_ o flat ) — f(2)
D,f = lim - (1.1)

Proposition 1.1. Si toutes les dérivées partielles sont définie alors :

D,f=Vfu (1.2)

1.1.2 Dérivation des fonctions composées

Proposition 1.2. On rappelle les formules de dérivation des fonctions composées a plu-
steurs variables. Par exemple dans le cas :

Exemple 1.1.1.
g(s,t) - f(w<3ﬂt)7y(svt>vz<3ﬂt))

On a
dg Of@ af% of 0z

9s  0z0s  oyds | 9:0s
(1.3)
dg Ofox Ofdy 0f0z

ot dx ot dyot 0z ot

9



Ce que l'on peut également noter :

gs = fxxs + fyys + fzzs

gt = fxxt + fyyt + szt

1.1.3 Dérivées partielles d’ordre supérieure

Proposition 1.3. Les dérivées d’ordre deux sont les dérivées premiéres de fonctions qui
sont elle-mémes dérivées partielles premiéres d’une fonction. Et ainsi de suite pour les
dérivées d’ordre supérieur.

Exemple 1.1.2.

?*f o (of

8x2_8x<8x)
?*f 0 (of
8xay_aa:<6y)

O*f  0*f
0xdy  Oydx

Si les dérivées partielles d’ordre 2 sont continues

De méme on a

Proposition 1.4.

1.2 Concepts de base et définitions

1l existe une infinité d’équation aux dérivées partielles.Il n’existe pas une méthode uni-
verselle pour résoudre toutes celles-ci.ll faut donc restreindre notre champ d’étude.On réa-
lisera ceci en exigeant que I’équation satisfasse certaine propriétés.par exemple qu’elle soit
linéaire.C’est ce que nous décrirons dans ce section.Nous énumeérerons aussi quelques-unes
des équations aux dérivées partielles classiques. Beaucoup de domaines sont fortement dé-
pendants de la théorie des équations aux dérivées partielles.L’acoustique, 'aérodynamique,
la dynamique des fluide, I’élasticité, I’électrodynamique, la géophysique, la mécanique quan-
tique, la météorologie, 'océanographie, la physique des plasmas sont quelques-uns de ces
domaines.

Définition 1.2.1 (EDP). Une équation auz dérivées partielles ou EDP[10, 19, 8, 1],
est une relation faisant intervenir une fonction inconnue u de R™ dans R ,les variables

St 2 . ou  Ou 92u 92u M 25 oo 5
T1,T9,..., ses dérivées partielles, (a—mj Bws> " 9a2 BerBey - O ) Elle s’écrit de facon gé-
nérale :
o ou Ju Pu  0%u oMu 0 (15)
L1y Ty ooy, Uy =y =y ey ——5y = e | = .
e e 85617 83:2’ ’ 8x%’ 69518:62’ axfﬁ

L’équation (1.5) est considérée dans domaine 0 de R™.
Les solutions de l’équation aux dérivées partielles (1.5) sont les fonctions qui véri-
fient cette équation dans €.

10



Exemple 1.2.1.
oot
ox2 0y
Les fonctions u(z,y) = (x +y)? et u(z,y) = sin(x — y) sont toutes deuz des solutions de

(1.6).

(1.6)

Définition 1.2.2 (L’ordre d’une EDP). L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est
DUordre de la dérivée partielle d’ordre le plus élevé intervenant dans 'équation.

Exemple 1.2.2.
ou\? ou\?
(5:) +(5) - @)

— L’équation (1.6) est d’ordre 2.
— L’équation (1.7) est d’ordre 1.

Définition 1.2.3. En mathématiques, un probléme est dit bien posé s’il a une solution
et si cette solution est unique.

1.2.1 Equation aux dérivée partielle linéaire

Définition 1.2.4. Une équation auz dérivées partielles est linéaire[10, 3] par rapport & la
fonction u et a toutes ses dérivées partielles. On peut écrire sous la forme :

L(u) = f (1.8)
L : Dopérateur aux dérivées partielles associé o une EDP.

Définition 1.2.5. On dit qu’une équation auz dérivées partielles du seconde ordre est
linéaire[10, 3, 8, 1] si la dépendance par rapport o la fonction inconnue et ses dérivées
partielles est linéaire :

2u 0%u 9%u ou
ou
+  e(z, y)afy + f(z,y)u+g(z,y) =0 (1.9)

Exemple 1.2.3. Soit I’équation (1.6)

?(au+ pv)  0*(au+ pv)

L(au+ Bv) = 92 — PYE Va,B € R
_(Plaw) | P(Br))  (Plaw) | B(6)
— (B2 T - (G2 T5Y) vaser

0*u  O%u Pu _0%u
- (o5 o)+ (57 o) veseR
= «alL(u)+ BL(v) Va,B €R

Donc Uéquation (1.6) est linéaire.

11



Remarque 1.2.1. L’équation du seconde ordre est dite homogéne[17] si la fonction g est
identiquement nulle sur Q de l’équation (1.9) et s’écrit sous la forme.

0%u 0%u 0?
a(x7y)7 + 2[)(1’, y)i + C(xvy)aiyg +

ou ou
02 By d(z,y) 5 +e(z,y) 5 + flz,y)u=0 (1.10)

Oz y

Exemple 1.2.4.
— L’équation (1.6) est linéaire homogéne.

Définition 1.2.6. Une équation auz dérivées partielles homogéne est :
L(u) =0

Théoréme 1.2.1.
1. Siu est solution de (1.8) et v solution de l’équation homogeéne.alors u+v est solution

de (1.8)

2. Si uy est solution de L(u) = f1 et ug est solution de L(u) = fo alors uy + ug est
solution de L(u) = f1 + fa

1. Comme : L(u) = f et L(v) =0.
Donc : L(u +v) = L(u) + L(v) = f car la linéarité de L.
Alors : u + v est solution de (1.8)
2. Nous savons que L(uj) = f1 et que L(uz) = fa.
Par conséquent L(uj + u2) = L(u1) + L(u2) = fi + fa.
Nous avons donc que u; + ug est solution de L(u) = f1 + fo.

Théoréme 1.2.2. La solution générale d’une équation différentielle linéaire d’ordre n dé-
pend linéairement de n fonctions arbitraires.

Exemple 1.2.5. Considérons par exemple, I’équation linéaire homogéne

9%u B
0xdy

En wntégrant par rapport d y,on obtient :

ou
o = f(z)

En intégrant ensuite par rapport o x,et en notant F est une primitive de la fonction arbi-
traire f, on obtient :

u(z,y) = F(x) + h(y)

Les fonctions F' et h sont deux fonctions quelconques.

12



1.2.2 Equation aux dérivée partielle quasi-linéaire

Définition 1.2.7. Une équation auz dérivées partielles quasi-linéaire est linéaire par rap-
port aux dérivées partielles d’ordre le plus élevé de la fonction u.

Définition 1.2.8. On dit qu’une équation auz dérivées partielles du seconde ordre est
quasi-linéaire si elle est de la forme :

< Ou Ou )82u < ou Ou ) d%u
a —, 2,y | =5 +2b

U or oy V) oa2 T\ B 3y ™Y ) Budy
ou Ou 9%u ou Ou
il - —— ) = 1.11

ot a,b,c et F sont des fonctions définies dans un ouvert de R°.

Exemple 1.2.6.
u? Ou + @ =
oxrdy Ox
— L’équation (1.15) est quasi-linéaire.

y (1.12)

1.2.3 Equation aux dérivée partielle Non-linéaire

Définition 1.2.9. On dit qu’une équation auz dérivées partielles est complétement non
linéaire[11] si elle dépend non linéairement de ses termes d’ordre le plus élevé.

Exemple 1.2.7. L’équation (1.7)

1.2.4 Les conditions aux limites

Définition 1.2.10.

1. On appelle condition de Dirichlet une condition ot on impose la valeur de la
fonction recherchée sur le bord Q). Une probléme du premier type est un pro-
bleme ot tout le bord est soumis G des conditions de Dirichlet.

1. On appelle condition de Neumann une condilion ot on impose la valeur de
la dérivée normale de la fonction recherchée sur le bord 0N). Un probléme du
deuxiéme type est un probléeme o tout le bord est soumis & des conditions de
Neumann.

14. On appelle condition de Fourier-Robin une condition ot on impose une relation
entre la valeur de la dérivée normale de la fonction recherchée et sa valeur sur le

bord Of2.

1.3 Equation aux dérivée partielle du premier ordre

Définition 1.3.1. Une équation dans laquelle figure une fonction u de plusieurs variables
mdépendantes x1,xo, ...,y et des dérivées partielles du 1" ordre de u par rapport & ces
variables[11, 14, 3], c’est-a-dire une équation de la :

Oou Ou 8u>20

Flxy,zo,...,¢p,u, —, —, ...
) ) ) ) 78’:[:1) 8$27 ’awn

13



est dite une équation auzx dérivées partielles du 1¢ ordre Toute fonction u(xi,...,T2) qui
satisfait identiquement a cette équation est une solution de celle-ci.

Définition 1.3.2. f, g, h étant trois fonctions, supposées de classe C' dans un ouvert de
R3, on appelle équation auz dérivées partielles quasi-linéaire du premier ordre,
d’inconnue u, une équation de la forme :

ou ou

fl@y ulz,y)) 5+ g(:c,y,u(:cyy))afy = h(z,y,u(w,y)) (1.13)

1.3.1 Equation de Transport

Les équations de transport|7, 11] sont les EDP linéaires du premier ordre. Dans le cas
monodimensionnel, elles peuvent s’écrire sous la forme générale suivante :

ou

0
a(zx, t)a + b(z, t)—u

o + c(z, t)u(z, t) = d(z,t) (1.14)

sur un domaine (z,t) € Q C R2.La seconde variable est souvent notée ¢ pour souligner une
évolution en temps. Nous verrons que ’on peut envisager de la méme facon des équations
linéaires du premier ordre dans des espaces de dimension supérieure en considérant que la
variable x € R™. On obtient alors une forme plus générale pour ’équation de transport :

a(zx, t)% + b(x,t).Vau(z,t) + c(z, t)u(z,t) = d(z, t) (1.15)

Il est important de remarquer que le terme b(x,t) doit étre désormais vectoriel dans cette
formulation.

1.4 Equation aux dérivée partielle du second ordre

Définition 1.4.1. On appelle E.D.P linéaire d’ordre inférieure ou égale & 2 dans un do-
maine Q C RN et d’inconnue

u: ) — R

une équation de type

Z g ax ax] Zfz

,5=1 i=1

Par convention, on supposera que a;;(x) = aji(x)

Avec A(x) = (aij)1<i,j<n la matrice N x N symétrique de coefficients devant les termes
d’ordre 2.
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1.4.1 Classification des équations aux dérivées partielles dans RY
1.4.1.1 Equation aux dérivée partielle elliptiques

Définition 1.4.2. Une E.D.P. linéaire du second ordre est dite elliptique[10, 19, 1] en
x € Q si la matrice A(x) n’admet que des valeurs propres non nulles et qui sont toutes
de méme signe.

Exemple 1.4.1 (Equation de Laplace). Soit u(z,y,...) une fonction définie sur un do-
maine ) de R", et vérifiant dans ce domaine [’équation de Laplace :

Au =0 (1.16)

Les fonctions qui vérifient cette équation sont dites harmoniques dans (2.

1.4.1.2 Equation aux dérivée partielle hyperboliques

Définition 1.4.3. Une E.D.P. est dite hyperbolique[10, 19, 20] en x € Q si A(x) n’admet
que des valeurs propres non nulles et qui sont toutes de méme signe sauf une de
signe Opposé.

Exemple 1.4.2 (Equation des Ondes). [7, 1] Soit u(zx,v, ...,t) une fonction des variables
d’espace (z,vy,...) et du temps t , définie sur domaine Q2 de R™ et pour t positif. L’équation
des ondes pour la fonction u s’écrit :

—— —AAu=0 (1.17)

1.4.1.3 Equation aux dérivées partielles paraboliques

Définition 1.4.4. On dire que ’E.D.P. est parabolique en x € Q si A(x) admet N — 1
valeurs propres non nulles de méme signe et une valeur propre nulle.

Exemple 1.4.3 (Equation de la Chaleur). [19, 20, 1] Soit u(x,y,...) une fonction des
variable d’espace (z,vy,...) et du temps t , définie sur un domaine Q0 de R™ et pour t positif.
L’équation de la chaleur pour la fonction u s’écrit :

0
8—? —Au=f avec f donnée. (1.18)

C’est cette équation qui régit, entre autre, ’évolution de la température u en un point
(x,y,2) d’un domaine Q au cours du temps t en présence d’une source de chaleur volumique
définie par f. C’est cette méme équation qui décrit ’évolution de la concentration d’un
produit dans un solvant (d’ot le nom d’équation de la diffusion).

1.4.2 Classification des équations aux dérivées partielles dans R?

Définition 1.4.5. a,b,c étant trois fonctions définies dans un ouvert de R?, et F une
fonction définie dans un ouvert de R®, on appelle équation aux dérivées partielles
semi-linéaire du second ordre,d’inconnue u,une équation de la forme :

d%u d%u 9%u ou Ou
— +2b —=F —_— 1.1
a(2,y) 55 +2b(z, y) azoy + c(z,y) o5 (myu 9 8y> (1.19)
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Remarque 1.4.1. Suite auz Définition 1.4.1 avant la matrice A est définie sous cette

forme :
1= )

alors le polyndme caractéristique de cette matrice :
det(A — XI) = \* — (a + c)\ + ac — b
donc il y a deuz valeur propre Ay et Ao avec :

— b2
ac ot )\1+)\2:a—|—c

A Aoy =
1 X A2 1 5

1.4.2.1 Equation aux dérivées partielles hyperboliques

Définition 1.4.6. Une équation telle que, dans un domaine € :
bQ(I"y) - CL(JZ,y)C(ZL‘,y) >0 (120)
est dite hyperbolique dans ce domaine.

Remarque 1.4.2. Dans la Définittion 1.4.6 , On dit que l'équation hyperbolique si les
valeurs propre sont non nulles et de méme signe sauf une alors :

AM X< = CLC—b2<O

et ce que donne : = b>—ac>0
Exemple 1.4.4 (Equation des Ondes). L’étude des vibrations d’une corde infinie, libre de
toute sollicitation, consiste & étudier les variations du déplacement transversal u au cours

du temps. On se donne la position u et la vitesse du déplacement transversal u au temps
zéro. Le modéle correspondant s’écrit :

Pu a0t

52 3z = 0 Vr € R,Vt € RT (1.21)
u(z,0) = f(x) donnée
0
a—?u(w,O) = g(z) donnée

1.4.2.2 Equation aux dérivées partielles paraboliques
Définition 1.4.7. Une équation telle que, dans un domaine § :

b*(x,y) — ala,y)e(z,y) =0 (1.22)
est dite parabolique dans ce domaine.

Remarque 1.4.3. Dans la Définition 1.4.7, On dit que l'équation parabolique si une
valeurs propre est nulle.
M XA=0=0—ac=0
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Exemple 1.4.5 (Equation de la Chaleur). Considérons le probleme physique suivant :
on veut connaitre la température dans une barre infinie, sans apport de chaleur et dont la
température est initialement donnée. Le modeéle correspondant s’écrit :

trouver u:(x,y) — u(x,y) telle que :
Qu_ 0w _ 0 VreRVteRT (1.23)
ot ox? v ’ ’

u(z,0) = f(x) donnée

1.4.2.3 Equation aux dérivées partielles elliptiques
Définition 1.4.8. Une équation telle que, dans un domaine € :

b (x,y) — alz,y)c(z,y) <0 (1.24)
est dite elliptique dans ce domaine.

Remarque 1.4.4. Dans la Définition 1.4.8, On dit que l'équation elliptique si les valeurs
propre sont non nulles et de méme signe alors :

MXXA>0 = ac—0>>0
— b —ac<0 (1.25)

Exemple 1.4.6 (Equation de Laplace). Considérons le probléme physique suivant : on
veut connaitre la température dans un dems plan connaissant la température sur le bord,
sachant que cette température tend vers 0 en s’éloignant de ce bord et qu’il n'y a aucun
apport de chaleur. Le modéle mathématique correspondant s’écrit :

trouver u:(x,y) — u(x,y) telle que :
Pu 0%u
—+ 5 = vz € R R* 1.2
8$2+8y2 0 zeR,Vy € (1.26)
u(z,0) = f(x) donnée
u(z,+o00) = 0

1.5 Systéme orthogonal

Soit fonctions {¢,(x)}, continues sur I'intervalle [a, b].
Nous dirons que {¢,(x)}, est un systéme orthogonal sur [a,b] si et seulement si :

b .
0 si m#n
[ on@na) as={ ) 5 7
1" t "
sectionLa constante de séparation La derniére égalité v () _¥ (z) = A dont le premiére

a*y(t) — p(x)

membre dépend de t seul et le second de x seul ,n’est possible que si les deux membres ne
dépendent ni de ¢ ni de x i.e sont égaux & une méme constante désignons cette constante
par A.
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Chapitre 2

La méthode des caractéristique

2.1 Equation aux dérivées partielles du premier ordre

On s’intéresse maintenant a la résolution d’une équation aux dérivées partielles|[10, 19,
8, 1] quasi-linéaire du premier ordre :

(o ) G+ gl ) g = g u(e. ) .1

2.1.1 Solution générale

Une solution u de (2.1) peut étre vue comme une fonction associant a un point (z,y)
du plan une altitude z = u(z,y) ,et étre interprétée comme une surface de R3. On choisit
alors de rechercher les solutions de (2.1) sous forme implicite, i.e. des fonctions ¢ définissant
implicitement u comme solution de (2.1) :

o(z,y, z) = Constante <= z = u(zx,y)

D’aprés le Théoréme des fonctions implicites (A.1) voir [10], en tout point o

Oy .
E;&O.

9y 9y
v _ _Odx t A 2.2
ox Oy ¢ Jy dp (2.2)
0z 0z
u est alors solution de (2.1) si :
0 Oy dp
== === 2.
@y ulz,y)) 5 +g(w,y,U(x,y))ay +h(z,y,ulz,y)) 5~ =0 (2.3)
@ est donc une intégrale premiére du systéme
dx _ dy _ dz (2.4)

flxoy,2)  glwy,2)  h(z,y,2)
Le systéme (2.4) est appelé systéme caractéristique[19, 11] de (2.1). Ceci nous
améne donc au théoreme suivant :
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Théoréme 2.1.1. Les solutions de (2.1) sont les intégrales premiéres du systéme caracté-
ristique (2.4). Si ¢ et ¢ sont deux intégrales premicres indépendantes et F' une fonction de
deuz variables non constante, alors les solutions s’écrivent sous forme implicite :

F(o(z,y,u(z,y)), o(x,y,u(z,y))) = Constante (2.5)

Exemple 2.1.1. Soit 4 résoudre :
0 0
#ly — )5+ yle =) g = (@~ y)u

Le systéme caractéristique est : (u(z,y) = 2)
dx dy dz
wy—z) ylz—z) z2z-y)

Les intégrales premiéres sont données par :

(z,y,2) — ¢(z,y,2) = x+y+=z

(2,y,2) — o(x,9,2) = Yz

Les fonctions de la forme (x,y,z) — ¥(z,y,2) = F(o(x,y, 2), o(z,y, 2)) décrivent ’en-
semble des intégrales premiéres.
On peut donc donner les solutions u sous forme implicite :

(z,y) — F(z +y+ u(z,y), zyu(z,y)) = Constante

ou ou
212 C ticulier : — — =0
as particulier : f(z,y) e +g(z,y) o

C’est ’équation des intégrales premiéres de :

dr dy
Y
Une solution est donc de la forme u = H(x,y) ot H est une intégrale premiéres de :
dr dy
)

Soit ¢ 'une de ces intégrales premiéres, on sait que toutes les autres sont de la forme F'(¢p)
, I étant de classe C'.

Théoréme 2.1.2. Soit : 5 5
in in

et :
de  dy
flz,y)  g(z,y) 27)

son systéme caractéristique. Pour résoudre (2.6) on cherche une intégrale premiére z de
(2.7) toute solution de (2.6) est alors de la forme u = F[2] ot F est de classe C'.
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Exemple 2.1.2.

ou ou
= _ 222 =0 2.8
Yor oy (2.8)
Le systéme caractéristique de (2.8) est donné par :
do _ _dy
y (2.9)
0=dz

On voit directement que (x,y, z) — ¢(x,y, z) = z est une intégrale premiére. Par ailleurs :
L. 2, 9
0= zdx + ydy = §d(:1: +y)

Autrement dit, (z,y,z) — o(z,7,2) = 2% + 3 est également une intégrale premiére.
Toutes les solutions sont donc définies implicitement sous la forme :

(z,y) — F(z* + y*, u(z,y)) = Constante
ce qui conduit @ :
u(@,y) = g(z* +y?)

Les solutions sont les surfaces de révolution d’aze (O;vecz)

2.1.3 Courbes caractéristiques

Définition 2.1.1. f,g,h étant trois fonctions[19, 11], supposées de classe C' dans ou-
vert de R3, on appelle courbes caractéristiques de l’équation aux dérivées partielles du
premier ordre

vy o)) g + 9o u(e ) 5 = b,y ule ) (2.10)

les solutions de son systéme caractéristique

de  dy  dz
f(z,y,2)  glz,y,2)  h(z,y,2) (2.11)

Théoréme 2.1.3. D’aprés la Proposition 2.6 voir [10, page 21], une infinité de surfaces
solutions passe par chaque courbe caractéristique.

Définition 2.1.2. On appelle pied de la caractéristique passant par le point de co-

ordonnées (x,y) le point d’intersection de la caractéristique et de la ligne sur laquelle les
conditions initiales sont données (en général l'aze des abscisses).
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2.2 Equation aux dérivée partielle du second ordre

Les équations aux dérivées partielles du second ordre sont trés fréquentes en physique,
leur étude est donc d’un grand intérét pratique. On considére ici le cas des équations
semi-linéaires :

2 2 92w

0“u 0“u
a(ﬂf7y)—+2b($,y)7+c(x,y)87yQ

0x? Oxdy (2.12)

:F(m,y,u ou 8u>

7%7%

qui permettent déja d’étudier de trés nombreux phénomeénes en mécanique, électroma-
gnétisme, ... .

Un cadre plus général conduirait a de nombreuses difficultés techniques qui demande-
raient de trés amples développements.

2.2.1 Courbes caractéristiques

Définition 2.2.1. On appelle courbes caractéristiques de (2.12) les courbes réguliers de
RQ,domf une représentation paramétrique est

x=X(t),y=Y(¢) (2.13)
et telles que :
(X'(1))2e(X (1), Y (1)) = 2X" ()Y (Db(X (£), Y () + (Y'(1))%a(X (1), Y (1) =0 (2.14)

Théoréme 2.2.1. Si la fonction a n’est pas identiquement nulle, les courbes caractéris-
tiques de (2.12) sont les solutions de l’équation

2
a(x,y) <Zi> - 2b(x,y)j—gyc +c(x,y) =0 (2.15)

Théoréme 2.2.2. Si la fonction ¢ n’est pas identiquement nulle, les courbes caractéris-
tiques de (2.12) sont les solutions de [’équation

2
c(x,y) <le:;) — 2b(x, y)zllz +a(z,y) =0 (2.16)

Théoréme 2.2.3. Si les fonctions a et ¢ sont identiquement nulle, les courbes caractéris-
tiques de (2.12) sont les droites x = Constante,y = Constante.

Soit C': z = X (t),y = Y (t) une courbe caractéristique de (2.12).
On considére un parameéetre to tel que, au voisinage V3, de tg :

a(X(1),Y (1)) #0

Si X' s’annulait dans V;,, alors, d’aprés la définition 4.22 d’une courbe caractéristique,
on devrait avoir a(X (to), Y (t0))(Y'(t9))? = 0 et donc Y”(tg),ce qui entre en contradiction
avec la régularité de la courbe caractéristique. Par suite, dans un domaine oil a ne s’annule

pas on a:
X'(t)#0
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La tangente & C n’est donc pas verticale : C peut étre assimilée a la courbe représen-
tative d'une fonction y' = g(x) :

Par suite :
_dy  Y'()

(z) = -2 = 2.1
9 =3 = X0 (217)
En divisant la relation (2.14) par (2.())?,on obtient :
dy 2 dy
-9 - = 2.1
a(z,y) <dm> b(z,y)o— +clz,y) =0 (2.18)

On démontrer de méme les deux autres théoréemes. On voit que la recherche de caractéris-
tiques (dans les cas non triviaux, i.e. a # 0) se rameéne a la résolution d’un probléeme du

second ordre en d—y L’existence de solutions réelles dépend alors du signe du discriminant
x

réduit b*> — ac, qui caractérise la nature de I’équation aux dérivées partielles.

Ainsi, dans le cas hyperbolique, il existe deux caractéristiques réelles, dans le cas para-
bolique une caractéristique réelle et dans le cas elliptique deux caractéristiques complexes
conjuguées :

dy b b2 — ac

¥ —ac>0= = =—+
dr a a
pour a#0, b2—ac:O:>@:9 (2.19)
dr a

S P2
b2—ac<O:>@:§:|:i7ac b
dz a a

2.2.1.1 L’équation hyperboliques

Etant donnée| une équation hyperbolique[19, 11, 14] (2.12)4, les caractéristiques
sont les solutions de (2.19) :

d—y—b:t b2 — ac

dr a a?
Aprés intégration, on obtient les courbes caractéristiques sous forme implicite :
QOZ(.’L',Z/):CI ; 12172
ol les C; € R sont des constantes.

Exemple 2.2.1. On considére [’équation :

5 0%u 2 0%u

Yoz 7 8y2_0
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ot x,y € R* et C est une constante réelle. Pour cette équation :
b2 — ac = 2y?

Cette équation est donc hyperbolique en dehors des axes de coordonnées.
Les courbes caractéristiques sont les solutions de :

dy2
2 (Y _ 2
Y (dw) !

1l y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

dy =z dy x
-d _Z et -7 _ _Z
de vy dx Y
ou encore :
xdr = tydy

Ce sont donc les courbes
22 + y? = Constante

2.2.1.2 L’équation paraboliques

Etant donnée| une équation Parabolique[19, 11, 14] (2.12)p, les caractéristiques sont
les solutions de (2.19) :

dy b

dr  a

Aprés intégration, on obtient une courbe caractéristique sous forme implicite :

p(r,y) =C

oll C' € R est une constante.

Exemple 2.2.2. Soit [’équation :

“y +yP 2 =0 (2.20)

Ona :
b —ac=0

L’équation est parabolique, elle y admet une famille de courbes caractéristiques définies
par :
dy 2 dy
2 2
(=) —2zy—+y =0
(dw) Yz 7Y
C’est a dire :
dy —zxy _y

de 22 =z
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D’ou :

Aprés intégration, on obtient :
In(y) =ln(z) +c<=y=Cux

Donc :

¥y_ Constante
T

2.2.1.3 L’équation elliptiques
Etant donnée| une équation Elliptique (2.12)¢, les caractéristiques sont les solutions

de (2.19) :

dy b . Jac—b?
A
dr _a " a?

soient @1 (x,y) = Constante, et pa(x,y) = Constante, une forme implicite des courbes
caractéristiques. (1 et o sont complexes conjuguées.

Exemple 2.2.3. Soit I’équation suivante :

Pu 5, 0%

Pour cette équation on a :

b —ac= —e**

Donc cette équation est elliptique.
Alors les courbes caractéristiques sont les solutions de :

dy 2 2r

1l y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

d
ﬁ = +5e”

Ou encore :
dy = tie®dx

D’ou les courbes sont :

y +ie® = Constante
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2.2.2 Reéduction a la forme standard du second ordre
2.2.2.1 Changement de variables

Proposition 2.1. Le caractére hyperbolique, parabolique, ou elliptique d’une équation aux
dérivées partielles du second ordre ne dépend pas du systéme de coordonnées choisi.

On consideére le changement de variables (X (z,y),Y (z,y)) supposé tel que le Jacobien
J ne s’annule pas :

ox oy
Oxr Oz
. _oxov oxav | 22
X oY Or 0y Oy Ox
dy Oy

On pose u(z,y) = u(X,Y), par dérivation composée (voir 1.1.2) , on obtient :

Pu % (0X\', #T OXOY | i PX G (oYY’
ox2  0X2 \ Oz 0XdY Oz Oz 90X 922 ' Y2 \ Oz
ooy
Y 0z2
Pu % (0X\' , P 0XOY i PX i (oYY’
oy2  0X2 \ oy XY dy dy | 90X 9y ' Y2 \ 9y
ooy
Y Oy?
Pu a%ajxaijr o*u 0X oY  0X oY +@alal
oxdy  0X20x Oy 0XOY \ Oz 0y Oy Ox Y2 0x oy
L 0WPX | on oy
0X Ozx0y  OY Ox0y
On peut alors écrire :
0%u 0%u 0%u
92 b
ole,3) 55 + (0 0) g+ ) 5
20 20 0%u ~ ou Ou
A 2B — FlX,Y,u
(0:9) gz +2B) g + Clan) s+ < "X ay>
ol on a posé :
ou Ou ou 0°X ou 0*Y
F X, Y,u = 2b — —
< "X aY> (z,9) <8X ooy T oy axay>

ou 0?°X  Ou 82Y>

raoy) (RPX 0T : )8682)( ot %Y
WY\ 0X 022 " 0Y 922 ¢

X 0y oy o2

et :
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0X\? 0X 0X 0X\?
Alx,y) = a(z,y) ((%;) +2b(w,y)%a—y+c(m,y) (&y)

B — ey PXOY L (OXOY aXOY) | oX oy
©Y = Oy o wY Oy Ox  Ox Oy ALY oy Oy

oY\ oY 9y oY \?
Cle) = alwn) (G ) + 2o G +eten) (5 )

On obtient alors :

B2(X, Y)-AX,Y)C(X,Y) = J? (b2(1‘,y) — a(a:,y)c(x,y))

e J2_<8X8Y>2 <8Y8X>2 0X Y 9Y 0X

= ) 2.2
ox Oy ox Oy Ox Oy Ox Oy (223)

comme J # 0, on voit que le signe de la quantité “B%? — AC~ donnant le caractére
hyperbolique, parabolique ou elliptique est indépendant du jeu de variables retenu.

On va maintenant voir que les courbes caractéristiques permettent de définir un chan-
gement de variable conduisant & une forme simple de I’équation aux dérivées partielles
(forme dite standard) ou certains termes parmi A, B ou C ont été annulés.

2.2.2.2 Formes standard de ’équation hyperboliques

Théoréme 2.2.4. Soient ¢1(z,y) = C1 et pa(x,y) = Cq les deuz familles de courbes
caractéristiques d’une équation hyperbolique[19, 11, 14, 9] (2.12)y.

En posant :
X —
PUEY) ) = E(X,Y) (2.24)
Y = ()02(‘T’ y)
Cette équation se met sous la forme :
0*u ou Ou -
= — —,u, X,Y 2.2
XY G<aX’aY’“’ : ) (2.25)
En posant ensuite :
X=X+Y SN
Lo AT et UX,Y)=a(X,7) (2.26)
Y=X-Y

Elle se met sous la forme :

(2.27)

S0 ’\71’[’7

0X 9Y
Ce sont les deux formes standards d’une EDP hyperbolique.

2~ 2 ~ o~ L
o0‘n O“u <8u 8UAX,Y>
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Démonstration. Si a = ¢ = 0, on a déja la premiére forme standard. Si a # 0, alors, en
injectant (2.15) dans Proposition 2.1, et en remarquant que :

dp1
dy _ or
de  Op1
Jy

on voit que le choix X = ¢1(z,y) conduit & annuler A(X,Y’). Si besoin est, on peut
également annuler C' en posant Y = @o(x,y) ( si ¢ est nul, on garde Y = y ). Pour la suite,
par dérivation composée :

0X X 0X 9y 90X 9X 9y
gi _ 0u0%  oud¥ oi _oi
Y ax oY gy oY  9x oy
Et, de méme :

9*u o [du

oxXoy aX[aY]
0 |ou ou
B M[ax ay}
90X 9 [ou ou| 9Y 9 [du ou
B 78 [8X é?Y] 0X 9y [ax_aff]
_ 0 [Ou Ou
B [ax ay} oy [a)?_af/]

aZA 2

T 9X2 oy

2.2.2.3 Formes standard de I’équations paraboliques
[19, 11, 14, 9]
Théoréme 2.2.5. On pose : X = ¢(x,y). SiY est une fonction indépendante de X, alors,

en posant :
u(z,y) = W(X,Y) (2.28)

(2.12)p peut s’écrire sous la forme :
0*u _G ou Ou
& X’ oy’

Démonstration. On suppose a # 0. Le changement de variable X = ¢(z,y) permet alors
d’annuler A. Sachant que b?> — ac = 0 et b> — ac = J?(B? — AC), on voit que 'on a
automatiquement B = 0 (pour Y choisi de maniére a ce que le changement de variables
soit régulier). On se retrouve donc uniquement avec C' # 0, ce qui correspond a la forme
standard.

u, X Y> (2.29)
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2.2.2.4 Formes standard de I’équations elliptiques

Théoréme 2.2.6. FEn posant :

X +1iY =
—H. 1Y) et u(x,y)=u(X,Y) (2.30)
X —iY = ¢a(2,y)
(2.12)¢ s’écrit aussi :
Pi O x,y, 20 08 (2.31)
0xX2 o9y TTUTOXT oY ’
St on fait le changement :
X=X+iY - -
- T et UX,Y)=u(X,Y) (2.32)
Y =X-1iY
(2.12)¢ s’écrit sous cette forme :
2/\ P A~ A~
Oy (u,X,Y7 o aﬁ) (2.33)
0XaoY 0X 9Y

Démonstration. L’équation des caractéristiques (2.15) devient, en injectant les formules de
changement de variables (2.30) :

0 = G<M>2+2b<a(X+iY)> (8(X+1'Y)>

ox ox y
(a(x + z‘Y)>2
+ oo ———2
oy
— A-(C+2iB (2.34)

ce qui implique puisque A, B et C sont des fonctions réelles :

A=C e B=0 (2.35)

2.3 Application pour les équations classiques

2.3.1 Equation de Transport

On donne, dans ce section, quelques résultats concernant les solution des équations
de transport. On trouvera plus de détails sur les aspects mathématiques dans un ouvrage
comme (HORMONDER, 1997).

Dans ce section, on donne quelques résultats sur les solutions de transport & coefficients
constants.

Soit I’équation de transport suivante :
ou ou

4 k— = teRT R 2.
6t+ Ep 0 Vt e R™,Vx € (2.36)
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Ou k € R une constante.
Le systéme caractéristique de ’équation de transport (2.36) est donné par :

dz =20
(2.37)
g — dx
ok
Aprés intégration, on obtient :
zZ=C Cl =2z
==
kjt:"])—}—CQ szkt—x
Donc les intégrale premiére de (2.37) sont donner par :
¢(:U> Y, Z) =z
o(z,y,2) =kt —x
Alors les solution sont définie implicitement sous la forme
F(u(z,y), kt — x) = Constante
Ce qui conduit & :
u(z, y) = g(kt — ) (2.39)

ol ¢ une fonction arbitraire.

2.3.2 Equation des Ondes

L’étude des vibrations d’une corde, d’'une membrane, des oscillations électromagné-
tiques ... conduit & des équations hyperboliques. La plus simple est ’équation des ondes a
une dimension (ou équation des cordes vibrantes) :

0*u 0% "

Ou k € R* un constante.

2.3.2.1 Type de I’équation

On a:
a(z,y) = 1,b(z,y) =0 et c(z,y)=—k

Donc :
¥ —ac=k >0

Alors type de I'équation est hyperbolique.
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2.3.2.2 Courbes caractéristiques

D’aprés le Théoréme (2.2.1) Les courbes caractéristiques de cette équation sont les

solutions de :

dy ? 2
— | —k*=0
Donc il y a deux familles de courbes caractéristiques :

dy _ b VP —ac_ VI _
=+ =

— +k
dr a a

Ou encore :
dy = +k.dx

Aprés intégration, on obtient :

y=tkx+C<—= C=yFkz tel que C' € R une constante.

Alors les courbes caractéristiques sont :

o1(z,y) =y +kx
p2(z,y) =y — kx

2.3.2.3 Forme standard

(2.40)

Soient ¢1(x,y) et pa(x,y) les deux familles de courbes caractéristiques d’une équation

(4.27).

1ér¢ Cas : en posant

X = k
YTE e u(ey) = 6(X.Y)
Y=y—kz
Alors : 5
X X
7 — =1
ox K oy
et
)4 oY
- - — =1
ox k dy

Par dérivation composée (voir 1.1.2) on obtient :
ou _ ouox owov _ (oi o
Ox 0X 0z~ 0Y oz \9X oY
ou _ OuoX  onoy _on o
dy 0X 0y 0Y 0y 00X OY
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Et, de méme :
Pu _ o (00 o
or2 Oz 0X oY
L0 (01 0w
9z \ 09X OY
L[
|0z \ X

_ L [(Paex a%z i 0X  0%a oY
“I\0X2 0z T oxoy 8:1: OYoX dxr  9Y? Oz

([ 0% 820 8% 82t
‘k'@&w_%wﬁq_c%ww_@wﬁ]

B 82~ o 0*u +k82ﬂ
N X2 8XOY‘ oYoX oY?
(9 9 0%u
= — 4t — 2.41
( 0X? ) 2k 0XoY ( )
Et on a :
o _ o (on o
oy2  0x \9oX 9Y

_ o (o), 0 (o
- 0x \0X Ozr \ oY
_(POX | Pu oy (90X | ooy
— \0X2 0y 0XOY Oy oYoX oy  0Y?2 0y
0*u 0*u 0*u
= ax2 " 2oxoy T ov? (2.42)

En remplacant (4.30) et (4.31) dans ’équation (4.27) donc on obtient :

2 2 27 25 2 25

0X?  0Y? 0XoY 0X? X9y = 0Y?
kQ@u 8u_2k2 0%u _kzau_2k2 0%u k282~

+E—— = 0
0X? 0Y? 0X9Y 0X? 0X9Y Y2
0*u
— 2 —
Ak 0X0Y 0
Comme k € R* donc la forme standard s’écrit :
o%u
= 2.4
0X0Y 0 (2.43)

2éme cag : en posant

X=X4Y
Y=X-Y
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Alors :

0xX oy
et
v _y o _
0X aY
Par dérivation composée on obtient :
oi _ 0aoX ouoV _on  on
X 90X 0X gy 90X 9X oY

Et on :
ou i
0XoY )4
9
oY

(smox. o) (s os, sn)
0X20Y  9Xov 0Y Y9X OY ~ gy20Y
(82ﬂ B 0*u >+< o0*u B 82@>
0X2 0XoY YoX  0Y?
N ) (2.44)
0X?2 09Y?
En remplacant (4.33) dans (4.32) :

o’u  o0*u
—4k2 <A - A> == 0
0X2 0Y?

0% o*u

oxX2 gy

Donc la forme standard est :
(2.45)

2.3.2.4 La solution

Comme :

Alors :

Fu 0 (ou\ g
0Xoy oy \ox )

On intégre par rapport a Y :
ou
T X
e =)
ou f une fonction arbitraire.
Et de méme, on intégre par rapport a X :

WX,Y) = F(X) + G(Y)
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ol F' est une primitive de la fonction arbitraire f et G une fonction arbitraire.
En revenant aux variables initiales x et y ; il apparait que la solution générale de I’équation
(4.27) est :

uw(z,y) = F(y + kx) + G(y — kx) k#0

oll F' et G étant deux fonctions arbitraires.

2.3.3 Equation de la chaleur
L’étude de problémes de diffusion conduit a 1’équation de la chaleur

ou
— = kA k € R*
Y u+f vk €

En dimension 1, cette équation devient :

ou 0% .
E—k@—kf(az,t) Vk e R

dont I’équation homogéne associée est :

ou  ,0% .
5 Kz =0 VkeR (2.46)

telle que le couple (¢,x) est dans [0, +00o[x 2 ou Q est ouvert de R.

2.3.3.1 Type de I’équation

On a:
a(x,y) = _kz
b(z,y) =0 = b —ac=0
c(z,y) =0

Donc I'équation (2.46) est parabolique.

2.3.3.2 Courbes caractéristiques

D’apres le Théoréme (2.2.1) les courbes caractéristiques est la solution de cette équa-
tion :

dt\? dt

k=) =0= —=0=dt=0 car k#0
dx dx

Aprés intégration, on obtient :

t=0C C une constante

Alors la courbe caractéristique est :
p(x,t) =t
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2.3.3.3 Forme standard

Soit ¢(z,t) la courbe caractéristique d’une
Donc en posant :

équation (2.46).

X=t
{ et u(t,z) =u(X,Y)
Y=z
Telle que :
ox oy
ot ot 1 0
J(X,Y) = :‘0 1‘:1#0
ox oy
or Ox
Alors par dérivation composée (voir 1.1.2) on obtient :
ou OudX OudY Ou
o~ oxX o "oy or ox (247)
Et de méme, on a :
Ou _ OudX  oudy  Ou
dr 0X 0xr 09Y 0xr OY
Donc :
o _ o (o
0z2  Or \Ox
_ o (o
0z \ oY
_ o ox | owoy
 9YOX 0x  0Y? Ox
0*u
= y2 (2.48)

On remplagant (2.47) et (2.48) dans (2.46) on

obtient la forme standard :

8717 — kQ@ =0
0X 0Y?
Donc la forme standard est :
1 _ 1o
oY? k20X

2.3.4 Equation de Laplace

L’étude d’états d’équilibre conduit & des équations elliptique, dont la plus simple est I’

équation de Laplace :
0%u n
Ox2

Une fonction w qui vérifie cette équation dans
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2.3.4.1 Type de I’équation
Ona:a(z,y) =1, b(z,y) =0et c(z,y) = 1.

Donec :

b —ac=—1=4i

Alors 'équation est elliptique.

2.3.4.2 Courbes caractéristiques

D’apres le Théoreme (2.2.1) les courbes caractéristiques de cette équation sont les

solutions de :
d—y ; +1=0 (2.50)
dzx - ’

Donc il y a deux familles des courbes caractéristiques :

Jh2 _
d7y g 9 :l: 7b ac = :l:'l/
dr a a
Alors :
dy = tidx

Aprés intégration on obtient :
y=c+ix = c =y —1IiT Ver € R
Y=C —1x =>Cy =1y +1ix Veg € R
Alors les courbes caractéristiques sont :
e1(z,y) =y —ix
P2z, y) =y +ix
2.3.4.3 Forme standard
Soient 1 (z,y) et w2(x,y) les deux familles des courbes caractéristiques d’une équation

(2.49).

1% Cas : en posant

{X—z’Y—«pl(m‘,y) et ulz,y) =uU(X,Y)

Alors : X =y et Y = x telle que

0X 90X
ox _ |
or 0 Jy

et
oY oY
1 - =
or oy 0
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Par dérivation composée (voir 1.1.2) on obtient :

u_ 0ioxX  ouoy o
dr 00X 0x OY dx  OY

Donc :
0%u d (0u
e ax<x
0 (0ou
- 5 (o)
0 [ ou
- 5 (av)

0
_ (% ox | 2aoy
N oY oX ox 8Y2 oz

N <ay2>

0*u

Et, de méme :
ou_ ouox  ouoy _ou
oy 90X oy 0OY oy 090X

Pu _ o (o
oy oy \ Oy

9 (u

- 5 (5%)

0%u X ETING) 4
X2 oy | oxov dy
0%

Donc :

Donc en remplacant (2.51) et (2.52) dans I’équation (2.49), on obtient :

o*u  0*u

Donc (2.53) est dite forme standard de I’équation (2.49)

2éme (Cag : en posant

et ulw,y) = a(X,7)

X':X—iY:y—ia:
Y=X+iY =y+iz

37



Alors :

X ox _ |
2 By
et
o _, v _,
or oy
Par dérivation composée (voir 1.1.2) on obtient :
or  9x 0z 9y Oz
Ou . Ou
= —i—+i—
0X Y
- i(af—&i) (2.54)
Yy 90X
Donc :
Pu _ 0 (00N _ o[ (00 0
oz Ox \odx) Oz Y 0X
o (ony o (o
- oz \oy/) Oz \oX
0%t 0X  0*u oY 0% 0X | 9% 9Y
— < _ ~5 T =<_"5 - 7/\7—’_ﬁ7
OYoX 9xr  9y? Oz 0X2 0z 9XoYy Ox
< . 0%u 0*u 0%u . 0% )
= |ttt ————=
oYoxX  9Y2 0X? 0X9Y
0*u  0%*u 0*u
= 222 c (2.55)
0X?% 09Y?2 oY oX
Et, on a :
ou _ 0i0X | ouov
dy X 0y oY 9y
ou  Ou
= — 4+ —=
0X oY
Donc :
o _ o (on
oy2 Oy \dy
0 <8ﬁ 8ﬁ>
= — | —=+—=
oy \ox a9y
_ 9 (aa) L9 <3ﬁ>
gy \axX/) 9y \ay
_ (#iox, o of\ (o 0% aor
8X2 0y 9XaYy Oy aYoX dy  9y? Oy
2+~ 2~ 2~
_ (9Au 8Au (?\u/\ (2.56)
0X2 0Y? 0X0Y
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Alors en remplagant (2.55) et (2.56) dans (2.49) :

Pu o _
ox? = oy2
0’u  0%*u 0*u 0*u  0%*u 0*u
0X2 0Y?2 oY oX 0X2 0Y?2 0X9Y
0*u
== = 0
0XoY

D’ou la forme standard de I’équation de Laplace s’écrit :

0*u
AL (2.57)
0XoY
2.3.4.4 La solution
On a:
0*u B
0XoY
On intégre par rapport a Y
ou PN
—= =9(X)
0X
ol g une fonction arbitraire. R
Et de méme, on intégre par rapport a X :
U(X,Y) =G(X)+H(Y)
ol G est une primitive de la fonction arbitraire g et H une fonction arbitraire.
Alors la solution générale de I'équation de Laplace (2.49) est :
u(z,y) = Gy —ix) + H(y + ix)
oll G et H étant deux fonctions arbitraires.
2.3.5 Exemple d’une équation a coefficients variables
Soit I’équation suivante :
0? 0? 0? 0
aT;; ~ 2cos(z) - a“y - sin2(3:)a—yz + sin(az)a—Z =0 (2.58)
Ona: a(x,y) =1, b(x,y) = — cos(x) et c(x,y) = sin®(x)
Donc : b2 (z,y) — a(z,y)c(z, y) = cos?(x) +sin?(z) =1 >0

Alors ’équation est hyperbolique.
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2.3.5.1 Courbes caractéristiques

D’aprés le Théoréme (2.2.1) On a :

dy b b2 — ac
%—aiT——COS(.’E)il

Donc :
dy = (—cos(x) + 1)dx

Aprés intégration, On obtient :

C=y+sin(z) +x C € R Une constante.

Les courbes caractéristiques de cette équation sont :

{w(x, y) =y +sin(z) + 2
p2(z,y) =y +sin(z) —

2.3.5.2 Forme standard

Soient ¢1(x,y) et @a(x,y) deux familles des courbes caracteristiques d’une équation
(2.58).

1ér¢ Cas : en posant

et u(z,y) =u(X,Y)

X =y+sin(z)+x
Y =y+sin(z) -z

Alors :
0X 0X
_— = - — 1
. cos(x) + 1 oy
et
)% )%
- 1 S
e cos(z) oy

Par dérivation composée (voir 1.1.2) on a :
ou oudX  oudy ou ou
9r = X or Tavos s+ lgy o+ leost) — g
ou ou 90X oudY Ou OJu

gu guos  ouor _ou ou 2.
oy~ oXoy oavey ox "oy (2:59)

40



Et de méme on a :

0%u 0 (0u 0 ou ou
T = 2(5) = 2 (costar 4 v+ (oot - 03T
. 0%u 0X 0*u oY
= —sin(@)gy + (cos(@) +1) <6X20x * axayax>
. 0*u 0X 0*u oy
= sin(e) 5 + (cos(a) — 1) <8X8Yax +awax>

) ou  ou 5 0% 5 0%u
= —sin(z) <8X + (‘?Y) + (cos(x) + 1)* %2 + (cos(x) — 1) 72
0*u
2 p—
+2 (cos?(z) — 1) X5V (2.60)
o _ o (on o
oy2 oy \oX oY
B 82687X+ 0*u oy 0%u 87X+ 82687}/
 \0X2%2 0y 0XOY Oy 0XoY oy  0Y?2 0y
o’u  0*u 0*u
= ax2 Tov? T axay (2.61)
Pu 0 (ow\_ o0 (o0 o
oxdy  Ox \dy/) 0z \9oX 0OY
_(Paox | ou oy | (@ ox | oy
~ \9X209x 0XO9Y Ox 0X9Y 0x  0Y? Ox
20 0*u 0*u
= (cos(x) + )8X2 (cos(x) — )8Y2 + 2 cos(x )3X3Y (2.62)
Donc on remplagant (2.59), (2.60), (2.61) et (2.62) dans (2.58) :
0*u
“Yaxoy
Donc la forme standard est :
O _, (2.63)
oxXoy ‘

2¢me Cag : en posant

X=X1Y N
A et UX,Y)=a(X,Y)
Y=X-Y
Alors :
0% _ | oX _|
0X Y
et

oy oy

= =1 =1

0X oY
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Par dérivation composée (voir 1.1.2) on a :

ou  oudX oudY 9u  0Ou

0X H9x0X 9y o0X 99X oY

o _ 0 (ou\_ 0 (ou  ou
X9y — Y \9X ) oY \9xX oy

Et on :

_ (ak o oF) (o 0%
0X20Y  9Xov 0Y oY 9X Y
B (92ﬂ_ 0*u N 0*u _82ﬂ
0X? 9X9Y OYOX 0OY?
_ ou_ou
0X2  9Y?2
Alors on remplagant (2.64) dans (2.63) :
0*u B o*u
0X2  9Y?
2.3.5.3 La solution
Comme :
0*u _o
oxXoy

Aprés intégration, on obtient :
u(X,Y)=F(X)+G(Y)

Donc la solution générale de I'équation (2.58) est :

u(z,y) = F(y + sin(z) + z) + G(y + sin(z) — z)

ol F et G étant deux fonctions arbitraires.

42

9Yy20Y

(2.64)

(2.65)



Chapitre 3

Méthode de séparation des variables

3.1 Généralités sur la méthode de séparation des variables :

[19, 6, 4] Une équation aux dérivées partielles peut admettre de solutions particuliéres
sont le produit de fonctions d’une seule variable & la fois; il faut aussi se rappeler que si
I’équation est linéaire alors une somme de ses solutions particuliéres est encore une solution.
De cette maniére on peut résoudre un certains nombre de problémes intéressants mais la
vraie portée de la méthode n’est réalisée que 'orsque l'on utilise des sommes infinies des
ses solutions particuliéres.

3.1.1 Un systéme avec des conditions aux limites homogénes et sans
termes source :

On considére un terme source nul et des conditions aux limites (Neumann ou Dirichlet)
homogeénes dans notre systéme d’équation.On suppose que l'inconnue u dépend de deux
variables t et x, avec t > 0 et z € Q2 C IR"

Les étapes suivantes sont nécessaires :
1. On pose u(z,t) = ¥P(t)d(x) avec 1 et ¢ sont respectivement des fonctions de x et
t ayant au moins des dérivées premiéres et secondes continues; on porte cela dans
I’équation on doit alors obtenir des équations & variables séparées en opérant une
division formelle de ’équation par u(z,t) = ¥ (t)¢(x). Il apparait de plus un para-
métre réel que 'on note .

2. On résout I’équation en ¢(z) avec des conditions aux limites correspondantes. Il
faut alors obtenir une suite infinie de couples de solutions ¢, (z)\,, dites valeurs et
fonctions propres de probléme.

3. TI faut trouver un produit scalaire qui orthogonalise la suite des ¢, ().

4. On résout 'équation en 1 (t) pour les valeurs A, trouvées, ce qui nous donne une
suite de solutions 1, (t) étant défini & un certain nombre de constante prés (qui
dépend de 'ordre de I’équation en (t)).

+o0
5. On écrit la solution générale de I’équation sous la forme u(x,t) = Z U (t)on ()
n=0
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et on applique les conditions initiales pour déterminer les coefficients présents dans
¥ (t), avec I'utilisation de Porthogonalité de .

Exemple 3.1.1. On cherche a résoudre cette équation

ou 9%u

e Pl >

5 ko =0 t>0,2€0,L]
u(t,0) =u(t,L) =0

u(0,2) = up(x)

avec les relations de compatibilités entre la condition initiale et les conditions aux limites

1°rétape : La méthode de séparation des variables consiste & posé

u(t, z) = (t)o(z)

" séparer les variables ". L’équation devient

dans ’équation et de

W (t)p(z) = kip(t)e" ()
On divise alors formellement par wu(t,z) = ¥ (t)p(x)

1Y) o)

k@) oz

Comme le membre de gauche ne dépend que de t et le membre de droite que de x on en
déduit qu’il existe A € IR avec

() = kAG(2)

¢"(z) = Ap(2)

On a bien obtenu deux équations & variables séparées.
2M¢gtape : On cherche les solutions non nulles de 'équation en ¢(x) avec les conditions
aux limites, soit

Les solutions dépendent de la constante A

- Si A > 0 alors les solutions de I’équation différentielle sont
o(x) = AV 4 Bem V@
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Si on cherche maintenant & tenir compte des conditions aux limites, il vient

=0 = A+B=0
o(L)=0 = A(eﬁL—e_‘F)‘L):O
= 2Asinh(vAL) =0
= A=B=0.

Il n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas.

- Si A =0 alors
o(r)=Ax+ B
©(0)=0=B=0
o(L)=0=AL=0
=A=0

Il n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas non plus.

- Si A <0 alors
o(z) = Asin(v/=Az) + Bcos(vV/—\z)
»(0)=0=B=0
o(L) =0= Asin(v/=AL) =0
=A=0
ou bien
V=AL=nn ,~n>0 entier.

Il existe donc de solutions non nulles dans ce cas qui sont :

on(x) = Sin(n%x), n >0

associées aux valeurs de \,, suivantes

n?n?

An = =

Au total, on a obtenu une suite infinie de solutions associée chacune a une valeur
de A. On appelle les solutions ¢, () les fonctions propres du probléme et les A, les
valeurs propres associées. La fonction propre, comme les vecteurs propres en algébre
linéaire, sont définis & un scalaire multiplicatif prés.

3™Mm¢étape : On remarque que le produit scalaire

L
<fg>= [ fag)is
0
orthogonalise la suite des ¢, (z) :
< (Pn(x)v (Pm(x) >=0, pour n#m
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Car :

L
< pn(T), pm(x) > = / Sin(n%x) sin(%m)dm
"o 77 ™
= / (cos[(n — m)—z] — cos[(n + m)—z|)dx
o L L
=0
Sin=m
L nr  omrm
< on(z),on(z) > = sm(fzv) sm(fm)dx
0
_ 1/L 1 —COS(Q"T”a:)d:E
2

Ceci indique que la suite des ¢, (z) est une base sur laquelle on va pouvoir développer la
solution en la projetant grace au produit scalaire

4™mcétape : On résout I’équation en () pour les valeurs de A, trouvées précédemment et
sans se préoccuper de la condition initiale. On a & résoudre 1’équation

% (t) = Anktn (t)

qui a pour solutions

27{2
P (t) = cpefint = Cne—khL2 t

étant donné qu’il n’y a pas de condition initiale & cette équation différentielle d’ordre 1 on
trouve un espace vectoriel de dimension 1 de solution. ¢, est une constante arbitraire pour
le moment.

A ce stade ,les fonctions

Yn(t)pn ()

sont solution de 'E.D.P. et des conditions aux limites mais pas de la condition initiale
5Meétape : L’équation étant linéaire, la, somme de plusieurs solutions a I’équation est tou-
jours solution de I’équation. On écrit donc la solution u(t,z) comme somme de toutes les
solutions élémentaires

n271'2 nm

+oo +o0
u(t7$) = nz:lwn(t)@n(l’) = nz:lcne_k L? tSin<T:L')

Il faut maintenant déterminer les coefficients ¢,, pour que la solution (¢, x) vérifie la condi-
tion initiale. Cette condition initiale s’écrit :
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u(0,2) = up(x)

ce qui donne

“+00 “+o00
an(0>gpn($) = Z Cn@n(x> = Ug
n=1 n=1

Ici, les ¢, peuvent s’interpréter directement comme étant les coordonnées de la décompo-
sition de up dans la base des ¢, (x)

—+00
< chgpn(l‘)a Ym >=< Ug, Pm >
n=1

+oo —+00
Comme les ¢, (x) sont orthogonales < chgon(:c),gom >= ch < n,Pn > pour le

n=1 n=1
produit scalaire < .,. > défini précédemment, on a

B < up(z), pn(x) > 2 L .onm
Cn = @) @) > L/o up(x) sm(fx)dx

On obtient donc la solution sous la forme d'une série. Ici il s’agit d’'une série de Fourier
. NT . :
ou seule les composantes en sm(fx) sont présentes, puisqu’on a imposé : u(0) = u(L) =0

Exemple 3.1.2.

2 2
gtl;(t,l’)—%(t’x):o’ pour O<LL‘<1, t>0
u
U( 7x) at( ,.’E)

u(t,0) =u(t,1) =0
1¢7étape : La méthode de séparation des variables consiste a poser
u(t, z) = () (z)
dans ’équation et de " séparer les variables ". L’équation devient
U (t)e(x) = ()¢ (2)
On divise alors formellement par u(t,x) = ¥ (t)p(x)

() _ #(x)

et)  elx)

47



Comme le membre de gauche ne dépend que de t et le membre de droite que de © on en
déduit qu’il existe A € IR avec

P (t) = M(t)
¢ () = Ap()

On a bien obtenu deuz équations a variables séparées.
2meétape : On cherche les solutions non nulles de 'équation en ¢(x) avec les conditions

aux limites, soit

{ ¢ () = Ap(z)
©(0) = (1) =0
Les solutions dépendent de la constante \

- Si A > 0 alors les solutions de [’équation différentielle sont

o(x) = AeVM 4 Be~ VA
Si on cherche maintenant o tenir compte des conditions aux limites, il vient

p(0)=0=A+B=0
(1) :0:>A(eﬁ—e_‘f)‘) =0
:>B(—eﬁ+efﬁ) =0
= —2sinh(VA)B =0
B=0=A=B=0

1l n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas.

- SiA=0 alors :
o(r)=Ax+ B
»(0)=0=B=0
o(L)=0=AL=0
=A=0

1l n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas non plus

- Si A <0 alors :
@(z) = Asin(v/=\z) + B cos(vV—\z)
0(0)=0=B=0
(1) =0 = Asin(v/=)) =0
= A=0 oubien V—X\=nw ,n >0 entier.
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Il existe donc de solutions non nulles dans ce cas qui sont

on(z) = sin(nrz), n >0

associées auxr valeurs de A\, suivantes

Ap = —n°m

Au total, on a obtenu une suite infinie de solutions associées chacune a une valeur
de X. On appelle les solutions @, (x) les fonctions propres du probleme et les Ay, les
valeurs propres associées. La fonction propre, comme les vecteurs propres en algébre
linéaire, sont définis & un scalaire multiplicatif prés.

M€ étape : On remarque que le produit scalaire

1
< fig>= /0 f(@)g(x)da

orthogonalise la suite des oy (x)

-Sin#Fm

1
< PnyPm > = / sin(nmx) sin(mmx)dx
0

1 1
=3 / cos(n —m)mx — cos(n + m)rxdr = 0
0

-Si n—=m

1 — cos(2nmz)

1

< Pn, Pn > sin(nrzx) sin(nrx)de = / fdx
0

1

2

Ceci indique que la suite des pp(x) est une base sur laquelle on va pouvoir développer
la solution en la projetant grice au produit scalaire
4 étape : On résout Uéquation en Y(t) pour les valeurs de N, trouvées précédemment et
sans se préoccuper de la condition initiale. On a a résoudre [’équation

Z(t) = /\nwn(t)
qut a pour solutions
Y (t) = Ay sin(nnt) + By, cos(nmt)
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L’équation étant linéaire, la somme de plusieurs solutions o l'équation est toujours solu-
tion de l’équation. On écrit donc la solution u(t,x) comme somme de toutes les solutions
élémentaires

+oo +oo
u(t,z) = Z U (t)on(z) = Z on(Ap sinnnt + By, cos nrt)
n=1 n=1

Il faut maintenant déterminer les coefficients Ay, By, pour que la solution u(t,z) vérifie la
condition initiale. Cette condition initiale s’écrit :

ou

u(0,z) = a(

0,z) =0

ce qut donne

0
< U(O,l‘), Pm > =< Z @anSDm >

n=1

oo
= Z < BnSOnMPm >

n=1

00
:ZBn<Wn780m>

n=1

B, =2 <u(0,x), pm(x) >

a (o]
Ona : 6—1; = 7; on(Apnm cos nt — Bynmsinnrt)

ou -
< 5, (0:0),0m > =Y < Awnmon, om >

n=1

oo
= ZAnnﬂ' < Pn; Pm >

n=1

2 ou
Anzi . ) )y Fm
nﬂ_<at(0x)go >
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3.1.2 La méthode de séparation des variables en présence d’un terme
source[19, 6, 4]

Par exemple

0*u 0%u .

w(t,az) 5 @(t,x) = tsin(mz), pour 0<x <1, t>0
u

u(0,z) = E(O,x) =0

u(t,0) = u(t,1) =0

les trois premiéres étapes se font en oubliant le termes source h(t,x) = tsin(wx) (i.e. sur

’équation homogéne ). Dans cet exemple on trouve la suite de valeurs propres )\, = —n?7?

associées aux fonctions propres ¢, (z) = sin(nmz) qui sont orthogonalisés par le produit
1

scalaire < f, g >:/ f(z)g(z)dz

Nouvelle étape 4 : On fait le produit scalaire de ’équation avec le terme source par une
fonction propre ¢, (x) en considérant que la solution u(t, z) = 1, (t)pn(x) On arrive a :

<D en@n(t), eal(z) > = < D on(@)a(t), on() >=< h(t, ), pa(z) >
n=1 n=1

D < on(@)un(t) Z < PN (@)n(t), on >=< h(t,7), n(x) >
n=1
Z@ZJ” < on(), on( Zu}n < ‘Pn 7),on(x) >=< h(t,x), pp(z) >

et donc

< h(t,x), pp(x) >

parce que @ (1) = Appn(x)
On arrive en fait a la résolution de la méme équation que dans le cas sans terme source
< h(t,x), on(x) >

mais avec un second membre qui vaut hy(t) =

Dans ’exemple, on obtient

et

pour n > 2
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- Pour n =1 on a donc & résoudre
V() + () =t
Les solutions sont :

1 (t) = e sin(rt) + dy cos(rt) +
T

Cherchons ¢1,dy :

<P1()p1(z), pr1(z) >=0
=P1(t) < p1(z), p1(z) >=0

1
=>§1/11(0) =0
1
=—-d; =0
51
Doud; =0
ou
< E(O,x},cpn(a:) >=0
o 1
1
= 3 + meq cos(mt) =0
1
= TC1 + — =0
T
1
Dollc; = ——
ol ¢ 3

- Pour n > 2 on a & résoudre

Uy (t) + nPm,(t) = 0

Les solutions sont

U (t) = ¢p sin(nnt) + d, cos(nmt)

ou ¢, et d, sont des constantes arbitraires telle que

Z < ¢n(t)90n(x)’90n(x) >=0
n=2

3" a(t) < (@), pule) >=0
n=2
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= —1,(0) =0

1
donc on obtient §dn =0
d'oud, =0

— 0
Z < fu((),x),gon(x) >=0
= ot

=< nmwey, cos(nmt), on, >=0
= nnc, =0

donc ¢, =0

d’ou

t
t,x) = — sin(rt) + —
u(t, ) - sin(7t) + 3

Par la suite ’étape 5 se déroule dans le cas sans terme source .

3.1.3 Systéme avec des conditions aux limites non homogénes :

0? 0?
Tg(t,w)—a—;ﬁ(t,m) =0 t20,0<z<1
ou

u(0,z) = a(o,x) =0
u(t, O) = f(t)7 u(t7 1) = g<t)

u
E(OJ J")

Une méthode est de supprimer les conditions aux limites. Pour cela on cherche une fonc-
tion (¢, x), a priori quelconque vérifiant les conditions aux limites (dans la pratique il faut
essayer de choisir la fonction la plus simple possible ). Dans 'exemple, on peut prendre.

0(t,x) = (1 —z)f(t) + xg(t)

puis on fait un changement d’inconnue : u(t,s) = u(t,x) — 0(t, z), de telle maniére a ce
que u(t,z) vérifie des conditions aux limites homogeénes. Dans l'exemple, le probléme en
u(t, z) s’écrit :

04 9% 9°0
- - = —— >
92 (t,z) 92 (t,ax) 92 (t,a:;) t>0, 0<z<1
_ U
u(0,2) = =0(0, ), E(O,x) = —E(O,x)

@(t,0) = 0,4(t,1) =0
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Exemple 3.1.3. soit le systéme suivant :

0%u 0u

i — 4 = — <zx<
52 (t,z) 4%3:2 (t,x)=(1—x)cos(t) t>0,0<z<m
u(x,0) = x—, —u(x,()) = cos(3x) pour 0 <ax <7
9 2m’ Ot

Q;L(O,t) = cos(t) — 1

a—Z(mt) = cos(t) pour t >0

$2

v(x,t) = u(x,t) — O(x,t) avec O(x,t) = x(cos(t — 1)) — o

T
Donc on fait le changement d’inconnue v(x,t) = u(x,t) — 0(x,t), de telle maniére a ce que
v(x,t) vérifie les conditions auz limites homogeénes, le probléeme s’écrit :

2 2 4
%(t,x) _4%(75,?5) = cos(t) + p t>00<z<m
v(z,0) =0, 21;(33,0) = cos(3z) pour 0 <z <7
Ov
—(0,7) =0
3%‘( )

%(WJ):O pour t > 0

1¢7étape : On suppose que le terme source est nul
la méthode consiste a poser

v(z,t) = @(x)(t)

avec séparation des variable [’équation devient

1Y) ()

49@)  plz)

comme le membre de gauche ne dépend que de t et le membre de droite que de x, on en
déduit sont constant, c’est & dire qu’il existe A € IR avec :

& (x) = Aplx) = 0
W () = ANp(t) = 0

Et on obtient deux équations a variable séparées.

2¢étape : On cherche les solutions non nulles de l’équation en p(x) avec les conditions
auz limites, soit

{ ¢"(x) = Ap(2)

$'(0) = ¢(m) =

les solutions dépendent de la constante X

)=20
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- Si A > 0 alors les solutions de l’équation différentielle sont

o(x) = AeVA* 4 Bem VAT

Si on cherche maintenant & tenir compte des conditions aux limites, il vient
p(0)=0=A+B=0
p(r)=0= A(e‘Aﬂ - e_ﬁ”) =0
= 2Asinh(Vr) =0
=A=B=0

1l n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas.

- Si A=0 alors
p(x) =Ax + B
v(0)=0= B =
p(r)=0=Ar =0
=A=0

1l n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas non plus
A < 0 alors

= AcosvV—Az + Bsinv—\x
<p'(0) =0=B=0
o' (m) =0= —AvV-Asin(vV-Ar) =0

= ou bien A=0 ou bien /-t =nw, n>0
1l existe donc de solutions non nulles dans ce cas qui sont :

on(z) = cos(nx), n >0

associées auxr valeur de \ suivantes

Ap = —1

On a obtenu une suite infinie de solutions associées chacune a valeur de A
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3eétape : On orthogonalise la suite v, dans le sens ot

s 0 TN
< on(x), pm () >—/0 cos(n) cos(ma) = { T ; n i:
2

4eétape : On fait le produit scalaire de 'équation avec le terme source par une fonction
propre on(x) on considérant que la solution v(x,t) s’écrit v(z,t) = P(t)p(z) on a arrive
a:

Un(t) < on(@),on(@) > —4hn(t) < @ (x), pn(x) >=< cos(t) + %, () >

5¢étape : On arrive en fait & la résolution de la méme équation que dans le cas sans terme
source mais avec un second membre

+oo
S (W (t) ~ Athn(6) < P o >=< cos() + o >

n=0
s

4
5 (W) = 4Anthn(1)) =< cos(t) + —,on >, Vn >0

(] (t)) = m(cost + %)

Pour n# 0 on a donc a résoudre

() + An*(t) = 0

Pour n =0 on a donc & résoudre

"(t) = cos(t) + %

T 4
/ cos(t) + —dx
0 s

= ,(t) = —msin(t) + 4t
22
o(t) = —mcos(t) + —
Les solutions sont :
Y (t) = Ay cos(2nt) + By, sin(2nt)

donc :
+oo
v@,t) = 3 en(t)gn(a)
n=0

—+00

= Z(A” cos(2nt) + by, sin(2nt))on(z) — 7 cos(t) + 2t
n=0
v(z,0)=0= A, =0
ov B < cos(3x), pn(z) >
T (x,0) = cos(3z) = B, = o
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Alors

B, = g, sin=3
0, sin#3

I 2t
v(z,t) = o sin(6t) cos(3x) — cos(t) + —

3.2 Reésolution de I’équation de la chaleur par la méthode de
séparation des variables

Commencons maintenant on utilisant la méthode de séparation des variables pour
léquation de la chaleur|6, 1, 11] de dimension 1 Nous décrivons en premiers lieu la situa-
tion physique pour ensuite nous concentrer sur le probléme mathématique

Soit une tige homogéne de longueur L suffisamment mince de fagon que la chaleur soit
distribuée également sur toute la section transversal ;la surface de cette derniére est isolée
il n’y a donc aucune perte de chaleur & travers la surface de la tige ,si nous notons par
u(x,t) la température dans la tige au temps t au point x alors u(x,t) satisfait ’équation
de la chaleur :

w: (z,t) = u(w,t) Vz € R,Vt € R

0 ok

a—z(a:,t) - 0267;; =0

u(0,t) =0, u(L,t) =0
u(z,0) = f(x)

ou c¢ est une constante strictement positive,si nous supposons qu’aux extrémités x = 0 et
x = L, la température est gardée constante et égale a 0, i.e. u(0,t) et u(L,t) =0Vt >0 et
que la température initiale est connue, i.e. u(x,0) = f(z) pour tout v < L

Nous allons déterminer u(x,t) pour tout t >0 et x < L

En d’autre termes nous avons le probléme de EDP suivant

ou 0%

ot ¢ 0z

ou u = u(z,t)

Pour lequel les conditions initiales est u(x,0) = f(z) pour tout z < L. Pour ce probléme
intermédiaire nous cherchons & déterminer de solutions u(z,t) nom triviales de la forme
o(x)Y(t) ou o, sont des fonctions de x et ¢ ayant au moins des dérivées premiére et
seconde continues

p'x) _ 1Y)
p(x) A Y()

le terme de gauche de cette équation est une fonction de z seulement, alors le terme de
droite est une fonction de t seulement. pour que nous puissions avoir cette égalité, il faut
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donc que chacun de ces termes soit constants et nous noterons cette constante par A. De
ceci nous tirons deux équations différentielles ordinaires suivantes

¢ = =0
¢ =AY =0

ou A est une constante appelées valeur propre aux probléme aux limites.
En fonction du signe de A, la solution de la premiére équation s’écrit sous cette forme :

AV 4 BeV A A>0
p(r) = ¢ Acos(v/—Az) + Bsin(v/-Az) A<0
Ax +b A=0

Ou A et B sot des constantes réels arbitraire qu’il faut choisir & fin que ¢ vérifiées les
conditions aux limites 1 (0) = ¢ (L) =0

- cas A > 0. La condition ¢(0) = 0 si et seulement si A+ B = 0 ce qui veut dire que
@ est de forme :
¢(z) = —2Asinh(yv/—Az) puisque sinh(z) # 0,V alors A =0
Donc la solution est nulle pour A > 0

-cas A=0
Dans ce cas ¢(0) = A = 0,¢(l) = B, donc il n’y a aucune solution non triviale du
probléme non plus

- Cas A <0
Si A= —v? <0, alors p(z) = Acos(vz) + Asin(vz).
Mais de ¢(0) = 0 = A = 0, alors que ¢p(L) = 0 = Bsin(vl) = 0, comme nous
cherchons & déterminer de solutions non triviales nous pouvons supposer que B # 0
et par suite sin(vL) = 0, De ceci nous pouvons conclure que vL = nm et A = —(2F)?
avecn >0
Il existe donc de solutions non nulles dans ce cas qui sont

on(x) = sin(%x), n >0
donc :

st n=m

< @n(), pm(r) >= {

st m#Em

Si nous concéderons la deuxiéme équation

V' (t) = McP(t) = 0
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nous pouvons résoudre celle-ci

@

2
- b = dw Anc2dt

:/wdqb /nct

= In(¢y) = A\t + k

ou k est une constante. Ainsi nous obtenons que

nmc 2t

Y (t) = CneAnCQt =Cpe 1

Ou C,, est un nombre réel

L’équation étant linéaire, la somme de plusieurs solutions & ’équation est toujours solu-
tion de I’équation. On écrit donc la solution u(x,t) comme somme de toutes les solutions
élémentaires

ZB Ch sm(mT ))‘C
n=0 L

est aussi est une solution du probléme ()
nmw
Nous allons remplacer A, par sa valeur —(—) et B,,C,, par a,. comme l’équation est li-

néaire est homogéne et que les conditions aux limites sont aussi homogénes, nous pouvons
utiliser le principe de superposition et obtenir que

nmxr 7(@)2
E Un(x,t) = g apsin(——)e VL)t
L
n=1
est aussi est solution du probléme
Rappelons de nouveau que nous abusons ici du principe de superposition puisque nous
sommons non pas sur un nombre fini de termes, mais sur un nombre infini de termes.
Si nous revenons & notre probléme initial :

ou 2 0?u

ot~ ox?

ou u = u(z,t)

pour lequel les conditions & la frontiére sont :

u(0,t) = 0 et u(t,L) = 0 pour tout ¢t >0

et la condition initiale est u(z,0) = f(z) pour tout 0 <z < L, alors

= nwT 2
t) = g an sin(——)e~ L)
est une solution de probléme si
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+o0
u(x,0) = Zan sin(n—zm) = f(x)
n=1

“+oo

) . NTX : oo .

ie E an, SID(T) est la série de Fourier impaire de f(z) .
n=1

Dans ce qui précéde, nous avons avons fait sans les énoncer des hypothéses sur la conver-
gence de certaines séries. De ce fait, tout ce que nous avons obtenu jusqu’a maintenant, ce
n’est qu’une solution formelle

= . nmxr _nmcy
u(x,t) = Zan sm(T)e L

n=1
avec

) l
an = L/o Sin(LZx)dw Vn >1

Puisque la suite ¢, est orthogonale alors
<u(x,0), pm > =< [f(2), pm >

—+00
. nmx
=< § an51nT7¢m>
n=1

= an < Pm, Pm >
donc

_ < [f@),om >
< (:Dn’w@m >
< f(@), om >

Qm

Nl

nmwx

L L
:2/0 sian(x)d:L‘m21

3.3 Résolution de I’équation des ondes par la méthode de
séparation des variables

Les équations hyperboliques sont de type équation de propagation d’ondes, on les ren-
contre la plupart du temps sous la forme d’une équation évolutive du type
O*®

W(t’ x) — div(q(z)V,P(t,x)) = h(t,x),otg(z) > 0
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Le terme div(q(x)V,®(t,z)) est un terme elliptique par apport a la variable z.
Comme dans le cas des équations paraboliques, nous allons regarder dans un premiére
temps Iéquation unidimensionnelle, avec g(x) = ¢2, qui est ici :

0%u 0?

(t,z) — cza—g(t,x) = h(t,z), t >0,z € R,
xr

ot?

3.3.1 L’équation des ondes dans IR

L’étude des vibration d’une corde infinie, libre de toute sollicitation, consiste & étudier
les variations du déplacement transversal u au cours du temps. On se donne la position u
et la vitesse du déplacement transversal u au temps zéro.
Le modéle correspondant s’écrit :
trouver w : (z,t) — u(z,t) telle que :

2 2
ng(fat) - %(x,t) =0, VeeIR, VtecR"
u(z,0) = up(x) donn
o (@,0) = i (@) donn

3.4 Reésolution de I’équation des cordes vibrantes par sépa-
ration des variables

On cherche a résoudre 1’équation :

2 2
g;(m) —CQggf;(t,x) =0, z€]0,L],t>0,c#0
u(t,0) =u(t,L) =0

ou
E(Oaa") = ’Uo(LU)
u(0,2) = ug(z) =0

avec les relations de compatibilité entre les conditions initiales et les conditions aux limites
up(0) = up(L) = vo(0) = vo(L) =0

On pose encore

u(t, x) = (t)p(x)
et on porte dans 'E.D.P.L’équation devient
V' (Dp(x) = FP(t)e" (x)
On divise alors formellement par u(t, x) = 1 (t)p(x)

1Y) ()

cPt)  plx)
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Comme le membre de gauche ne dépend que de t et le membre de droite que de x on en
déduit qu’il sont constant, c’est & dire qu’il existe A € IR avec

P(t) = AP (t)
¢ () = Ap(x)

Et on a obtenu deux équation & variable séparées.
Oun cherche les solutions non nulles de ’équation en () avec les conditions aux limites, soit

{ ¢ () = Mp()
©(0) = (L) =0

Les solutions dépendent de la constante A
- Si A > 0 alors les solutions de I’équation différentielle sont

o(x) = AeV 4 Be~VAe

Si on cherche maintenant & tenir compte des conditions aux limites , il vient

=0=A+B=0

P(L) = 0= A(eV L — VALY =
= 2Asinh(VAL) =0

= A=B=0

Il n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas

- Si A =0 alors

o(r) =Ax+ B

0(0)=0= B =0

eo(Ly=0=AL=0
= A=0

Il n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas non plus

- Si A <0 alors

o(x) = Asin(v/—\zx) + B cos(v—\z)
0(0)=0= B =0
(L) = 0= Asin(v/=AL) =0
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= A =0 ou bien v—AL = nm, n > 0 entier. Il existe donc de solutions non nulles
dans ce cas qui sont

nm

on(x) = sin(fz‘), n >0
associées aux valeurs de A, suivantes
N n?m?
n — L2

Au total, on a obtenu une suite infinie de solutions associées chacune & une valeur
de A. On appelle les solutions ¢, (x) les fonctions propres du probléme et les A, les
valeurs propres associées. La fonction propre, comme les vecteurs propres en algébre
linéaire, est définie & un scalaire multiplicatif prés.

Le produit scalaire
L
<fo>= [ s@gis

orthogonalise toujours la suite des ¢, (x)

Sin#m
L nrm mm
< pn(z), pm(z) > = / sin(fx) sin(T:B)dw
0
1 [ T s
= 3 (cos[(n — m)zzzz] — cos|(n + m)zx])d:v
0
Sin=m
L nm . omrm
< pn(x), pn(x) > = sm(fx) sm(fx)cm
0
Lq_ 2nm
_ 1/ cos( =} x)dx
_r
2

On résout 1’équation en (t) pour les valeurs de A, trouvées précédemment et sans se
préoccuper de la condition initiale. On a & résoudre [’équation

n(t) = )‘n02¢n(t)
qui a pour solutions, étant donné que A, < 0
nm nm
P (t) = e sin(—ct) + d,, cos(—ct)
L L
étant donné qu’il n’y a pas de condition initiale & cette équation différentielle d’ordre 2
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on trouve un espace vectoriel de dimension 2 de solutions. ¢, et d, sont des constantes
arbitraires.
A ce stade, les fonctions

(cn sin(n—;ct) +dy COS(%TCt))@n(x)

sont solutions de ’E.D.P. et des conditions aux limites mais pas de la condition initiale.
On écrit & nouveau la solution u(¢, ) comme somme de toutes les solutions élémentaires

+o0 o}
u(t,z) = Z U () pn(x) = Z(cn sin(n—;ct) +d, cos(%ct)) sin(%x)

Il faut maintenant déterminer les coefficients ¢, et d,, grace aux conditions initiales, ce qui
donne pour u(0,z) = up(z) :

+oo
; dp, Sin(n%:v) = up(x)

Les d,, peuvent donc s’interpréter comme étant les coordonnées de la, décomposition de ug
dans la base des ¢, (), soit

_ <up(z),pulz) > 2 [F .M
dn, = <9(;n($),90n($) = L/o uo(x) sm(fm)dx

ou

at

Quand & la condition — (0, z) = vo(z), elle donne

“+00
Z c Ecsin(ﬂx) =
n L L 0
n=1
On obtient donc :

L n 2 [*
- < 'UO('T)a 2 (1:) > — / Uo(m) Sln(ﬁff;’)dl’
nmc < @n(l‘)u SOTL(‘T) > nme Jo L

3.5 Résolution de I’équation de Laplace par la méthode de
séparation des variable

3.5.1 Généralité

L’équation de Laplace s’écrit sous la forme :
Au(z,y) = f(z,y)
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ou A désigne 'opérateur aux dérivées partielles A = 8236 + 8731/ appelé Laplacien, et f est
une fonction continue donnée.
Cette équation est trés utilisée a la fois en physiques et en mathématiques.

Du coté physique, la solution de I’équation est le potentiel électrique engendré dans le plan

1
par la répartition de charges p = —4—]‘".

Du point de vue des mathématiques, Laplacien est un objet fondamental aussi bien en
analyse qu’en géométrie.

Les solutions pour f = 0 qui doivent étre des fonctions de classe C? sont par exemple
appelées fonctions harmoniques, et ’on va décrire quelques unes de leurs propriétés.

3.5.2 L’équation de Laplace dans IR"

Dnition 3.1. Soit u(x,y,..) une fonction définie sur un domaine D de IR", et vérifiant
dans ce domaine l’équation de Laplace : Au =0
Les fonctions qui vérifient cette équation sont dites harmoniques dans D.

3.5.3 Equation de Laplace dans un demi-plan

Considérons le probléme physique suivant :
On veut connaitre la température dans un demi plan connaissant la température sur le
bord, sachant que cette température tend vers 0 en s’éloignant de ce bord et qu’il n’y a
aucun rapport de chaleur.
Le modeéle mathématique correspondant s’écrit :
trouver u : (z,y) — u(x,y) telle que :

2 2
%(w,y) + gyZ(UC,y) =0 ,VzeRetVyecR"
u(xz,0) = f(z) donn
u(x,+00) =0

-La méthode de séparation des variables permet de résoudre ’équation de Laplace dans
une région rectangulaire lorsque ’on impose une condition sur la solution sur chaque coté
du rectangle.

Exemple(2)
Trouver u telle que
Au(z,y) =0 pour 0<z<LetO<y<K
u(0,y) =u(L,y) =0 pour 0<y<K
u(x,0) =up(z) et u(r,K)=uvi(x) pour 0 <x <L

ou ¢, : [0, L] — IR sont des fonctions données. Dans ce cas les conditions de compa-
tibilités sont :
up(0) = uo(L) = vg(0) = vi(L) =0

65



Cherchons de solutions de la forme
u(z,y) = ¢(x)y(y)
L’équation devient
(@) (y) + (@)Y (y) =0 pour 0<x < Let 0<y<K

" !
— t
L P _
¢'(z)  Y()
et donc il y a une constante X telle que

©"(x) = Mp(x) =" (y) + Mp(y) = 0

La condition devient ¢(0) = ¢(L) = 0, sinon ¥ (y) = 0 pour tout 0 < y < K.
Cherchons les valeurs propres et les fonctions propres du probléme aux limites

=\ V2AeR

O"(x) — Ap(z) =0 pour 0 <x < L

On trouve que le spectre est

o={\:neIN-{0}}
ou
nm

)‘n:*(L)Q

et une fonction propre associée a A, est
. nm
on(x) = Asin Tz
Pour A = \,, la solution générale de " (y) + Mp(y) = 0 est

Y(y) = AeTY+Be LY

oll A et B sont des constantes arbitraires. Les solutions sont :

nm nm

u(z,y) = sin %x{AeTy + Be LY}

On voit que

m
u(z,y) = Z sin %x{Ane%ﬂy + Bnpe TV}
n=1

est une solution, quel que soit m € IN et les coefficients A,, et B,. On essaie de choisir
m, Ay, et B, afin de satisfaire les conditions au limites qui deviennent

up(z) = u(x,0) = Z sin %w{An + By}
n=1
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et

Ceci montre que forcément ¢, 1) € ev{f, : n € IN}. Dans ce cas on peut déterminer m, A,
et B, de la maniére suivante. Si ¢, 9 € ev{f, : n € IN} on peut écrire

Zan sin —w et (x Zﬁn sm

ol tous, sauf un nombre fini, les coefficients oy, et 3, sont nuls.On les calcule en multipliant

k
par sin %x et intégrant de 0 &4 L :

L km ke
/0 o(z) sin —xdw = / Z an sin :E sin fazdx
nm km
= E an/ sin —x sin Tﬂ?dl‘

L

= ak—

De la méme facon,

L L
k k
/0 (x) sin %wdw = /0 HEZI B, sin n%x sin %Zb‘dﬂ/}
L
= ﬁkg

Donc il suffit de choisir A,, et B, telles que

2
A, + B, =a, ol an—/

©(x) sin %xda:Ane%K +Bpe  TK =5, on B, = / () sin —a:dx

La solution de ce systéme est

n —n'fr
2sinhe T X

ane LK — B,

. nw
2¢inhe’r &
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Conclusion : La méthode de séparation des variables permet de résoudre le probléme
pour des fonctions ¢, € ev{f, : n € IN}. En ce cas, la solution est :

o0
u(z,y) = Z sin n—;:ﬁ{Ane%y + Bpe LY}

nmw

() _nwpe nw g
nm —ape L ape L
= g sin —:L‘{Bn “ eTY 4 " 5”6_7%3’}

ot L 2sinhe’T K 2sinhe’T X
sm Tx .. nm ., nm

on ¢(x E Oy, Sin —a:

et YP(x Z Bp sin —x

L’hypothése que ¢, € evf, : n € IN assure que seulement un nombre fini des constantes
an et B, sont non nulles et donc il g’agit des sommes finies.
Notons que la solution vérifie les conditions de compatibilité et elle est infiniment dérivable.

3.6 Exercice corrigé :

Soit le systéme suivant :

0?u  ,0%u c?
S | ~ 4axcos(2t) — &
52~ C o2 ( 8—1— cos(z)) cos(ct) — 4z cos(2t) — pourz €l0,m[et t >0
u(x,0) = x—, —u(a:,()) =0 pour x € [0, 7]
P 2m ot 5

u u
- = — — = >
o (0,t) = cos(2t) — 1, o (m,t) = cos(2t) pour t >0

72

On pose v(z,t) = u(z,t) — w(z,t) avec w(z,t) = x(cos(2t) — 1) + 2—
T

1. Montrer que v vérifie la méme équation que u avec des conditionsen z =Qetx =7
nulles.

2. En appliquant la méthode de séparation des variables sur v, on pose v(x,t) =
p(@)(t).

Donner le systéme vérifié par ¢(z) et trouver la solution de ce systéme en fonction
de z.

™
3. Déterminer une base orthogonale ¢, et calculer < @y, Pm >= / on(x)om(x)dx
0

4. Calculer < (1 + cos(x)) cos(ct), @, >= /OW[(l + cos(x)) cos(ct)]¢n(z)dx pour n >0
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5. Déterminer I’équation de g, 11 (t) et 1y (t).

6. Montrer que ¢(t) s’écrit sous cette forme :

_—2 cos(ct) + Aot + By avec Ag et By deux constantes.
c

7. Montrer que 1 (t) s’écrit sous cette forme :

-1 -1
—5 cos(ct) + — sin(ct) + Ay cos(ct) + By sin(ct) avec Ay et By deux constantes
c c

8. Calculer ¢(t),11(t) et ¥y (t).

9. En déduire I'expression du v et aprés de u.
Solution :

2
1. On pose v(z,t) = u(z,t) — w(z,t) avec w(x,t) = x(cos(2t) — 1) + z

2
o _ou_ow
ot ot ot
Co_Tu S O
a2 o2 oz o v
ov _du_ou
ox Ox Oz

B T
g%cQ B 63(:922 (93:(292_ Ox? 52 T )
v 20U 07U ,07U “
oz oz gE ¢ o) +45”CZS(2'5) T )
= (1 4 cos(x)) cos(ct) — 4z cos(2t) — g cos(2t) + <
v

= (1 + cos(x)) cos(ct) "
v 0%

Donc : 2 C g (1 + cos(x)) cos(ct)
On a:
2 22
v(x,0) = u(z,0) — w(z,0) = or o= 0
ov ou ow
E(%O) - E(xuo) - E('f?()) =0
ov
Alors : v(z,0) = E(m,O) =0
ov ou ow
%(O,t) = %(O,t) - %(0, t) = cos(2t) — 1 — (cos(2t) —1) =0
ov ov ow
%(ﬂ',t) = %(ﬂ', t) — %(T(‘,t) = cos(2t) —cos(2t) =0
ov ov

Alors : a—x(o,t) = 8—x(7r,t) =0

69



Donc le systéme de v est

o a0

2 a2 (1 4 cos(z)) cos(ct)  pour x €0, 7| et t >0
v(z,0) = 8—1;(1',0) =0 pour x € [0, 7]
%(O,t):%(ﬂ',t)zo pour t >0

. En appliquant la méthode de séparation de séparation des variables :
On pose v(z,t) = @(x)(t) et on suppose que le terme source nul.

0%

s = o)y (1)
0%v
= @lt)

Donc on substitue dans le systéme de v on obtient :
p(@)y" (1) = " ()(t) = 0

Alors W) fa)
Vi t B (10// €T B
290~ o) v MR

D’oit I’équation de ¢ est
¢"(x) = Ap(z) =0

Alors : ¢'(0) =0

Alors : ¢/(m) =0
Donc le systéme de ¢ est :

{w%@—AM@=0
2(0) = /(m) = 0

On étudie les cas de A
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-SiA>0: p(x) =e*

a?=A=0
=a?=)\
= a==+VA\

o (m) = AVA(eV ™ — e VA™) =
=A=B=0

Mais nous cherchons une solution non nulle donc A < 0.

-SiA=0:

Alors p(z) = B

-SiA<O0:
o = -A=c(=))
a=+ivVA
o(x) = Acos(vV—Az) + Bsin(v —Az)
¢'(0)=—-vV-AB=0
Alors B=10

¢ (1) = —AV—=Xsin(v-Ar) =0

Donc v—Am = nw

Il existe donc de solutions non nulles dans ce cas qui sont :
on(x) = cos(nx)

2

associées aux valeurs de )\, suivantes : \,, = —n
3. Déterminons la base orthogonale ¢,
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-Sin#m:

< QnyPm > = / cos(nz) cos(mx)dx
0
™ cos((n +m)z) + cos(n — m)xd
= x
0 2
=0
-Sin=m:
™
< P, pn > = / cos®(nx)dx
0
T 2 1
_ / cos(2nz) + d
0 2
_T
S 2
0 si m#n
< On,pm >=14q 5 Sl m=n
T si n=m=

H =< (1+ cos) cos(t), gn >:/ cos(ct)pn +/ cos zpp (z)dz
0 0

= cos(ct) / cos(nz)dx + cos(ct) / cos(nz) cos(z)dx
0 0
Ce qui donne :
meos(ct) si n=0
T .
H= 5 cos(ct) si n=1

0 si n# {0,1}

+00
5. Onav(x,t) = on(@)thn(t)
n=0

0? 0?
< 8—;; — 028—;;,@,” >= < (14 cos(x)) cos(ct), om >
+oo
=Y < eu@d"(t) = EEh(@)Yn(t), om(x) > on ag’(x) = Aupn()
n=0
+oo
= (1) + 02 (t) < on(x), om(x) >
n=0
Dot (¢, (t) + nQCan(t)g =< (1 + cos(x)) cos(ct), pn, >
" (t) = cos(ct) si n=0
VY (t) + Py (t) = cos(ct) si n=1
YU () + nPcn(t) = 0 si n# {0,1}
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—1
o (t) :1—2 cos(ct) + Aot + By

o (b) 181n(ct) + Ay
YA (#) = cos(ct)

Elle vérifier I’équation de

V() = cos(ct) + - sin(et) + Ar cos(ct) + By sin(c)
C

2c
-1 1 t
P (t) = =3 sin(ct) + % sin(ct) + 5 cos(ct) — Ajesin(ct) + Bj cos(ct)
c
L 1 1 te | )
1) =5 c cos(ct) + 5 cos(ct) + 5 cos(ct) — 3 sin(ct) — Ajc” cos(ct)
Donc

(1) + P (1) = coslct)

YL(E) + n2P(t) = 0
Yn(t) = Ay, cos(ent) + By, sin(cent)
. calculons 1y (t),¥1(t), ¥, (t) et Ag, Bo

ov
<a(:c0 an < On,om >=0

-Pour n =10
ov

Ona:< a(x,()),gom(:v) >= Z < n(x), om(x) >=0
Alors

1/1()(0) =0=By=

¢6(0) :>A0 =0

Donc

Po(t) = = cos(ct) + o2
-Pourn=1
Ona:< a(x,O),gom(x) >= nz:;) < (), om(x) >=0
Alors

P(0)=0=B; =0

-1
V1(0) =A; = e
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Donc

P1(t) = %sin(ct)

-Pour n > 2

v
Ona: < —

Alors

Donc

0 400
ot (5570)790”1(35) >= Z < @n(x),(,Om(:L’) >=0
n=0

1/1%(0) =0=c¢,B,=0

Pu(t) =0, Vn>2

v(w, ) =tho(t)po(z) + Y1 (t)p1(z)

t 1
== cos(ct) + % sin(ct) cos(z) + =

u(z,t) =v(z,t) + w(zx,t)

— 2

1 t
=5 cos(ct) + — + o sin(et) cos(z) + (cos(2t) — 1) + =
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Chapitre 4

La méthode des différence finies

La méthode des différences finies[8, 7, 12, 18, 16, 13, 5] est I'une des techniques de
recherche de solution approchée pour les équations aux dérivées partielles qui consiste
a résoudre un systéme de relations (schéma numérique) liant les valeurs des fonctions
inconnues en certains points suffisamment proches les uns des autres.

4.1 Le principe fondamental

Le principe fondamental de cette méthode consiste & appliquer au domaine d’étude un
maillage, ensuite en appliquant le développement de Taylor de la fonction & déterminer
dans chaque nceuds du maillage.

L’objectif étant de calculer ces valeurs discrétes u; comme étant une bonne approxi-
mation de u(z;) ( valeur de la solution exacte aux points de discrétisation) points de grille
T

0<i<N:u ~u(x;) avec i ={0,...,N}

Dans ce chapitre nous allons présenter les différentes étapes de la méthode :

— La discrétisation du maillage.

— Les dérivées partielles (dérivées premiére,seconde...) et le développement de Taylor.
— Le schéma numérique et sa convergence.

4.1.1 Maillage

Définition 4.1.1. On appelle maillage un ensemble des points isolés (nwuds) situés
dans le domaine de définition sur lequel on va applique la méthode des différence finies. Le
maillage comprend également des points trouvés sur la frontiére du domaine (ou au moins
proche de cette frontiere) afin de pouvoir imposer les conditions initiales ou la condition auz
limite, avec une précision suffisante. Pour une application définie sur un segment de IR, on
ajoutera en général les deur extrémités du segment, mais pour un maillage en dimension
supérieure, nous serons amenés & choisir éventuellement des points du contours du domaine
de définition.

Définition 4.1.2. On appelle le pas de maillage la plus grande distance entre deux points
(neuds) successifs voisins situées sur le droit paralléle & l'un des azes. En dimension 1,
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cela simplifie en différence des abscisses. Le pas (global) de l'approzimation peut étre défini

comme le plus grand pas de maillage.

4.1.2 Le développement de Taylor en dimension m d’ordre n [2]

Théoréme 4.1.1. Soit x = (x1, ..., xy) on considére la fonction f(x). Soit a = (aq, ...
suppose que f est différentiable dans la boule ouverte B qui contient a.

Si f(x) est différentiable dans la boule ouverte B avec a € B et x € B, Alors

k
Z S P a)ay — ) —a50) + ol a)

0 e 135”]1 O,

4.2 Différences finies en dimension un
On discrétise le segment | 0,1] avec :

T4 T ri=x1+ (i —1)h

)an)

FiGURE 4.1 — Maillage en dimension 1

4.2.1 Expression des dérivées premiéres

4.2.1.1 Différences finies en avant

[18, 16, 13, 5] La fonction f est connue aux points z; (points pivots) du domaine
d’analyse. A I'aide de la formule de Taylor on développe la fonction f jusqu’a l'ordre 2

h2
f(xi+h) = f(zi) + hf'(z:) + §f2(§)
& abscisse d’un point se trouvant dans le voisinage de x; avec
T <E&E<xi+h

La forme résolu est : .

avec o(h) 'erreur de consistance :

o(h) :*%fa(f) T <E<xi+h
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La formule de la dérivée premiére s’écrit en notation indicielle :

fz'l — fz+1h fz (h)
L’équation (4.2) représente l'expression de la dérivée premiére de la fonction f écrite par
un schéma de différences finies en avant ou différences progressives.

L’application "différence en avant" , se justifier par le fait que la différence f;11 — f;
est calculée aux points x;11 et x;, le point ;41 se trouvant en " avant" de point pivot z;.
La formulation analytique de la dérivée est donnée par :

Fa)  tim L) = )

h—0 h

La méthode de différence finies s’explique par le fait que le pas h ne peut étre égal a 0
les dérivées sont calculées a l’aide des relations (4.2) ou (4.3) en utilisant une quantité finie
de h. L’erreur commise est alors o(h).

4.2.1.2 Différences finies en arriére

En changeant h par —h dans I’équation (4.1) on obtient :

flzi—h) = f(z:) — hf($z)+ f2(§) ri—h<§{<uw (4.4)

La forme résolu est :

fwi) = ===+ o(h) (4.5)

avec ’erreur de consistance :

o(h) = %fQ(é) ;i —h <& <

L’erreur est de méme ordre de grandeur que celle obtenue pour le schéma de différences
en avant.
L’équation (4.5) s’écrit en notation indicielle :

Jfi— fiex

fl= 7 + o(h)

L’équation (4.5) représente l'expression de la dérivée premiére de la fonction f écrire par
un schéma de différence finies en arriére ou différence finies régressives.
L’application " différence en arriére ", se justifie par le fait que la différence f; — f;_1

est calculée aux pointes x; et x;_1, le point x;_1 se trouvant en arriére" de point pivot x;.

4.2.1.3 Différences finies centrées

[18, 16, 13, 5] L ’élimination de f(z;) dans les équations suivante :
2 s
f($i+h)=f($z)+hf($z)+ f( i) + 57 1 (E)
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2

h h3
fli=h) = fw;) = hf'(2:) + ng(ﬂ?z‘) - gfg(f)
permet de trouver la dérivée premiére par un schéma de différences centrées

flxi+h) = flzi—h)
2h

f(xi) = + o(h?)

h2
avec o(h?) = _Efls(@ xi—h<&<zi+h

En notation indicielle : F F
1 Jit+l — Ji—1 2

L’erreur est d’ordre de h? la dérivée premiére centrée est plus précise que dans le cas

de différences en avant ou en arriére.

Iapplication "différence centrée", ce justifie par le fait que la différence entre f; 11 et f;_1
est calculer aux points x;41 et x;_1 le point pivot se trouvant au centre de x;41 et x;_1.

4.2.2 Expression des dérivées secondes
4.2.2.1 Différences finies en avant

On écrit le développement de Taylor de f(z; + h) et f(z; + 2h) :

h? h3
fl@i+h) = f(zi) + hf'(z:) + gf"(fﬁi) + gfg(f)
Flai o+ 28) = f(@i) + 20 (@) + 202 (1) + 5 (€)

Eliminant f'(x;) entre les deux équations, on obtient :

avec o(h) = —hf3(€) x; <& <wi+2h

2= fi_2fi;21+fi+2 + o(h) (4.6)

L’équation (4.6) représente l'expression de la dérivée seconde écrite par un schéma de
différences finies en avant ou progressives.

4.2.2.2 Différences finies en arriére

On considére le développement de Taylor de f(z; — h) et f(z; — 2h) :
h? W
flwi=h) = fl@i) = hf' (@) + 57 f" (i) = 57 17)
s — 2h) = f(mi) — 20 () + 202" (i) — S0 F3(6)
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Eliminant f/(x;) entre les deux équations, on obtient le schéma de différences finies en
arriere de la dérivée seconde :

f(xi —2h) = 2f(z; — h) + f(z:)

() = ¢ +o(h)
avec o(h) = hf3() r; —2h <{<
i—2 — 2fi— i
fiQ: f 2 hf2 1+f +O(h)

Ce dernier est une schéma de différences finies en arriére de la dérivée seconde.

4.2.2.3 Différences finies centrées

On considére le développement de Taylor de f(z; + h) et f(z; — h) :
/ h? " h? 3 h 4
Flaith) = fai) + hf (i) + 55 i) + 502 (@0) + 55 176

/ h? " h? 3 h 4
Flai —h) = flzi) = hf'(2i) + 55 7 (i) = o/ (i) + 7 F7(6)
Eliminant f'(x;) entre les deux équations, on a :

flzi—h) = 2f(x;) + f(zi + h)

f”(%’) _ 2 + O(hQ)
avec o(h?) = —1—12h2f4(£) i —h<&<zi+h
2= fi-1— QhJ;z + fir1 +o(h?)

Ce dernier est un schéma de différences finies centrée de la dérivée seconde.

Exemple 4.2.1. On considére un pas Ax = 0.1, calculons grice aux schéma de différences
finies

(a) en avant (b) en arriére (c) et centrée
la dérivée premier de la fonction f(z) = x°
Ona:

r; =2, Az =0.1, Tit1 = T; + Ar =21, z,1=x;,—Ax=1.9
fi=f2)=4, fia=f(21)=441, fi1=[f(1.9) =36, f'(z)=2.

(a) Différences finies en avant

au pont x = 2

p=tH g oy = S = 0.
x
b) Différences finies en arriere
(b) Diff fi
i — Ji— Ax n
fl = % =39, o(h)=5-f"( =01
(¢) Différences finies centrées
it1 — fi— Az?
e e R B O



4.3 Différences finies en dimension deux

Dans ce cas on discrétise le domaine rectangulaire par des maillages formés de grilles
perpendiculaires .

Soit (x,y) € [a,b] x [c,d]

On prend h, et hy les pas de discrétisation des intervalles [a, b] X [c, d] respectivement.
e Discrétisation d’intervalle [a, b] :
b—a
hy =
Ty
=zxz(i)=x;=a+1iX hy ie{l,2,...n.}
e Discrétisation d’intervalle [c,d] :
d—
hy = ¢ (ny étant le nombre d’intervalle sur [c,d] )
Ny
=y() =yj=a+jxhy, je{l,2,..,ny}
e zit1 =a+ (i+1)h; = (a +ihy) + hy, dans la suite on note x; + hy, x; — hy, yj + hy et
yj — hy PAr Tip1, Ti—1, Yj41 et yj—1 (respectivement).

(n, étant le nombre d’intervalle sur [a, b] )

Uiva,j

Uif Yivaj

i

FIGURE 4.2 — Maillage en dimension 2

. . . 0
4.3.1 Expression des dérivées premiéres : 8_f
x

4.3.1.1 Différences finies en avant

Soit f(x,y) une fonction de classe C*°.
Le développement de Taylor de f(x; + hs,y;) est donné par :

2
Pt o) = Fliy) + b foliy) + 2 (6 m) (@7)
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Dy

fo(zisyj) = + o(hy)

hy
avec o(hy) = —§f2(5777) T <& <+ hy

En notation indicielle :

fo = fz‘+1,2— fij + o(hy)

4.3.1.2 Différences finies en arriére
Le développement de Taylor de f(z; — hs,y;) donné par :
2

P = hang) = Ji ) = b fulai ) + o2 (6, m)

fxiy;) — f(xi — ha,yj)
hy

fz= + o(hz)

hy
avec o(hy) = jfg(f,n) T — hy <& <w;

En notation indicielle :
_ fij = fim1,

fa »

+ o(hy)

4.3.1.3 Différences finies centrées

On fait la différence entre (4.7) et (4.8) on obtient :

fx:

S =+ o(hs)

h2
avec O(hi) = _wag(fvn) Tj — ha: < f <z + ha:

En notation indicielle :

_ firj— fic1g 9
fz= e + o(hy)

0
4.3.2 Expression des dérivées premiéres : —f

dy

Apres I'expression de Iz on a :
x
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( fij+1— fij h
f, = # + o(hy) avec o(hy) = —2*2; 2(&,m)

et Yy <n<y;+hy (d.f avant )

fig — fij—1 hy
fy = Jhij + o(hy) avec o(hy) = 2‘7 2(&m)
\ !
ot yi — hy <1 <y; (d.f arriere)

~ figr1— fij—1 2 2y — By g
fy =" 4 o(h2)  avec o(hy) = ——=f2(&,m)
2h, 6

et yj —hy <n<y;+hy (d.f centrées)

9% f

4.3.3 Expression de la dérivée seconde : 922
xr

4.3.3.1 Différences finies centrées

On considére le développement de Taylor de f(z; + ha,y;) et f(xi — ha,y5) -

f(@iv1,y5) — 2f (i, y5) + f(rim1,y;5)

fxm (.ZL'Z', yj) = h2 + O(hg)
X
2 19
avec  o(hy) = _Ehxf (& n) Ti-1 < § < Tit1
En notation indicielle :
1.7 — 2 i + . .
oy = f L. }']:QJ fH_lJ + O(hi)
X
. e O’ f
4.3.4 Expression de la dérivée seconde : 902
Y
4.3.4.1 Différences finies centrées
. . o’ f
On fait le méme calcule avec 5
ox
f.7A_1_2fA7A+fA7,+1 1
vy — = h%] - + O(h‘g) avec O(h?/) = _Eh3f4(£an)

et Y1 <1 <yYjin
62
0xdy

On considére le développement de Taylor de f(zit1,y5) , f(xi—1,y5) , f(zi,yj+1) et
f(xi,yj—1) au voisinage (7,7) :

=S (2 or O\ e (001N L Ry (9
fz+1,]+1—fz,]+hgc <8x>i+hy<ay>j+hxhy (81_8:9 i7j+ 9 ) i"f' 9 8y2 ;
(4.9)
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A of of 0% f h: (0%F\ | hy (D?
fevser =g o (7)o y>ﬁh””hy<away e \a) T2 \a2),

(4.10)
L (u of PFN K (OF\ M (0F
Fortiot = fig+ho <a$>z‘_hy( y>j_hxhy (895311 i,j+? da? i+? oy? J

(4.11)
o of of 0% f hy (0*f hy (9°f
=t te(51) o (5,), - re (o) 0 3 (2) 02 5

1

En effectuant une combinaison linéaire des quatre équations ((4.9)+(4.10)—(4.11)—(4.12)),
on obtient une approximation de la dérivée croisée & l'ordre 1
En notation indicielle :

O*f fit1j+1 — fixrj—1 — ficij41 — fim1j—1
= : : : : ha, h
<8x8y>” dhyh, + 0(ha, hy)

hyh
i L3 (E,m) avec i1 <& < wig

0(ha, hy) = Yj—1 <1 < Yj+1
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4.4 Problémes elliptiques en dimension un

On considére le probléeme de Laplace (dimension 1) :

—u'(z) = f(x) =z €]0,1]
{ w0 2y 2o 1

En supposant que f est continue, donc on peut déterminer la solution exacte du probléme
(4.13) maintenant, nous allons effectuer une résolution numérique

4.4.1 Choix de discrétisation maillage

On discrétiser 'espace [0, 1]
O=zo<z1 <29 < - <N <2TN41=1

Ou NeN,Vie {0,1,...,N} on pose h; =xjy1 — x4
Le pas du maillage est défini par :

h= max h;
i=0,1,...,N

On suppose que le pas de maillage est constant pour simplifier les calculs :
alorsona h=h; et x4 =x;+h, Vie{0,1,...N}
le probléme (4.13) s’écrit comme suite :

{ —U”(l'i) — f(l'z) Vi € {1, ,N} (4_14)

u(zo) = u(zn41) =0

4.4.2 Choix du schéma numérique

On suppose u € C2[0, 1] alors u admet un développement limité sous la forme :

2
w(xiv1) = u(z; + h) = u(x;) + hu'(x;) + %U”(J)i) + o(h?)

et
2

w(xi—1) = u(z; — h) = u(x;) — hu'(x;) + %u”(mi) +o(h?)

o |o(h?)| < ch? et ¢ une constante indépendante de h.
En additionnant les deux égalités précédentes, on obtient ’expression suivante :

o (z7) = u(zir1) — 2u(z;) + u(wi-1)

. +o(h) (4.15)

L’expression (4.15) est une approximation de u”(z;) pour h suffisamment petit.
Pour i € {0,1,..., N} on note u; une approximation de u”(z;) , d’ot u(zg) = u(xn,1) =0
Alors I'expression
Uir1 — 2u; + Ui
2
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est une approximation de u”(x;), le choix d’approximation n’est pas unique, dans notre
cas est appelé un schéma centrée.
Donc on peut approcher le probléme (4.14 ) par le probléme discret suivant :

U1 — 2U; + Ui—1 .
{ - s = f(z;) Vie{l,..N} (416)
up =un+1 =0

4.4.3 La forme matricielle

On écrire le probléme (4.16) sous la forme matricielle.
On pose Up, = (ug,...,un)?, prenons les conditions aux limites u(xzg) = u(xyy1) =0

. Uz — 2u
Pouri=1 —% = f(x1)
) us — 2ug + u
Pour § = 2 —% = f(x2)
) —2un +un—
Pour i = N —% = f(zn)
29 1 0 --- 0
-2 1
[N 1
Dol Ah:_ﬁ 0
S
0 1 -2
U f(z1)
Uz f(z2)
Uy = : et by, = :
uN f(zN)

le vecteur uy, est un solution du systéme matriciel
ApUp, = by, (4.17)

la résolution de ce dernier déterminera des valeur approchées a la solution exacte.
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4.5 Problémes elliptiques en dimension deux

Le principe est exactement le méme que celui de la dimension 1, la seule différence
réside dans ’écriture. On considére le probléme de Laplace ( dimension 2) :

—Au = f(x) dans Q €]0, 1[?
{ u=0 sur 02 (4.18)

avec u = u(z,y), A= 02u+ 0ou et IQ Cest le bord Q.

4.5.1 Choix de discrétisation maillage

Pour définir un maillage de € on pose :
et NeN

r;=1h et y;=jh ou 0<i,j<N-+1 h:N+1
Construction d’un schéma numérique

Grace au chapitre 2 approximation de Aw(z;,y;) est donné par :

i1, + Wi1j — i+ U1 + Ui
2
Avec cette notation, le probléme discrétisé est de trouver wu;; tel que :

{ CUis1j + Uimj — AU Ui Ui

Ahum ~

h2 :f(m’uy]) pour 1 §Z7j SN
U()J‘ = uN_HJ = U0 = Ui, N+1 = 0 pour 1 S i,j S N
(4.19)

4.5.2 La forme matricielle

Pour écrire (4.19) sous la forme matricielle.

On pose Uh = (ull, s UIN,U2T 5 ooy U2N -+oy UNT ...,uNN)t
Alors le probléme (4.19) s’écrit : AU, = by,

B C 0 --- 0

. C B C
Ah = _ﬁ 0

: . C

o .-~ ... C B
et

4 1 0 - 0
1 -4 1 :

avec B = 0 .. e e e RVN ot O =1Iy e RVN
S
0 1 -4
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Remarque 4.5.1. Tous les résultats de consistance, stabilité et convergence du cas de la
dimension 1, s’adaptent sans modification majeure.

4.6 Problémes paraboliques en dimension un
On consideére le probléme de la chaleur (dimension 1) :

u 2u
g—t(t, x) — %(t,x) = f(t,z) pour (t,z) €]0,T[x]0, 1]

u(0,z) = up(x) pour z €]0, 1]
u(t,0) =u(t,1) =0 pour t > 0

(4.20)

Théoréme 4.6.1. Si ug € C1(]0,1[), alors il existe une unique solution

u € C*(10,T[x]0,1]) N CY([0,T] x [0,1]) de (4.20)

4.6.1 Choix de discrétisation maillage.

Soit (t;,x;) € [0,7] x [0,1] et soit M, N deux entiers fixés

. . 1
sz:'Lh VlE{O,l,,N+1} h:m
t;=jAt  Vje{0,1,...M+1} At = !
J =) J 9 Ly ety - M+ 1
En particulier : 29 =0, any41 =1, t0 =0, tyy1 =T
u§) =) =0 Vi€ {0,1,..., M +1}
ul? = ug(z;) =0 Vie{0,1,...,N +1}
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4.6.2 Schéma Explicite

Construction d’un schéma numérique.
le développement limite de Taylor donne :

L N — wlts. x g+ _
?;;(t],xl) ~ u ]H’xl)At uty, 2:) ~ Ui A7 al (D.f avant)
d%u (t . ) (tj,a:Hl) — 2u(tj,xi) + u(tj,xi_l)
o2 V) = 2
8§ wl, . — 2’ + u?
3 2(t],a:z) ~ Lol h; il (D.f centrée)
T

On obtient alors le schéma suivant :

I R S 1 ) Yy ARy
Z A uz . i+1 h2’L 1—1 —f(tj,xl) O<j <M, 1 </L<N
( ) = uo(z;) 1<i<N (4.21)
gﬂ_ug@l_o 0<j<M.
Le schéma explicite s’écrit sous la forme suivante :
. AL At
ufrl:ug_}_h—( 1 2u —&—ul 1) avec)\:ﬁ
donc  wltt=wl(1-2)) + )\ugﬂ + (4.22)
La forme matricielle
Le probléme (4.21) s’écrie sous la forme d’un systéme matriciel U/t = AUJ = C7
pour i =1 Uf“ (1 —2)\) + )\u2 + )\uo uh =0
pour i = 2 U]+1 ud(1—2)) + )\u3 + M
pour i = N Uin = u?v(l —2X\) + /\“§V+1 + )\ug\,il ug\,ﬂ =0
1—-2X\ A o - 0
A 1—-2X A
A= 0
: . . A
0 D W B D

Encore, on peut écrire le schéma (4.21) sous la forme :

UJ+1 - UJ

Orrd _ (vJ
Al +AU C
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avec A%Uj s’écrit sous la forme :

) 1 . ) .
AU = *ﬁ[“ﬁﬂ = 2uj + u_y]

Ui = (Id — AtA) U7 4+ AtCY
avec (Id — AtAY) est symétrique définie positive puisque A9 est symétrique définie

positive

4.6.3 Schéma Implicite :

Construction dun schéma numérique.

9 It
%(tj,xi) e R (D.f arriére)
Alors on obtient le schéma suivant :
A s R Yy
S - f(te) 1SGSMA+1,1<iSN
) = uo () 1<i<N (4.23)

? . .
uf) =uf) =0 1<j<M+1.
Avec les méme conditions initiales de schéma explicite, on obtient :

w7t = ug(l +2X) — )\ugﬂ - )‘“371

(2

Passage aux probléme matriciel
On va écrire le probléme (4.23) sous la forme matricielle U/~! = AU/ = ¢V

142X\ —-A 0o --- 0
—A 1422 =) :
A= 0
: . . .
0 e = 1420

Cj = (f(tlaxl)a 7f(t]7$N))t (]'7 = ( '{, ...,Ugv)t \V/] € {1, ,M + 1}

Encore, on peut écrire le schéma (4.21) sous la forme :

Ui —yi-1

7 + A= vje{l,.,M+1}

D’ou
Ul = (Id + AtA)) U7 + At(Id + AtA)PC? Ve {l,...M +1}

avec (Id+ AtAY) symétrique définie positive puisque AY) est symétrique définie positive.
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4.7 Probléme hyperbolique

On considére le probléme d’advection ( dimension 1) :

ot (4.24)

{ @(t,x) +c(t,a;)gZ(t, r)=0 (t,7) e Rf xR
uw(0,z) =up(zr) ze€lR

ou la vitesse de transport ¢ et la donnée initiale ug sont données.

Définition 4.7.1. Toute fonction u € CY(IR] x IR) qui vérifie (4.24) est une solution
classique de (4.24)

Corollaire 4.7.1. Si ug € C'(IR), il existe une unique solution classique de u de (4.24)
donnée par :
u(t,x) = up(x — ct)

Choix de discrétisation maillage
On note h, At (les pas d’espace et de temps), on se place sur un intervalle de temps
borné [0,7] ou T = NAt avec N € N on pose

vj=jh jEL
tn, =nAt ne{0,..,N}

Construction d’un schéma numérique :

On cherche une approximation u au point x; et au temps t,, u(z;,t") ~ uy

Pour La discrétisation de I’équation d’advection en utilisant des opérateurs d’approxima-

tion d ou ; ou
ion de — et —
ot Ox
ou u(x;,t —u(x;,t u
E(xj,tn) _ n+1)At (25, tn) +o(At) ~ L —— T A7 J (D.f avant)
0 it1,tn) — i1, uy g — i
%(xj,tn) _ ulegi, ”)Qh“(% L) | o2y % (D.f centre)
(4.25)
4.7.1 Schéma explicite
Le schéma numeérique de probléme (4.24) est donné par :
1
“?+ —uf +C“?+1 — Ui —0
0 At 2h
uj = uo(z;)
t . . .
On pose A = 07 donc le schéma explicite centré défini par :
n+l _ n A n n 4.26
u} —Uj*E(Uj+1*Uj—1) (4.26)
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La forme matricielle
Donc il s’agit d’écrire (4.26) sous la forme d’un systéme matriciel U7T! = AU avec

0O --- 0

[en} O N> =
[a—
O[>
|
2| >~
NI
—_
o[>~

Les schémas explicites décentrés :

le schéma explicite en avant u?“ =uj—A <u? 1 u?)

le schéma explicite en arriére u?“ =uj — A (ug‘ - “?71)
La forme matricielle
Donc il s’agit d’écrire les deux schémas sous la forme d’un systéme matriciel U7+ = BUJ

ug+1 1—\ 0 0 ull
n+1

(4 A1 —X - : uy

4.8 Exemple d’un probléme elliptique

On va résoudre le probléme de Laplace ( dimension 2 ) :

Au=0 dans le domaine (z,y) €]0.20[x]0.10]
u(z,0) = u(x,10) =0 et y €]0.10] (4.27)
u(0,y) =0 et u(20,y) =100 et x €]0.20]

On récrit le probléme (4.27) sous la forme d’un schéma numérique du probléme ( 4.18)
avec h, = hy =h ona:

% =0 i€{0,1,...,n,} et j€{0,1,...,n,}

Wil + Uim1,j — AU 5 + Ui 1 + Ui
Ug,0 = Ug,10 = U0,y = 0 et U20,y = 100

(4.28)
On va résoudre ce dernier pour h € {5,2.5,1.25,0.625,0.3125}
4.8.1 h =5
Discrétisation de ’espace :
b b—a N b—a 20—-0 4 y L d—c N d—c
= mn = = = € = n = =
Ny v h 5 Ny Y h



10—-0
=2

La grille maillée contient alors (ng + 1)(ny + 1) mailles

On peut trouver les valeurs de u; j aux points ou i € {0,1,2,3,4} et j € {0,1,2}
Donc le nombre d’inconnues est réduit (n, —1)(ny, —1) =3 x 1

D’aprés le schéma numérique (4.28), Pour j =1et i€ {1,2,3} on a:

Pouri=1 Uug,1 + U1 — 4U171 +ur2+uo0= 0 up,1 = 0, U0 = 0
Pour i =2 u3 1 +uyl — 4UQ,1 + U2 + U0 = 0 uU2,0 = 0, U2,2 = 0
Pour i =3 Ug1 + U1 — 4U371 + uz2 + uso = 0 u3,0 = 0, U322 = 100

Nous obtenons le systéme de trois équations & trois inconnues suivant :

—4uy 1 +ug1 +uz1 =0
uyp —4ug +uz =0
Uy +ug — 4ug = —100

(4.29)

En fin on résout le systéme (4.29) grace a une méthode numérique (vue en chapitre 1) on

pose
-4 1 0 0 U1,1

A= 1 —4 1 B = 0 et U h — U211
0 1 —4 —100 U3, 1

le systéme équivalent au systéme matricielle AU, = B et sa résolution détermine les

valeurs approchées de Up,

1.786
Uy, =1 7.143
26.786

4.8.2 h=2.5

On refait le méme travaille précédant alors on a les valeurs de u;; au point correspondant
aux valeurs de i, j telles que i € {0, ...,8},j € {0,...,4} sont obtenues grace aux conditions
aux bords d’ou le nombre d’inconnues est réduit : n = 21
D’aprés le schéma numeérique (4.28), Pour i € {1,2,...,7} et j € {1,2,3}, nous obtenons le
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systéeme suivant :

—duyy +ug1 +0+--+ug+0+---=0

urg —4ugy +uz1 +0+--+uge+0+---=0

0+wug1 —4dugy +ug1 +0+--+uo+0+---=0
0—|—"'+’UJ671—4U771+0+"'+U772+0+”'2—100
Ul,l‘|‘0+“'—4U1,2+U2,2+0+“'+U1,3+0‘|‘"‘:0

O+ug1+0+ - +ure—4ugp+us3+0+---+ug3+0+---=0

_ (4.30)
O+ Furg+ 0+ +ugs—durs + 0+ +urg = —100

0_|_ ............ +u172_4u173+U273+0+ ......... :0

0_|_..._|_u272_|_0 ......... +u173—4uQ,3+u373+0+~--:0

0+"'+u672+0+"'+U573—4U673+U773:0
0_|_ ......... +u772+0+ ...... _|_u673 _4u7’3 — _]_00

Grace aux conditions aux limites on va cherche les inconnus de systéme (4.30) :

100

22 100

LUzg a1 Ly 51 g1 U-
] 7 100
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On va mettre les inconnues sous une forme d’un vecteur comme suit

—4ui +us+ug =0
U1—4U2—|—’LL3+U9:0
us — 4ug +ug + ug =0

ug — dur + w4 = —100
up —4ug +ug +uis =0
us + ug — 4dug + u1g + uig+ =0

ur — 4u1z + ug + ugp = —100
ug — 4uis +uig =0
ug +u1s — 4uig +ur =0

u13 + u19 — 4ugo + u21 =0

u14 + uog — 4ugy = —100

Reste maintenant & résoudre le systéme matriciel suivant : A X u = B, tel que

1 0
1
1
-4 0 1
0 —4 1 1
1
1 -4 0
0 -4 1
1
1
0 1 0
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1 0
1
0
-4 1
1 -4

etB =

—100

—100

—100




4.9 Problémes paraboliques

La résolution du probléme de la chaleur ( dimension 1) :

ou 0u

- = — > .

5 = Y92 t>0 x€]0.2]

u(z,0) = 100 si x €]0.1] (4.31)

u(z,0) = 100(2 — ) si x €]1.2]
u(z,0) =u(2,t) =0

avec a=—¢€¢lR
cp

Prenons : £ =0.13,¢ = 0.11,p = 7.8, h, = 0.25 et At est déterminer par la condition
de stabilité

E At 1
r= —

—. <
cp h2 "2

La solution analytique

La solution analytique du probléme (4.31) donnée par :

oo
1 m(2n+1)(z — 1) —0.3738(2n+1)2¢
Uezact (T, 1) = 800 X ngo m X COS 5 X exp (2n+1) (4.32)

Discrétisation de ’espace :
On va résoudre notre équation sur l'intervalle [0.2] avec un pas h,

. . 2—-0 2
Ona z; =ih ie€{0,1,....,n,} ol Ng = = —
hy hy
Discrétisation de temps :
On a fait une discrétisation sur ¢ avec hy = At
Tmam

Ona t; =jh (to=0) 7 €{0,1,...,n:} ou ne

hy

4.9.1 La solution approchée

On va calculer la solution approchée du probléme (4.31) par la méthode explicite. On
récrit le probléme (4.31) sous la forme d’un schéma numérique du probléme (4.20), on
obtient :

Jj+1 J Jj o _9,J J
u; o — U Nﬁ y Uy g — 2u; +uy_y

At cp h?

On utilise le schéma explicite (4.22). De méme maniére qu’on a vu au probléme elliptique,
on fait les calcules mais avec les conditions du probléme (4.31), on trouve :

Utl=MxUj+N
1<j<nt—1
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1—2r 7 0 o e 0

r 1—2r T
avec M = O " L=2r ' : et
. . . 0
: . r 1-2r r
0 . 0 1-2r
4.10 Problémes hyperboliques
On résoud probléme d’advection ( dimension 1) :
%(w,t}+c{x,t)% =0 t>0 z€]0.2n]
u(0,t) = u(l, t) = cos(ct) l=2rm
u(z,t = 0) = cos(x)
At 1 - .
avec c(t,z) =1, r=cs <3 (la condition de stabilité)

4.10.1 La solution analytique

La solution analytique de (4.33) donnée par :
u(t,x) = g(x — ct) ou g une fonction arbitraire.
D’aprés les conditions aux bords on a wu(z,t) = cos(z — ct)

Discrétisation de ’espace :

On va résoudre notre équation sur l'intervalle [0.27] avec un pas hy
_2r—0 27
 he he

On a z; =ih ie€{0,1,....,n.} ol Ny

Discrétisation de temps :
On a fait une discrétisation sur t avec hy = At

T,
On a t; =jh (top=0) 7 €{0,1,...,n} oll ny = 2

hy

4.10.2 La solution approchée

J
TUnax

(4.33)

On récrit le probléme (4.33) sous la forme d’un schéma numérique de probléme (4.24),

on obtient :
It _ ey
i T P Tl g G0, ), i€ {0, ng)
Chy 2h,
u (0) = v/ (I) = cos(ct) l=2rm

u®(x;) = cos(x)
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Pour avoir des bons résultat en appliquant cette méthode numeérique (explicite), il faut
tenir compte de la valeur de r (condition de CFL) car elle influencera les résultats.

Si on applique cette méthode avec un programme de calcul( comme matlab, ¢, c++ ...), on
va remarquer quand le pas h est plus petit, ’erreur entre la solution exacte et la solution
approchée tend vers 0.
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Chapitre 5

La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis[21, 15] est la méthode la plus utilisée pour la résolution
de problémes aux limites. Elle est basée sur une formulation variationnelle du probléme.
L’approximation se fait alors directement sur ’espace V. On écrira une formulation va-
riationnelle approchée sur un sous-espace de dimension finie de et sur ce sous-espace, le
probléme se rameéne & la résolution d’un systéme linéaire dont les inconnues sont les coor-
données de 'inconnue approchée dans une base de V3. Nous avons la méthodes des éléments
finis de Lagrange|21, 15| et d’Hermite[21, 15] qui en découlent correspondent a autant de
choix de 'espace V}, et & ’étude de 'erreur d’approximation correspondante.

5.1 Principe général de la méthode des éléments finis

La démarche générale de la méthode des éléments finis est la suivante. On a une EDP
a résoudre sur un domaine 2. On écrit la formulation variationnelle de cette EDP, et on
se raméne donc & un probléme du type

(P) trouver u € V tel que a(u,v) =1(v), Yo € V

On va chercher une approximation de w par approximation interne. Pour cela, on définit
un maillage du domaine €, grace auquel on va définir un espace d’approximation V4, s.e.v.
de V' de dimension finie Nj( par exemple V}, sera 'ensemble des fonctions continues sur §2
et affines sur chaque maille).

Le probléme approché est alors

(Py) trouver uy € Vj, tel que a(up,vy) = l(vy), Yo, € Vy

Soit (¢1, ..., N, ) une base de V3. En décomposant uy, sur cette base sous la forme

Np
up = Zui%‘ (5.1)
i=1
Le probléme (P,) devient
Np,
trouver p1, ..., un, tel que Zuia(cpi,vh) = l(vp), Vv, € V3 (5.2)
i=1

99



ou encore par linéarité de a et [ :

Np,
trouver pu1, ..., un, tel que Z,uia(goi,goj) =1(p;),Vj =1,...N, (5.3)
i=1
c’est & dire résoudre le systéme linéaire
Ap=1> (5.4)
a(pr, 1) alpr,p2) o0 aler, on,)
- a(p2, 1) alp2,92) 0 alp2, N, )
a(ony; 1) alen,,2) - alen,, en;,)
et ) _
I(p1)
l(p2)
b= | les)
_Z(QON}L)_
et
p=1{m p2 ps o p,

La matrice A est a priori pleine. Toute fois, pour limiter le volume de calculs, on va définir
des fonctions de base y; dont le support sera petit, c¢’est & dire que chaque fonction ¢; sera
nulle partout sauf sur quelques mailles. Ainsi les termes a(g;, ;) seront le plus souvent
nuls, car correspondant a des fonctions ¢; et ¢; de supports disjoints. La matrice A sera
donc une matrice creuse, et on ordonnera les ¢; de telle sorte que A soit & structure bande,
avec une largeur de bande la plus faible possible.
A ce niveau, les difficultés majeures en pratique sont de trouver les ; et de les manipuler
pour les calculs d’intégrales nécessaires a la construction de A. Sans rentrer pour le moment
dans les détails, on peut toutefois indiquer que la plupart de ces difficultés seront levées
grace a trois idées principales :

— Le principe d’unisolvance : On s’attachera a trouver des degrés de liberté (ou ddl)
tels que la donnée de ces ddl détermine de facon univoque toute fonction de V.
Il pourra s’agir par exemple des valeurs de la fonction en quelques points. Déterminer
une fonction reviendra alors & déterminer ses valeurs sur ces ddl.
Définition des ¢; : On définira les fonctions de base par ¢; = 1 sur le ¢ ddl, et ¢;
= 0 sur les autres ddl. La manipulation des y; sera alors trés simplifiée, et les ¢;
auront par ailleurs un support réduit a quelques mailles.
La notion de "famille affine d’éléments" :
Le maillage sera tel que toutes les mailles soient identiques & une transformation
affine pres. De ce fait, tous les calculs d’intégrales pourront se ramener a des calculs
sur une seule maille "de référence", par un simple changement de variable.
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5.2 Formulation variationnelle

5.2.1 Exemple 1-D

Soit & résoudre le probléme

—u"(x) + e(x)u(x) = f(x) a<z<b
(P) { u(a) = u(b) = 0

ou f et ¢ sont des fonctions données continues sur [a, b]. On supposera de plus que la fonc-
tion ¢ est strictement positive sur [a, b]. Un tel probléme est appelé probléme aux limites.

Définition 5.1. Une solution classique (ou solution forte) de (P) est une fonction de
C2%([a, b)) telle que u(a) = u(b) = 0 et VY €la, b, —u" (z) + c(z)u(x) = f(z).

En faisant le produit scalaire L?(]a, b[) de I'équation différentielle avec une fonction-test
v € D(]a,b])( c’est & dire en intégrant sur [a,b]), on a :

- [ ep@ans [ o= [ e (5:5)

soit, en intégrant par parties le premier terme :

Aﬂk>mm+l<> w—/f (5.6)

car v(a) = v(b) = 0 puisque v € D(]a,b]).

Chaque terme de cette équation a en fait un sens dés lors que v € H{(Ja,b[). De plus,
D(]a, b[) étant dense dans Hg(]a, b]), cette équation est vérifite pour tout v € Hg (Ja, b[).
On peut donc définir le nouveau probléme :

Trouver u € H0 a, b)) tel que

(@) /abu’( W (z )dm+/a c(x)u( d:c—/ f(x)v(z)dz Vv € H}(]a,b])

(Q) est la formulation variationnelle( ou formulation faible) du probléme (P).
Toute solution de (Q) est appelée solution faible. Il est immédiat que toute solution forte
de (P) est aussi une solution faible.

5.2.2 Coordonnées barycentriques

Soit K un triangle de IR? de sommets a1, as, as. On appelle coordonnées barycentriques
de K les fonctions affines A1, A2, A3 de K dans IR définies par

)\j(ai) = 5@‘, 1< i,j <3 (57)

On voit que la somme A1 + A9 + A3 est une fonction affine qui vaut 1 sur chacun des 3
sommets. C’est donc la fonction constante égale a 1.
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Si ’on note (z;,y;) les coordonnées d'un sommet a; et Aj(z,y) = ojz+By+7;, la relation(
5.7) est équivalente au systéme linéaire :

oz + Bjyi + 75 =0
ajrg + By + 75 =0 (5.8)
ajzj+ Bjy; +7j =0

FI1GURE 5.1 — Coordonnées barycentriques sur un triangle

5.2.3 Formules de Green

Soit € un ouvert non vide de IR™, de frontiére notée 92. On note n la normale locale
sur 0f).
On a les propriétés suivantes, appelées formules de Green, qui sont en fait simplement des
cas particuliers d’intégration par parties :

ou / ov /
—vdr=— | u=— dx+ uv(eg.n)ds 5.9
/939% o Oz P! (€x.1) (59)
ou ey est le vecteur unitaire dans la direction .
ou
/ Au v dr = —/ VuVv da?+/ —uv ds (5.10)
Q Q a0 On
/ udivE dx = —/ Vu E dx —i—/ u (E.n) ds (5.11)
Q Q 0N
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5.3 Unisolvance

Définition 5.2. Soit ¥ = {ay,...,an} un ensemble de N points distincts de IR".

Soit P un espace vectoriel de dimension finie de fonctions de IR™ a valeurs dans IR. On
dit que X est P- unisolvant si pour tous réels aq, ..., ay, il existe un unique élément p de
P tel que p(a;) = a4, i =1,...,N.

Ceci revient a dire que la fonction :

L: P— RN

p — (p(ai),...,p(an) (5.12)

est bijective.

En pratique, on montrera que X est P-unisolvant en vérifiant que dim P = CardX, puis
en montrant 'injectivité ou la surjectivité de L.

L’injectivité de L se démontre en établissant que la seule fonction de P s’annulant sur tous
les points de X est la fonction nulle.

La surjectivité de L se démontre en exhibant une famille py,...,py d’éléments de P tels
que

pi(a;) = 6
c’est & dire un antécédent pour L de la base canonique de IRY.
N
En effet, étant donnés des réels aq, ..., ay, la fonction p = Z a;p; vérifie alors
i=1

plaj) =«aj, j=1,..,N

5.4 Elément fini de Lagrange[21, 15]

Définition 5.3. Un élément fini de Lagrange est un triplet (K,3, P) tel que

— K est un élément géométrique de IR"( n = 1, 2 ou 3 ), compact, connexe, et
d’intérieur non vide.

— Y ={ai,...,an} est un ensemble fini de N points distincts de K.

— P est un espace vectoriel de dimension finie de fonctions réelles définies sur K, et
tel que ¥ soit P-unisolvant( donc dim P = N ).

Définition 5.4. Soit (K,X, P) un élément fini de Lagrange. On appelle les fonctions de
base locales de l’élément les N fonctions pi(i = 1,...,N) de P telles que

Oun vérifie aisément que (p1, ..., py) ainsi définie forme bien une base de P.

Définition 5.5. On appelle opérateur de P-interpolation sur X Uopérateur wy qui, & toule
fonction v définie sur K, associe la fonction wgv de P définie par

K

TRV = Z v(a;)pi

=1
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v est donc unique élément de P qui prend les mémes valeurs que v sur les points de
3.

5.5 Exemples d’éléments finis de Lagrange

5.5.1 Espaces de polyndmes

On notera Py I'espace vectoriel des polynoémes de degré total inférieur ou égal & K.
— Sur R, P, = Vect{1,X,.... X*} et dim P, = k + 1.
(k+1)(k+2)

— Sur IR?, P, = Vect{X'Y7;0 <i+j<k}etdimP, = —

v k+1)(k+2)(k
— SurR?, Py = Vect{X'YIZL0<i+j+1<k}et dimPk:( +D(k+2)(k+3)

On notera @ U'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal & k par rapport
& chaque variable.

— Sur ]:R, Qk = Pk.

— Sur R?, Q) = Vect{X'Y7;0<i,j <k} et dimQy, = (k + 1)2.

— Sur R?, Q) = Vect{XY7Z,,0 <i,j,1 <k} et dimQy = (k+ 1)3.

5.5.2 Exemples 1-D
1. Elément P,

i) K =[a,b]
i) ¥ ={a,b}
iii) P =P
2. Elément Py
b
) K =a, 250 g
i) ¥ ={a,b}
i) P =P,
3. Elément P,
i) K=la+1 — i=0,..,m)]
i) ¥ ={a,b}
iii) P =Py

5.5.3 Exemples 2-D triangulaires

1. Elément P,
i) K = triangle de sommets a1, as, as
i) ¥ = {a1,as,a3}
iii) P =P,
Les fonctions de base sont définies par p;(a;) = 0;;.
Ce sont donc les coordonnées barycentriques : p; = \;.

2. Elément Py
i) K = triangle de sommets a1, as, as
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.. N ai—i-aj
ii) ¥ = {a1,a2,a3,a12,a13,a23}, ol a;; = -

2
iii) P= P
Les fonctions de base sont p; = A;(2A; — 1) et p;j; = 4N\,

L]

FIGURE 5.2 — Eléments finis triangulaire Py, triangulaire Py et rectangulaire Qq

5.5.4 Exemples 2-D rectangulaires

1. Elément @
i) K = triangle de sommets a1, as, ag, aq de cotés paralléles aux axes.
ii) ¥ = {a1,a2,a3,a4}.
iii) P=Q1

X — 2 WY — s

Les fonctions de base sont p;(X,Y) = ( 2)( Yj)

(i — ) (yi — y5)

ou (z;,y;) sont les coor-

données (x;,y;) est le coin apposé & a;.

5.5.5 Exemples 3-D

1. Elément tétraédrique Py
i) K = tétraedre de sommets ay, ag, as, a4
ii) Y = {al, a2, as, a4}
i) P=P,
2. Elément tétraédrique Py
i) K = tétraédre de sommets ay,as, as, a4
i) {aibi<ica W{aijh<icj<a
iii) P= P,
Les fonctions de base sont p; = X\j(2A; — 1) et py; = 4\ ;.
3. Eléments parallélépipédique Qq
i) K = parallélépipéde de sommets aq, ..., ag de cotés paralléles aux axes
i) ¥={ai}i<i<s
iii) P=Q1
4. Eléments prismatique
i) K = prisme droit de sommets aq, ..., ag

i) ¥ ={ai}1<i<e
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i) P={p(X,Y,Z)=(a+bX +cY)+ Z(d+eX + fY), a,b,c,d,e, f € R}

FIGURE 5.3 — Eléments finis tétraédriques Py et P, parallélépipédique @1, et prismatique

5.6 Famille affine d’éléments finis

Définition 5.6. Deuz éléments finis (I?,iﬁ) et (K,%, P) sont affine-équivalents si il
existe une fonction affine ' inversible

(F:x— Bx+0)

telle que

1. K = F(K)

2. a;=F(a;), i=1,..,.N

3. P={poF! pe P}
Remarque 5.1. Si l'on est dans IR", B est donc une matrice n X n inversible, et b est un
vecteur de IR"™.
Proposition 5.1. Soient (IA(, f], ﬁ) et (K,3, P) deuz éléments finis affine-équivalents, via
une transformation F. On note p;(i = 1,...,N) les fonctions de base locales de K. Alors
les fonctions de base locales de K sont les p; = p; o F~1.
Définition 5.7. On appelle famille affine d’éléments finis une famille d’éléments finis tous
affine-équivalents a une méme élément fini (K, X, P), appelé élément de référence.

D’un point de vue pratique, le fait de travailler avec une famille affine d’éléments finis
permet de ramener tous les calculs d’intégrales & des calculs sur ’élément de référence.
Les éléments de référence sont :

1. En 1-D : le segment [0, 1].

2. En 2-D triangulaire : le triangle unité, de sommets (0,0), (0,1) et (1,0).

3. En 2-D rectangulaire : le carré unité [0, 1] x [0, 1].

4. En 3-D tétraédrique : le tétraédre unité, de sommets (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) et

(0,0,1).

En 3-D parallélépipédique : le cube unite [0, 1] x [0, 1] x [0, 1].

6. En 3-D prismatique : le prisme unité de sommets (0, 0,0), (0, 1,0), (1,0,0) et (0,0,1),(0,1,1),(1,0,1).

ot
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5.7 Eléments finis d’Hermite

5.7.1 Définition

Un élément fini d’Hermite ou élément fini général est un triplet (K, X, P) tel que :

1. K est un élément géométrique de R™ (n = 1,2 ou 3),compact,connexe,et d’intérieur
non vide.

2. ¥ = (01,...,0n) est un ensemble de N formes linéaires sur I’espace des fonctions
définies sur K, ou sur un sous-espace plus régulier contenant P.

3. P est un espace vectoriel de dimension N de fonctions réelles définies sur K, et tel
que X soit P-unisolvant.

Définition 5.8. Soit (K, X, P) un élément fini général.On appelle fonctions de base locales
de lélément les N fonctions p; (i = 1,...,N) de P telles que

oj(pi) = 0ij, 1 <i,j <N
Définition 5.9. On appelle opérateur de P-interpolation sur X lopérateur wr qui a toute
fonction v définie sur K associe la fonction mgv de P définie par

TRV = Zfi 1 0i(v)pi. v est donc 'unique élément de P qui prend les mémes valeurs
que v sur les éléments de 3.

5.7.2 Lien avec les éléments finis de Lagrange

Avec les définitions précédentes, les éléments finis de Lagrange apparaissent donc comme
un cas particulier des éléments finis généraux, pour lequel

oi(p) =pla;), 1 <i< N
Cette généralisation permet maintenant d’introduire des opérateurs de dérivation dans X,
et donc d’améliorer la régularité des fonctions de V4.
5.7.3 Exemples
5.7.3.1 Exemples 1-D

1. Elément d’Hermite cubique

(a) K=[a,?]
(b) Z={p(a),p'(a), p(b),p"(b)}
(C) P = P3

Cet élément fini est C! et HZ2.

2. Elément d’Hermite quantique

(a) K=[a,b]
(b) 3={p(a),p'(a),p"(a),p(b),p'(b), " (b)}

Cet élément fini est C? et H3.
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5.7.3.2 Exemples 2-D triangulaires

1. Elément d’Hermite cubique :
(a) K=triangle de sommets a1, az,as
(b) S={p(ai), (a:), P(a:),i =1,2,3} U {p(ao)}
(c) P=P;
Cet élément fini est ¢?, mais pas C'.
2. Elément d’Argyris
(a) K=triangle de sommets a1, a2, as
(b) 2={plas), L(ar), L(ar), $H(ai), 5B(ar), o2 (ai),i = 1,2,3} U {2(aiy), 1 <
i<j<3}
(c) P=Ps

Cet élément fini est C1.

5.7.3.3 Exemple 2-D rectangulaire
1. Elément Q

(a) K=rectangle de sommets aq,ag, as, aq, de cotés paralléles aux axes
0 0, 9?2 .

(b) E:{p(al)> Tg(ai% Fz(ai)7 Wapy(ai)v = 17 ey 4}

(c) P=Qs3

Cet élément fini est CL.

FIGURE 5.4 — Elément triangulaire d’Hermite cubique, élément d’Argyris et élément rec-
tangulaire Q3

5.8 Estimation d’erreur

On a:

a(u —up,u—up) = alu—up,u—ovy+ vy —up), Yup, € Vi
= a(u — up,u —vp) + alu — up, vy, — up)
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Or vy, — uyp, € Vj, done a(u — up, vy, — up) = 0.
on a donc :
a(u —up, v —up) = alu —up,u—vp) Vo, €V (5.14)

a étant coercive, il existe a > 0 tel que :

a(u — up,u —up) > alju — uhH2

ot || . || est une norme sur V.
Par ailleurs, a étant continue, il existe M > 0 tel que

a(u = up,u —wvp) < Mju—up[[|u = v

En réinjectant ces deux inégalités de part et d’autre de (5.14) et en simplifiant par ||u—wup,||
on obtient

M
|u — up||< —|lu — vnl], Voi, € Vi
8]

c’est & dire : o
Ju = unll < Z-d(u, V)

ou d est la distance induite par ||.||. Cette majoration est appelée lemme de Céa. Elle
rameéne ’étude de I'erreur d’approximation u — up a I’étude de I'erreur d’interpolation
d(u, Vy,).

5.9 Application de la méthode des éléments finis

5.9.1 Exemple 1-D

Soit le probléeme

—u”(z) + c(x)u(z) = f(z),a<x<b
(P){ u(a) = u(b) = 0

ou f et ¢ sont des fonctions données continues sur [a,b]. On supposera de plus que la
fonction ¢ est strictement positive sur [a, b].

En faisant le produit scalaire L?(]a,b]) de I’équation différentielle avec une fonction-test
v € D(]a,b]), on a :

[ v+ [ dwutpan= [ s

par l'intégration par partie on a le systéme :

/abu'() ()dx—ir/a e()ul da:_/f )dz, Yo € H (a, b))

On peut donc définir le nouveau probléme :

Trouver u € H} (]a b[ tel que

(P) /abu'(x)v’(x)dx+/abc( Ju :/ f(z
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Ce probléme est la formulation variationnelle du probléme (P).
Soit :

a(u,v) = /ab o (z)v (x)dx + /ab c(x)u(x)v(z)dx

- [ sne)

On va montrer que la forme linéaire [(v) est continue :

et

1) = r/ f(@)v(x)dal
/|f z)|dz, avec f € L?

b

< | / @)} [ Tota) P
< [ flelole
< vl

Donc la forme linéaire I(v) est continue.
Maintenant, montrons que la forme bilinéaire a(u, v) est continue :

a(w,v)| = | / 2)dz + /b e(w)u(z)o(z)dal

a

< /u>%x</ 2>%+c</bu2>%x</bv2>%
< gl gl ol 22

< ull g X0l 3 +ellull g x 1ol

< 1+ 0l x ol

<

C/HUHH&XH'UHH&

donc a(u,v) est continue.
Aprés on va montrer que a(u,u) est coercive :

a(u,u) = /ab:'(x)u’(x)dser/ab c(z)u(z)u(z)ds
(/a u'?) +c(/a u?) avec ¢ = min c(x)

Y

\%

allle! 22+ |ul22] avee o = minfe,1}

= allully
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a est une forme bilinéaire symétrique continue coercive sur H}(a,b) x H}(a,b) et [ est une
forme linéaire continue sur H{(a,b). Donc le probléme (P') admet une solution unique
d’apreés le théoreme de Lax-Milgram.

On peut maintenant construire un maillage de [a,b] en définissant une subdivision (pas
nécessairement réguliére) a = o < r1 < ... < xy < Ty4+1 = b.

Définissons alors ’espace V},, sous-espace de H&(a, b) de dimension finie, par :

Vi, = {vn, € C%a,b) /vy, af fine sur chaque segment [z, xj11]et vy (a) = vy (b) = 0}

Le probléme approché sur Vj, est :

(P;)  Trouver uj € Vj, tel que a(up,vp) = L(vg); Yup, € V.

En remarquant qu'une fonction de V}, est entiérement déterminée par ses valeurs en 1, ..., T,
on établit que la dimension de V}, est N, et qu’une base de V}, est par exemple (o1, ..., N ),
ol ¢; est définie par ¢;(xj) =6;5, j =1,..., N.

@i est donc la fonction "chapeau" représentée sur la figure (5.5).

FIGURE 5.5 — Fonction de base ¢;

En décomposant la solution approchée uy sur cette base sous la forme

N
up =y pipi
i=1
On obtient le systéme linéaire Ay = b, avec :

Aij = (802"%0]‘)
_ / [0}(2) () + c()pi(x) 5 ()] dz

a
N Tr+1

= . / [pi(2)@(x) + c(x)pi(x)p;(x)]dx

k=0 " %k
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Le support de ¢; étant réduit & [x;—1, z;+1], on déduit que

‘1(%‘» 80] =

0
a(@i> pit1) / ‘Pz+1( z) + c(z)pi()pit1(w)]dz
x?rl
alpi, pi-1) / 2)oi_q(x) + c(x)pi(x)pi1(x)]|dz (5.15)

@(902‘7801 901 —|—C( )901( )]d

A est donc tridiagonale.

5.9.1.1 Convergence de la méthode
5.9.1.2 Lemme de Céa :

Soit u € V' la solution de probléme :

Trouver u € V telque :
{ W € Via(u,v) = (/) (516)
et up € V3, la solution de probléme :
{ Trouver up, € Vy, telque : (5.17)
V’Uh S Vh7 G(Uh, Uh) = (f? Uh) .

alors on a :

lu—unll< & inf fu— o]
hll="4 v EV) hib>
ot & et C' sont données par :
Yu € V,a(u,u) > olul)?.

Yu,v € V) |a(u,v)| < Cllull||v]|.

Preuve :
Si wy, € Vp,en prenant wy, comme fonction test dans (5.16) et (5.17) on obtient :

CL(U, wh) = (fa wh) = CL(’LL]—L, wh)a

d’on, par bilinéarité de a(.,.), a(u — up, wy) = 0.
Soit vy, € V},, alors wy, := vy, — up € Vj,
donc a(u — up, vy — up) = 0. En déduit :

allu —uplP< a(u — up,u —up) = alu—up,u —vy) + alu — up, vy — up)
= a(u—up,u—vp) < C|lu—upl/||u — v

donc on a :

C
Yup € Vi, |[u — up|< EHU — ol

ce qui donne le résultat.
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Théoréme 1. On suppose qu’il existe un sous-espace v de V dense dans V tel qu’il existe
une application linéaire vy, de v dans Vi, vérifiant

Yv e v, li — =0
vew, limlo— ol

L’application rp, est appelée opérateur d’interpolation de v sur Vj,. Alors,la solution up € Vj,
de (5.17) converge vers la solution u € V de (5.16) au sens ot on a :

li — =0
T —

5.9.2 Exemple de problémes paraboliques
5.9.2.1 Formulation variationnelle

Dans tout ce chapitre on va considérer la résolution numeérique de 1’équation de la
chaleur|1, 14]
Ou—Au = fdans R} xQ
u = 0sur IRY x 09, (5.18)
u(t=0,2) = wup(x) dans Q

ot f(t,.) € L*(Q) est le terme source et ug € H3(2) la donnée initiale.
Soit v € C°(2). On multiplie (5.18) par v puis on intégre sur Q. En effectuant une
intégration par parties, on aboutit a

d

pn Qu(t,ac)v(:z:) da:—I—/QVu(t,a;).Vv(:z:) da:z/ﬂf(tm)u(x) dx

qui a un sens pour toute fonction test v € HJ (). On note u(t) := u(t, ) de sorte que
u est une fonction définie sur IR & valeur dans H{(£2). Avec cette notation, on obtient la
formulation variationnelle suivante pour (5.18).

Trouver u: t € Ry — H)(Q) telle que

d x

@(u(t)a V)2 + alu(t),v) = (f(t),v)12), Vt € RY, Vv € Hj(Q) (5.19)
u(t =0) = U

ot a(.,.) est la forme bilinéaire définie sur H'(£2) par
a(u,v) == / Vu.Vu dx
Q

Il est nécessaire de préciser la régularité de la solution en temps, pour cela on introduit
des espaces de solutions prenant en compte la variable de temps et la variable d’espace.

Notation 1. Pour (X, |.||) un espace de Banach on note C*([0,T]; X) lespace des fonc-
tions k-fois contindiment dérivables de [0,T] & valeurs dans X .
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L’espace C*([0,T]; X) est un espace de Banach muni de la norme

k .
d"v
ol oz = D sup |22 (1)]1x)

g 0<t<T

On note L2([0,7T], X) I'espace des fonctions v telles que 'application ¢ —||v(t)||x est de
carré intégrable sur [0,7], i.e.

T
1
loll 2oz = ( /0 lo(®)l%de)} < oo

Muni de la norme ||.|[ z2([0,7],x) ainsi définie, 'espace L?([0,T], X) est un espace de Banach.
De plus, si (X, (,.)x) est un espace de Hilbert, alors L?([0, 7], X) est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire

T
() 2o = [ ((0).v(e))

En particulier, si X = L?(2) on a lidentification L?([0,T], L?(2)) = L2([0,T] x ).
Comme dans le cas des problémes elliptiques, on va considérer un probléme variationnel
plus général que (5.19). Pour cela,soient (V,(.,.)v) et (H,(.,.)n) deux espaces de Hilbert
réel tels que V' C H. Soient a(.,.) une forme bilinéaire sur V, T > 0, ug € H et f €
L%(]0,T[, H). Alors, on considére la formulation variationnelle suivante :

trouver u:t € Ry — V telle que
d
2 W), ) +a(u(t),v) = (f(t),v)m, VL0, T[YveV, (5.20)
u(t =0) = ug
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5.9.2.2 Existence et unicité

Théoréme 2. Soient (V,(.,.)v) et (H,(.,.)g)deuz espaces de Hilbert réels tels que

V C H avec injection compacte
V est dense dansH

Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue, coercive et symétrique sur V. Soient T' > 0,
ug € H et f € L*(0,T[, H).
Alors, la formulation variationnelle (5.20) admet une unique solution

we L*(J0,T[,V) N C([0,T], H)
De plus,il existe une constante ¢ > 0 telle que

1wl L2 o, rp vy el oo, my < ellluolla+Ifllz2qo,rpm))
Autrement dit,le probléme (5.20) est bien posé au sens d’Hadamard.
Preuve 5.1. On donne seulement une idée de la démonstration

Il existe une base hilbertienne (uy)r> de H telle que, pour tout k > 1
ug € Vet a(ug,v) = Ag(ug, v)g, Yo € V
Pour tout k£ > 1, on pose
ar(t) == (u(t),ux)g € C([0,T)), af = (uo,ur)y

et
Br(t) == (f(t),ux) € L*(]0,TY)

D’apreés la notation (1), si u(t) € H pour tout t € [0, 7], alors u(t) admet pour décompo-
sition
vt e 0.7 u(t) = 3 ax(thuy
k>1
Supposons que u soit solution de (5.20). On prend pour fonction test v = ug, ou k > 1.

Alors, on obtient
d

dt
D’aprés (5.18) et (5.19), on en déduit

(u(t), ue) g + alu(t),ur) = (f(t), ur)m

o (1) 4+ Apag(t) = Br(t)

De plus, la condition initiale de (5.20) et la notation (1) entrainent



Autrement dit, chaque oy est solution d’une e.d.o. du premier ordre. On en déduit ’ex-
pression exacte de oy :

t
Vt € [0,T), ap(t) = ale Mt +/ Br(s)e M=) s, (5.21)
0

Ainsi, si u est solution de (5.20) alors u est donnée par (??) avec ay donné par (4).
En appliquant le Théoréme précédent( d’Existence et unicité) avec H := L?(Q), V :=
HE(Q) et a(.,.) la forme bilinéaire définie sur V par

a(u,v) ::/ Vu.Vu dx
Q

On obtient le résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible pour I’équation de la
chaleur :

Théoréme 3. Soient Q un ouvert borné régulier de classe C' de IR"™. Soient T > 0,
up € L?(Q) et f € L2(]0,T[, L*(Q2)).

Alors,I’équation de la chaleur (5.20) admet une unique solution faible u € L2(]0, T'[; H}(€2))N

C([0,T); L?(2)). De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que

/Q\u(t,:r:)Ide—i—/ot/Q]Vu(s,x)\2da:dsSc(/Q\uo(m)]zdx+/Ot/ﬂ\f(s,x)]deds)

Proposition 5.2 (Effet régularisant). Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*° de
IR?.

Soient T > 0, ug € L*(Q) et f = 0. Alors, pour tout € > 0, I'unique solution faible de
(5.20) est de classe C™ en temps et en espace dans [e, T] x Q
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5.10 Reésolution numérique de 1’équation de transport par
éléments finis

Soit I’équation de transport suivante :

Ou Ju _
{ ou 19U = 0,Vx € [a,b],Vt €]0,T] (5.22)

u(t=0) =ug

d’aprés la formulation variationnelle on & :

b
a(u,v) = —/ [ (z)v(z) + c(z)v (z)]u(z)dx
a
En considérant 'espace discret V3, on obtient le probléme variationnel discret suivant :

trouver up, :t € Ry =V, telleque

b
—(up(t),vp)g — / [ (z)vp(z) + c(x)v),(z)]up(t)de = 0, Vt €]0,T[, Yo, € Vj
uh(t = 0) = UO,h

d
dt

(5.23)

ol ug, € V3 est une approximation de ug.
Soit {®;}i=1,.. .~ une base de V},. Alors, pour tout t €]0, T, up(t) et up, admettent pour
développements

N
Ul(t)p; et ugp = Z Us n%i» (5.24)
1 j=1

M-

up(t) =

J

avec UZ(t),Ugh € IR pour tout j =1,...,N.
Avec ces développements, (5.23) sé rlt

trouverU] tEIE{+—>RetUéhEIR j=1,...,N tels que

N
Z (@), pi)H +Z< / x)p; + c(x )cpj]goidac) U,i(t):O,Vt €]0,T,Vi=1,. N,
7j=1
\ Upt=0)=0U;,,YVi=1,..,N
(5.25)
On pose
Un(t) = (Us(1), ... U ()T € RY
Et
Uon = (Ug s - Ugy) " € RN
Alors (5.25) est équivalent au systéme d’e.d.o.
MU, (t) + KpUp(t) =0 Y te]o,T],
(5.26)

Uh(t = 0) = U07h,
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ot My, K, € RV*YN sont donnés par :

(Mn)ij = (i, ¢;)

et
a(pi,piv1) = — [ 7 (@)piv1 + c(@)pi 4] pide
a(pispic1) = = [° [ (@)pio1 + c(x)p_]pide
(Kh)z'j _ a(@i,@j) _ ) ) Tio1 1 i 1] )
a(pi, i) = = [ (@)} + c(z)pipi)dz — [77( (x)9F + @) pipi)da
0,i —j| =2
On a:
% six € [xi_g,xi_l]
Yi—1 = 7 ;xl si x € [zi—1, 7]
0 ailleurs
et
i si @ € [mi_1, x4
©; = _% si x € [z, Tis1]
0 ailleurs
et
a: ;xl si @ € [z, xiq1]
Pit1 = _% Si @ € [Tis1, Tigo]
0 ailleurs

Dans notre exemple :
c(x) = z(1 —z) alors ¢ (z) = 1 — 2z
on veut calculer les coefficients de la matrice K,
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1 Tit1
a(90i7 (/O’H-l) = ﬁ / (1 — 2$)($ — .’L‘Z)(l‘ — xi—‘,—l)dl'
1 Fleit
s [ a0 - s
1 L
- h2/ (1 - 2.%‘)(1' — XTiT — Ti+1T + .CL‘ZIEZ_H)d
1 xjfz‘ﬂ )
1 Fit 5 ,
- Rz / [—32% + (24 22 + 2241 + xi1)2”] da
1 x?x'd»l
T oR2 / (TiTip1 + Tim1 + 22i%i41)T + Tixipde
1o
alpi, pi1) = 2 / (1 —2z)(x —2)(x — 2i—1) + (1 — 2)(x — 2-1)] do
1
— hQ/ 33:—i—2—i—23m+3nt:Z 1):c —(2%1—1—3;1-1-2%% 1)]d
T / a
- TTi_1dx
h2 Ti—1
a(pi,pi) = h2 [(1 —2z)(z —zi)? + (1 —2)(z — 551'71)} dr
. iy
- / [(1— 22) (2 — wi1)? + 2(1 — 2) (2 — 7431)] d
-1
= 5z / [(1-22)(z — zi—1) + (z — :L‘2)] (r — x;_1)dw
Lj—1

TR /:Hl [(1—22)(z — zi41) + (x — 22)] (2 — 2i41)da
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Maintenant on veut calculer les coefficients de la matrice M),

T
(@i7§0i—1) = / ©; X ¢i_1d$
Ti—1

1o
= _h2/ (r —z;)(x — x-1)dx

h2
i—1
1 [1 s 1, r
= —— =2 — 2 (z; + x-1) + 1T
hid 2
1115 13, 9 9
) gxz' - gﬂfifl - 5(172' +xi) (2] —wiq) +vwio (T — 2i1)
1 [1 1 1
= T gf'?? - 55'3?—1 - 5(% +ai) (@] — 2] )) + zimi1 (T — i)
1 [ 1 1 1
R _E‘T? - 6"”?—1 + 51’1‘%2—1 - 5»’5?%—1 + wixiﬂl]
Tit1
($ispit1) = @i X pir1dx
_zi Ti41
= 2 (= wiy1) (@ — 2)
-1 L )
= ﬁ / T — X — X1 + T Tip1da
i
—17T1 3 1 9 1 9 Ti41
= Tz gsv - §$Z$ - §:L“Z-+1x + x;xi1x
L €Ty
171 1 Tit1
TR §x3 - 5(1’2‘ +zip1)a’ + -Tzwi-i-lx}
- T;
= h2 §($i+1 —z3) — 5(371' + xi+1)($i+1 —27) + ximip1 (Tig1 — x5)
—-11[1 1 1 1
= 72 gl’? - gx?ﬂ - 5951‘%2“ + §$i+11’? + xi$i+1h:|

T Ti41
(pir pi) = / @?dl‘+/ 2dx
Tq X;

Titl
2
1—1 ZT;
1 1
= ?(mz mlz—l) _W(xi—xwl)
— 7]13 7]13
%hQ + 3h?
= Ip
3

Il reste maintenant & discrétiser (5.26) pour le variable en temps par un schéma aux
différences finies. On suppose dans la suite b, € C([0,7]). Soient Ny € N et At :=T/Nr.
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On pose
Vne{0,..,Np}, t,:=nAt

On considére I'approximation U}* de Up(t,) définie par le f-schéma :

n+1 n
Uh — Uh

M,
hAt

+ Kn(0UL ™ + (1 = 0)UR) = 0b(tns1) + (1 = 0)b(ts),
ce qui donne
(M, + 0 At Kp,) UPtt = (M), — (1 — 0)At Ky) Uy (5.27)

A partir de cette équation on peut calculer la solution & chaque instant ¢ et partout dans
le domaine.

Définition 5.10. Un schéma aux différences finies de (5.26) est dit stable s’il existe une
constante ¢ > 0 indépendante de At et h telle que

VTLG{O,...,NT}, MhU;ZU;?SC

Lemme 1 (Stabilité du schéma). . S5 1/2 <0 <1, le -schéma (5.27) est inconditionnel-
lement stable.

Si0<6<1/2,le #-schéema (5.27) est stable sous la condition CFL

. <
[max (NA) < 70,

(5.28)
ot les A\;,1 < i < N, sont les valeurs propres de KU = AMU.

Théoréme 4. Soient Q un ouvert polyédrique de IR? et (Th)n>0 une suite de maillages
triangulaires réguliers de ).

Soit Vop, espace de discrétisation de H{(Q) défini par la méthode des éléments finis
Py, K > 1, de dimension N. Soient 7' > 0, f € L*(]0,1[; L*(Q),up € H} () et u l'unique
solution faible de (5.18) supposée "suffisamment réguliére".

Soit uy, la solution de (5.27). On suppose
I - =0
Lim fluo,n = uoll2() = 0,

et que h et At tendent vers 0 en vérifiant (5.28) si 0 < 6 < 1/2. Alors, on a

. o _
poin o odmax ultn) — hllLa) =0
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Conclusion

La modélisation des problémes réels en mécanique, thermodynamique, électromagné-
tisme, chimie, médecine, acoustique, etc., est écrite sous une forme d’Equations Diffé-
rentielles Ordinaires ou par des Equations aux Dérivées Partielles. Pour résoudre ce type
d’équation il y a plusieurs méthodes & utiliser, on a choisit dans ce document d’en présenter
quelques unes. Dans le premier chapitre, on a présente un rappel sur 'analyse vectorielle
et la classification des équations aux Dérivées Partielles. Ensuite, on a expliquée la mé-
thode des caractéristiques et on 'a appliquée sur les équations aux dérivées partielles et
en particulier les EDPs d’ordre un et deux dans R2.

Dans le troisiéme chapitre, on a présenté la méthode de séparation des variables et on l'a
appliquée sur ’équation de la chaleur, I’équation des ondes et ’équation de Laplace et au
quatriéme chapitre, on a expliquée la méthode des différences finies et on I’a appliquée sur
les trois types d’équations aux Dérivées partielles elliptique, parabolique et hyperbolique
en dimension un et deux.

A la fin, le cinquiéme chapitre est dédié a la méthode des différences finis appliquer sur les
trois types d’équations aux Dérivées partielles elliptique, parabolique et hyperbolique en
dimension un et deux.
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